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EXniCATiOlf  Mg  mNES  ALGÉBRieinSS. 


.    Les  signes  abrévialifs  usités  çb  algèbre  sont,  pour  la  plu-  -  ^  - . 
parti  employés  .en  arittunéliqoe,  et  connus  par  conséquent  du 
leGleu^;  am  eroyons  cependant  utile  de  les  indiquer  ici. 

•    4-  rst  lo  sisrnc  do  l'addition  ;  il  se  prononce  plus  ;  a-\-b  in- 
dique la  somme  des  deux  nombi  c  ^  cK'gîgiK^s  par  ael  b. 

—  est  le  signe  de  la  soustraction  ;  il  se  prononce  mohu;  a — à 
indique  la  difiérence  des  deux  nombres  désignés  par  a  et  b. 

X  est  le  signe  de  la  inullij)li(ation  ;  il  se  prononce  multiplié 
par;  ax  6  indique  le  produit  des  doux  noml)rcs  désignés  par 
a  et  b.  On  supprime  souvent  ce  signe,  ol  l'on  se  borne  à  indi- 
quer la  multiplication  en  écrivant  les  laclours  auprès  1  un  de 
raulre,a6aulieudeax&,  {a-\-b){c-\-d)  au  liou  (\cia-^b)'X(c-\-(l), 
Cette  simplilication  ne  peut  èirc  adoptée  pour  les  facteurs  nu- 
mérises, car  elle  conduirait,  par  exemple,  à  représenter, de 
la  même  manière^  le  nonibre  54  et  le  produit  5x4. 

:  signifie  divisé  par  ;  a  :  b  indique  le  quotient  de  la  division 
des  nombres  désignés  par  a  et  b.  On  indique  aussi  les  divisions 
en  écrivant  le  dividende  au-dessus  du  diviseur,  et  les  séparant 

parnne  barre  horiiontale;  j  indique  le  quotient  de  k  dhdsîori 
de  a  par  b. 
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y~  indique  la  racine  eaitée;  ^m^kpéb  la  fadae'carrée  du 
nondiK  désigné  par 

y/'j  y/",,.  v^~^indiiiaentl6MciBMCubiqueyquatnème...,}n*^. 

In  désignant  par  m  un  nombre  entier  quetoonque,  v^a  indique  la 
ndne  m**  de  a,  c'est-à^lirfrle  nmnlHre  mnl^pôé  Ji^l  Ibis 
par  lai-méOB  rcpndnit  a.  • 

—  exprime  Fégalité  des  expressions  placées  à  droite  el  à 
gauche  de  ce  signe;  a  ==  6  exprime  l'égalité  des  dcujL  nombres 
représentés  par  a  et  6. 

>  s'énonce  plus  grand  que;  ay>b  exprime  que  le  nombre 
désigné  par  a  e&k  plus  grand  que  le  uauiLie  désigné  {mu:  b, 

<  s'énonce  pbu  petit  que;  a<d  exprime  que  le  nombre 
désigné  par  a  est  plus  petit  que  le  nomdnre  désigné  par  b. 

Lorsqu'on  place  une  expression  entre  deux  parenilièseSy  il 
laut  regarder,  comme  effechiées,  1^  opérations  qrtî  y  sont  in-' 
4iqaée8,et  la pareuiièsBceaaaieciptâMiÉit  le  mmStrtifBSm 
'  résulte.  AîMi 

iaiifi  iVuLtCsue  i'  Wi'IeâomW  o— 6  — g.  . 
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.     JSOXlOaîS  PAÉUMIiSAIBfiS; 

jUMMrnon  et  soirsrnucTiaN  ALGÉwnçim 


Délloili«l<ld  l'algèbrt. 

1 .  En  algèbre,  on  étudie  les  opérations  indépendamment  des 
nombres  sur  lesquels  elles  s'exéculcnt  :  c'est  lîi  le  carartère 
distint'tif  de  celle  science.  La  ligne  do  démarcation  enire  l  îd- 
gèbre  et  l  ai  ilhmélique  est ,  du  reste ,  en  quelque  sorte  insai- 
sissable :  les  résulUits  particuliers  ne  peuvent  en  effet  se  séparer 
complètement  des  tliéories  générales,  et  les  questions  d'arithmé- 
ti^  conduisent,  d'une  niaïuère  pfesqoe  inéviaMe,  à  des  pr»^ 
fosHioiis  d'algèbre. 

t.  LetBomÉireB  m  lesquels  oBfuisMHeeB  algèbre  denat 
rester  kiéétemiiiiés,  on  les  désigne» général,  par  des  letiraa. 
Onnepeot  alarseffiBdVBrlasopéraiians.Kfltalie  Iwrn^ 
les  indiquer.  Cette  indication  dkypéralions  àeflMier  snr  des 
lettres  dont  la  Yalenr  n'est  pas  encore  fiiée,  se  nomme  une 
formule  algébrique. 

ËXBMPLES.  (a+i»/=a^+Sj(j6+6», 

S  a  » 

sont  des  formules  indiciuanl  les  opérations  h  effectuer  pour 
former  le  carré  d'ime  somme  a-\-b,  et  pour  sommer  une  pro- 
gression arithmétique  de  »  iermes  qui  commence  par  tk  et  qui 
liniipar  /. 

9.  L'afâDtage  qu'il  y  a  à  renfermer  ainsi,  dans  une  lormifle 
générale,  un  nombre  ia&oi  de  résultats  j^articuliers,  esl  une 
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chose  évidente  de  soi,  il  ne  sera  pas  inulik»  cepeoilaul,  de  le 
faire  ressortir  par  quelques  exemples. 

l"*  L'énoncé  des  théorèmes  p^énéraux  se  troHV^  considéralile* 
ment  abrégé ,  et ,  par  là  »  plus  facile  à  reteair.  . 

Ainsi,  au  lieu  de  dire  :  -  \ 

La  somme  de  deui  nomlNres  est  la  même  dans  quelque  ordre 
qu'on  les  ajoute;  ^  v. 

Le  prodmt  de  deux  fiicteurs  ne  change  pas  quand  on  las  in- 
tervertit; 

Pour  multiplier  jeux  puissances  d'un  même  nombre,  Il  suffit 

d  ajouter  les  exposants  ; 

On  écrira 

a6  =  6« 


et  pour  quiconque  connaît  la  langue  algébrique,  les  théorèmes 

sont  tout  aussi  bien  énoncés  par  ces  formules,  que  par  les  trois 

plirascs  ccrik's  plus  haut. 

2*  LVniploi  dos  lornuilcs  abrège  non-sculeniont  1  cuoiicé  des 
tliéorèuies,  mais  cncfn  c  siuiplilie  leur  démonstration.  Pour  en 
donner  un  exemple,  je  choisirai  la  question  suivante  : 

l'u  mobile  se  meut  d'un  mou>einent  uniforme;  sa  vitesse, 
c'est-à-dire  1  espace  (ju  il  parcourt  dans  l'unité  de  temps,  est  v  : 
quel  sera  l'espace  a?  parcouru  dans  un  temps  Le  airactère  du 
mouvement  uniforme  étant  que  les  espaces  parcourus  soient 
proportionnds  aux  temps ,  on  a 

d'où  l'on  conclut 

[1]  «=w. 
c'est  là  la  formule  demandée. 
On  en  déduit  éYidemment  les  deux  suivantes  : 

m  .  ■ 

La  formule  [i]  rend  évidents  les  théorèmes  suivants  : 
Dans  un  mouvement  uniforme,  Tespace  parcouru  pendant 
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un  im^éuméf  eM  petp^MoDiiel  àla viteise;  poer  ttnevitesie 
donnée»  il  esl  jropoHkMD«el  au  teni»,  et  en  g^iéral^il  est  égal 
an  |«oduif  dn  tenfe  pàr  la  vitesse. 
De  la  loraMle  [S]  on  déduit  les  tbéDrèmes  snîfants  : 
Dans  un  jneiirement  unifomé,  la  vitesse  est  proporllomielle 
à  l'espaee  parcouru  penteit  un  ten^  donné ,  elle  est  en  raison 
inverse  du  temps  employé  à  parcourir  un  espace  donné ,  et  en 
général,  elle  est  égale  au  rapport  de  1  espace  au  temps  euiployé 
à  le  parcourir. 
Enfin  on  conclut  de  la  formule  [3]  : 

Le  temps  employé  à  parcourir  un  espace  donne  est  inverse- 
ment proportionnel  à  la  vitesse  ;  lorsque  la  vitesse  est  donnée, 
le  temps  est  proportionnel  à  l'espace  à  parcourir,  et  en  général, 
le  temps  est  égal  au  rapport  d§  respace.  parcouru  à  la  vitesse  du 
mobile^ 

Cbaennde  ces  théorèmes  exigerait  une  démonstration  spéclate 
plus  on'  moins  développée»  si  on  les  abordait  dureciement  *  ;  les 
ferroides  [13,  [S]»  .  [3]»  las  mident  évidents  pour  tous  cem 
qui  connaissent  la  valeur  des  locutions,  proportionnelles  et  in- 
versemenl  prOportionneileB.  (Voir  VAfitkméUttu^,  ' 

Je  citerai  encore  un  exemple.  .On  démnntre  en  géométrie  les 
théorèmes  snivauls  : 

1*  Deux  droonférenees  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons , 
ou  en  d'autres  termes,  il  existe  entre  une  circonférence  C  et 
son  rayon  h  un  rapport  constant  2n  ;  ou  a  par  conséquent  la 
formule 

2*  Deux  cercles  sont  eutie  eux  comme  les  carrés  de  leurs 

rayons; 

3*  Un  cercle  a ,  pour  mesure,  le  j)r()duit  de  sa  circonférence 
par  la  moitié  de  son  rayon;  en  d'autres  termes»  sa  surface  S  est 

mesurée  par  le  produit  C  x  ^,  et  l*on  a 


*  Galilée,  qui  ne  faisait  pas  usage  de  fomnilei,  y  a  esoiseré^trSpS|M, 
Giornataterga,  de  motu  jBqwibiU. 
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ir,crtte  dernière  foiwiiesaKl  évideal  le  «éMÉé»llié»^ 
iteet  AuMioés ,  «  la  iiirft»e  i'va  cef«is  Ait  pmporltaiMtte  m 
carré  de  son  rayon.  »  OniKNvnlidm  eeÀpeiMer  ïeBfclie 
on  théortaeifeliiiet  deadeuxaufenes,  et,  smlasl,  od'Im  doit 
pas  eB  denaer  lUM  dteODStration  directe. 

gii'ongeboniait  àteo»cer  tet  théorèmes  mps  en  Wdnjre 
les  conséquences  en  normales,  celte  dépendance  des  propoil-^ 
lions  pourrait  rester  inaperçue .      •         '  . 

Claisifictitoa  des  fonnulci. 

■  4.  Les  expressions  algébriques  peuvent  comprendre  l  indi- 
cationdcssix  opérations  :  addition,  soustraction,  mullipltcatioOy 
division,  éteiation  aux  puissances,  exïnel^sm  des  racines. 

Une  expression  est  rntionnéUê  lorsqu'aucune  extraction  de  ra» 
cîne  n*y  est  indiquée,  IlanstecMCOBlraire,  elle  est  irrationnelie. 

Une  expressieo  ndteBSèUe,  qui  se  éemtàBBt  Fwdi^tiond'as* 
cane  difkieii*, eet  Ate  eniêin,  Dana tecae  cootcaire»  «He  ail 

Une  expiemoB,  qià  ne  eonllent  f infieafiett  d'ancve  adNll" 
thm  ou  eoMglraction,  ae  nomme  aieiwint. 

Si  l'un  des  fig^tenia-d'ui  monôme  es!  nimiiyique,  il  rcçoil'Je 
nom  de  eœffkieni. 

Plusieurs  monômes  ajoutés  onvetranchés  forment  un  poly- 
nôme, dont  ils  sont  les  termes.  Deux  termes  d'un  même  i>oly- 
ijonie  sont  dits  semblables,  lorsqu'ils  ne  diflerenl  que  par  le 
coefficient.  Dans  ce  cas,  on  peut  toujours  les  réduire  a  un  seul. 
Par  exemple,  si  l'on  avait,  dans  un  môme  polynôme,  les  deux 
termes  -f-  70*6,  —  da'^,  on  pourrait  évidemment  les  remplacer 
par  2fl'6. 

Un  polynôme  composé  de  deux  on  trois  termes  reçoit  te  nom 
de  binmiu  ou  de  IHsioma. 

Exemples.  ^  a*-\-  6'    v^a  -f-  6 + 1? ,  expression  irrationnelle, 

a«-f         expression  lationnelte  firaclloanaire  ; 

(e^+i^—i^tf+l^^  expression  entière  el  rationnelte; 

15a*6Vc,  monôme  dont  15  est  le  coefficient; 
a'-f  2a  —  à^Cf  polynôme. 


Digitized  by 


Addition  et  soustractioftén^polynoaies. 


i>.  Les  opérations  algébriques  se  faisant  sur  des  quantités  lit- 
térales, il  est  impossible  de  les  exécuter  jusqu'au  bout,  et  Ton 
doit  se  borner  h  les  indiquer.  Aussi  le  calcul  alg|&brique  con- 
sistc-t-il,  seulemeat,  à  transformer  une  formule  eu  une  aiilre 
plus  simple,  mais  équivalente» 

Exemple.  Quand  on  substitue  a*  au  produit  a*  X  a*,  ou  a-|-ô 
à  l'expression  v^a*4-2a6+A*.  On  fait  une  opération  algébrique, 
et  Ton  dit  quelquefois,  que  Von  effectue  ainsi  le  produit  de  «fi 
•  par      ou  l'extraction  delà  ràein6  Carrée  de  a'-t-2a6-|-d*. 

L'addition  et  la  soustraction  étant  lérpltis  simples  des  opé- 
rations, on  conçoit  qu'il  n'y  a  pas  lieu  do  les  simplifier;  aussi 
nous  bornerons-nous  à  faire  quelques  remarques  très-simples 
sur  l'addition  et  la  soustraction  des  polynômes*  • 

1»  Une  somme  resfai  k<ntaie  dans  quelque  ordre  que  Tcm 
cloute  ses  parties. 

2*  Un  piilifnnine  ne  cha«^  pas  de  valeur,  quel  que  soit 
Tordre  dans  lequel  on  écrivesés-tennes.  U  est  éfi^  en  eflèt ,  dans 
tous  les  cas,  à  Texcès  de  la  somme  de  ceux  qui  sont  précédés 
du  signe  +  mr  Ul  somme  de  ceux  ipà  ssnt  piMdés  dn 
signe  — r  -  * 

3*  Pour  ajouter,  à  un  mmàm^  la  somme  de  plusieurs  autres, 
il  suffit  de  lui  ajouter  successivement  chacun  d'eux. 

4r  Pour  ajouter,  h  un  nombre,  la  difiérencc  de  deux  autres,  il 
suffit  d  ajouter  le  premier  et  de  retrancher  le  second  du  résultat. 

5"  Pour  retrancher  d\in  nombre  la  somme  de  i>lusieurs  au- 
tres, il  suffit  de  retrancher  successivement  chacun  d'eux. 

6»  Pour  retrancher  d  un  nombre  la  différence  de  deux  autres, 
il  faut  ajouter  le  second  et  retrancher  le  premier  du  résultat. 

En  effet,  une  différence  ne  change  pas  lorsqu'on  ajoute  un 
même  nombre  à  ses  deux  termes.  L*exoès  de  a  sur  fr^c  est 
doue  le  même  que  celui  de      c  sur  b. 

Ces  principes  s'expriment  par  les  formules  suivantes  :  ' 


a+b-\-c-{-d=d-\-c-\-b-\-a; 
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(3J        .       a  +  {b-}'C+d)=a  +  b'+c+d; 

[5]  a—  *— «; 

£6]  a— -(6— c)  =  a4-c--6. 

0.  Les  principes  que  nous  venons  d'énoncer  conduisent  aux 

règles  suivantes  : 

Règle  dTaddlttiMi. 

Pour  ajouler  à  un  nombre,  un  polynôme  quelconque,  il  faut 
lui  ajouter  les  termes  précédés  du  signe  4~  retrancher  les 
autres  du  résultat.  . 

Soit,  en  effet,  écouter  à  P,  le  jK^Dome 

ce  polynôme  («S,  2<')  est  égal  à  . 

z=zV+  a+c+f  —      d— «  : 
c'est  prficisément  ce  qu'O  IsDoit  démontrer, 

Bègte  de  MOSIncUoi. 

Poar  retrandier  d'un  nombre,  un  polynôme  quelconque,  il 
faut  ajouter  à  ce  nombre,  les  termes  qui,  dans  le  polynôme,  sont 
précédés  du  signe  —  ,  et  relrancher  les  autres  du  résultat. 

Soit  en  cilel,  à  retrancher  de  P,  le  polynôme 

a  — — d— e+A 

ce  polynôme  (o,  2")  est  égal  à 

or  on  a  (tt,  0*) 

=  P+  6+  <i-f  e— a— t— /  : 
c  'est  précisément  ce  qn'il  fattaSt  démontrer. 
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Uemaroi  e.  L'ordre  dans  lequel  on  écrit  les  termes  d'un  po- 
lynôme étant  indifférent,,  on  .peut  énoncer  les  règles  précé- 
dentes en  disant  : 

Pour  ajouter  î\  un  nombre  un  polynôme  quelconque,  il 
iaut  écrire  ses  différents  termes  à  la  suite  de  P,  en  leur  conser- 
vant leurs  signes. 

Pour  retranclier  d'un  nombre  P  un  polynôme  quelconque , 
il  faut  écrire  ses  différents  termes  à  la  suite  de  P  en  cbangmt 
le  signe  de  cfatteun  d'eux. 

•  »  • 

Êaoocé  plus  simple  des  résultats  précédents. 

7.  La  forme  des  résultats  précédents  peut  se  simplifter 
l'aide  d'une  convention  très-utile  en  algèbre,  qui  consiste  à  re- 
garder tous  les  termes  d*ttn  polynôme  oorome  egm^iés  les  uns 
aux  autrea,  en  nommant  iMM^ef  ceux  qui  sont  préoé* 
désdu  signe— .  Par  exemple,  on  regardera  la  dffiâpenœ  a — è 

'  commeréaulfantde  radditioiideaaiee— 6, 

[1]  a— 6=o-|-^C— 

L^expMsion  isolée  (— d)  n*acquiert  pour  cela  aueane  signiicar 
tion;  seulement  on  dit  ajouter  —  6  au  lieu  de  dire  reiraneher  b. 
On  convient  de  même  que  retrancher  —  b  signifie  ajouter  b. 

Il  serait  absurde  de  chercher  à  démontrer  les  formules  [1]  et  [2]  : 
jCsdéfinitions  ne  se  démontrent  pas.  On  peut  remarquer,  cepen- 
dant, que  la  convention  exprimée  par  la  formule  [2]  est  une  con- 
séquence toute  naturelle  de  la  première.  Si  l'on  ne  faisait  pas, 
en  effet,  cette  seconde  convention,  en  ajoutant  et  retranchant 
successivement  — b  à  un  nombre^  les  deux  opérations  ne  se  dé- 
truiraient pas. 

8.  Les  deux  conventions  précédentes  permettent  de  réduire 
la  règle  d'addition  à  l'énoncé  suivant  : 

Pour  ajouter  deux  polynômes,  il  faut  ajouter  au  premier  ious 
les  termes  du  second,  quels  que  soient  leurs  signes. 
Soient  en  effet  les  deux  polynômes 
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ce  qui  équivaut ,  d'après  nos  conventions ,  à    '  ' 

résnltat  conforme  à  Ténoncé. 

a.  Les  niéiiies  emmMom  i^erawttmt  de  lédm  h  rigli 

de  «cnislnictioB  des  polynômes  à  TénoBsé  nipvaal  : 
Pour  fûtraneker  un  potfnom  d'mnê  ^uanHté  guékonigiiê  A  » 

U  tuffU  dé  fêfraneker  sueeesêivement  ies  digirmis  (ermes. 
Soil,  en  effet,  à  retrancher  de  A  le  polynôme  m^n^p+q, 

on  a  vu  (6)  que 

A— («1— ^; 
ou,  d*apfrè^  nos  conrerfifons, 

A  —  (m — n  —  j> + î)  =3:  A  —  m  ^  (— ») — (— 1>)  — 
ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé. 

Remabqub.  L'introduction  des  nombres  négatif»  permet  d'é* 
aoncer,  avec  plus  de  concision,  des  résultais  «oiqmds  cette 
fMODie  aonvdle  n'i^onte  nhsolninpnt  riea.  Vous  verrons  que  til 
est  toujours,  en  algèbre»  le  but  de  leur  lntrodurtion> 

10.  Si  lOn  considère  une  diflércnce  a  —  6,  et  que  Ton 
suppose  b  ])lus  grand  que  a,  l'opération  est  impossible;  on  con- 
vient alors  de  regarder  l'expression  a  —  comme  représentant 
on  nombre  négatif  égal  à  Texcès  de  6  sur  cr. 

a — ô  =  — (6  —  a). 

Oette  eoBvenfion  est  toute  naturelle,  et  en  lie  la  taisant  pas  on 
détnrirail  Fanalogie  complète  qni  eiiste  entre  les  opénIioM 
relatives  aux  nombres  négatlb  et  positifs.  Soit,  en  eièt,  dVesaèê 
de  b  mm^a^b  est  égal  à  a^{a+d);  si  donc  on  applique  la 
règle  de  soustraction  (0),  on  aura 

«— («  +  d)  =  a— «— dsai-r.ds=— o}, 

RnuiQUB.  Nous  prouvons  afaisi  qu'il  est  naturel  de  ftdre  b 
convention  en  question,  mais  nous  ne  dimtnUrmu  pas  la  formule 
a — 6  ss*-  (d— a).  Notre  raisonnement,  en  eflét,  est  fondé  sur 


ff 


t application  d'une  règle  <io  soustraction,  qui,  jusquici,  n'a 
ëet0B8  que  pour  des  soustractions  possitiles;  il  est  naturel  et 
cMmode  de  rétemte  à  tom  ies  en,  unis  cela  u^m  fst  pas 
moins  arbitraire. 

11.  La eonvcntiOB  que  aotis-venons  de  fi^re  permet  de  gé- 
néraliser des  résultats  que  l'on  devrait  sans  cela  énoncer  avec 
rcstrktiou  ;  ou  a ,  par  exemple , 

Celle  formule  est  évidente  lerufêe  m  est  plus  grand  que  b. 

Notre  convention  la  rend  vraie  dîins  tous  les  cas ,  car  si  a  est 
moindre  que  6,  on  a  (0—6)  =  —  {à  —  a),  et  par  suite 

♦ 

«-j-(a— é)s=<rr-(6— a)  =  c+«— 

On  verra  de  même  que  la  formule      *  *  * 

c  —  (a  —  6)  =  04- — 

daiieBl  mie,  par  siéta  de  im  conveittioiw^  1^  c 
ait  mofavdre  ^pa  41. 

12.  Remarque.  Dans  les  questions  d'alfr^brc,  a  et  6  désignent 
des  nombres  indéterminés  et  I  on  ne  sait  pas  quel  est  le  plus 
grand;  on  comprend  dos  lors,  conibicn  il  est  important  que  les 
tormules  s'appliquent  indiftcremment  a  tous  les  cas  et  quelle 
est  par  conséquent  l'utilité  des  conventions  relatives  aux  nom- 
lires  néi^atifs» 

I.  Le  caractère  de  Palgèbre  consiste  en  ce  que  l'on  y  étudie  les  opéra- 
tions, indépendamment  des  nombres  sur  lesquels  elles  s'exécutent, 
—  2.  Co  que  l'on  entend  par  formule  algébrique.  —  3.  Divers  avan- 
tages de  l'emploi  des  formules  :  elles  sont  beaucoup  plus  simples  à  écrire 
que  les  théorèmes  qu'elles  expriment,  et  font  souvent  apercevoir,  d'un 
coup  d'œil,  des  conséquences  qui  exi^oraient  sans  elles,  une  démonstra- 
tion à  part.  Quelques  exemples.  —  4.  Classilication  des  formules  ou  ex- 
pressions algébriques  en  rationnelles  et  irrationnelles,  entières  ou  frac- 

.  tionnaires,  monômes  ou  polynômes;  ce  que  c'est  qu'un  coefTicient;  ce 
qu'on  entend  par  termes  sembkiblcs  d'un  polynôme.  —  8.  Addition  al- 
gébrique :  une  somme  reste  la  même  dans  quelque  ordre  que  l'on  ajoute 
les  parties;  pour  ajouter  à  un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  il 
8ufiBt  de  lui  ajouter  successivement  chacun  d'eux;  pour  ajouter  à  un 
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nombre  la  différence  de  deux  autres ,  il  suffît  d'ajouter  le  premier  et  de 
retrancher  le  second  du  résultat.  Pour  retrancher  d'un  nombre  la  somme 
de  plusieurs  autres,  il  suffit  de  retrancher  successivement  chacun  d'eux  ; 
pour  retrancher  d'un  nombre  la  différence  de  deux  autres,  il  faut  ajouter 
le  second  et  retrancher  le  premier  du  résultat.  Formules  qui  expriment 
les  principes. — 6.  Règle  générale  d'addition  et  de  soustraction  des  poly- 
nômes.— 7.  Introduction  des  nombres  négatifs  pour  simplifier  l'énoncé  des 
résultats  précédents,  ce  qu'on  entend  par  ajouter  et  retrancher  un  nombre 
négatif  — 6,  les  conventions  sont  faites  de  telle  sorte,  qu'en  ajoutant  et 
retranchant  successivement  — 6  les  opérations  se  détruisent.  Ces 
conventions  permettent  de  regarder  tous  les  termes  d*un  polynôme, 
quels  que  soient  leurs  signes,  comme  ajoutés  les  uns  aux  autres. 
—  8.  Règle  générale  d'addition.  —  0.  Règle  générale  de  soustraction. 
L'énoncé  de  ces  règles  se  trouve  simplifié  par  les  conventions  précé- 
dentes.—  10.  L'expression  a— 6,  lorsque  b  est  plus  grand  que  a, 
représente,  par  définition,  un  nombre  négatif — {b — a).  Comment  l'on 
est  conduit  à  faire  cette  convention.  —  il.  Quelques  formules  qui  de- 
viennent générales  si  l'on  adopte  la  convention  précédente. —  lU.  Il  est 
très-important  que  les  formules  d'algèbre  ne  changent  pas  avec  la  va- 
leur des  lettres,  car  cette  valeur  o'élunt  pas  fixée,  on  ne  saurait  Jamais 
si  l'on  doit  les  appliquer. 

EXEUCICES. 

I—  1  I 

I.  0  A  B 

Deux  courriers  parcourent  la  ligne  OA.  Au  départ,  ils 
sont  situés  en  A  et  B,  à  des  dislances  a  et  &  du  point  0;  ils 
s'éloignent  avec  des  vitesses  v  et  v'.  Trouver  des  formules  pour 
exprimer,  après  le  temps  ^  la  dislance  des  deux  courriers,  et  la 
distance  du  point  0  au  milieu  de  la  droite  qui  les  joint. 

II.  Vérifier  la  formule 

(a  +  b)*  —  (a  —  b)^  =  4ab. 

Montrer  son  identité  avec 

A»— B«  =  (A+B)(A  — B.) 

IIÏ.  Sur  un  chemin  de  fer,  lorsque  la  vitesse  de  convoi  est 
constante,  la  traction  que  doit  développer  la  locomotive  se  com- 
|K)se  des  frotlemenls  des  roues  de  wagon  sur  les  rails,  et  de  la 
résistance  de  l'air.  Le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse 
et  proportionnel  au  poids  total  du  train.  La  résistance  de  l'air 
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csl,  au  conlraiiT,  iiulépoiulanle  ilu  poids  du  convoi  et  propor- 
lionncllc  au  carré  de  la  vitesse.  Le  frottement  ayant  une  valeur 
connue  F,  pour  un  convoi  dont  le  poids  est  P,  et  la  résistance  de 
l'air  étant  K  lorsijue  la  vitesse  est  V,  tnuiver  une  formule  qui 
exprime  la  traction  lorsque  le  poids  estP'  et  la  vitesse  V. 

IV.  Trois  vases  contiennent  des  mélanjres  d'eau  et  de  vin:  le 
premier,  a  litres  d'eau,  à  litres  de  vin  ;  le  second  a'  litres  d'eau, 
b'  litres  de  vin  ;  le  troisième,  a"  litres  d'eau,  0"  litres  de  vin.  On 
prend  la  moitié  du  liquide  contenu  dans  le  premier  vase,  et  on 
le  verse  dans  le  second  ;  puis  le  tiers  du  li<iiiide  qui  se  trouve 
alors  contenu  dans  celui-ci,  et  on  le  verse  dans  le  troisième. 
Trouver  une  formule  qui  indique  la  quantité  d'eau  et  celle  de 
vin  contenues  dans  chaque  \ase  après  les  opérations. 

V.  Deux  vases  de  capacité  v  et  v'  sont  pleins,  l'un  d'eau,  l'au- 
tre de  vin.  On  remplit  à  la  fois,  dans  ces  deux  vases,  deux  nou- 
veaux vases  de  capacité  T,  et  l'on  verse  dans  v  ce  qui  a  été  pris 
dans  v\  et  réciproquement.  On  recommence  trois  fois  cette 
opération.  Trouver  une  formule  (jui  exprime  la  quantité  de  vin 
contenue  dans  chacun  des  vases. 

VI.  Si  l'on  fait  commencer  l'aimée  au  l*^"^  mars,  prouver  que 
le  rang  qu'occupe,  parmi  les  jours  de  l'année,  le  m'  jour  du 
(n  -j-  1)'  mois  est  représenté  par  la  formule 

m-\-^in  —  p  y 

p  étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  fraction 

12 

VII.  On  mélange  H  hectolitres  d'eau-de-vie  à  D  degrés  avec 
ir  hectolitres  à  D'  degrés  ;  on  demande  le  degré  et  le  prix  du 
mélange.  On  sait  que  le  degré  indique  combien  il  y  a  de  parties 
d'alcool  sur  cent  d'eau-de-vie  cl  que  le  prix  de  Thectolitrc 
étant  P  quand  le  degré  est  N,  augmente  ou  diminue  d'une 
quantité  a  pour  chaque  augmentation  ou  diminution  d'une 
unité  dans  je  degré. 
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M  ulUplicaUiOû  des  monomefi. 

13.  Pour  multiplier  deux  produits  de  plusieurs  fadeurs,  il 
faut  former  un  prcdmt  ujii^ue  composé  des  facteurs  qui  en- 
trent dans  chacun  d'eux. 

Dans  un  produit  unique,  on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs 
Ihcteurs  par  leur  produit  effectué  (voy.  ï Arithmétique). 

D'après  le  premier  de  ces  deux  principes,  le  produit  de  deox 
monômes  entiers  est  égal  à  on  monôme  qui  contient  les  bt- 
letin  de  Fmi  ef  de  l'autre;  par  exemple  : 

JButeifa  iuMMiid  <w  priacipea  émacéa,  on  yaat^  éam  le 
résultat^romplaeer  S<*4  parte|vednlie,«Pettf^  parkvr 

produit  (Toy.  YArHhmétltue);  en  lorteque  le  produit  des  deux 
monômes  considérés  est 

La  méthode  est  générale,  et  conduit  h  la  règle  suivante  : 

Le  produit  de  deux  monômes  entiers  s'otUient  en  multipliant  les 
coe/ficients  entre  eux,  dojuiant  a  chaque  lettre  commune  aux  deux 
monorties  {cotntne  a  dans  l  exemple  précèdent)  un  exposant  égal  à 
ia  somme  de  ceux  dont  il  est  afj'cctc  dans  cliucun  d'eux,  et  prenant 
itê  mUpêê  litùfes  cowme  fadeurs,  suas  sAaager  leurs  exposants. 

14.  Pour  muHipllerrmipnrriMiIre,  deax  noopmesfîacAle»- 

naires,  on  remarque  (voy.  \  Arithmétique)  qtK  le  produit  de 

deux  expressions  fractionnaires  est  égal  au  produit  des  numé- 
rateurs divisé  par  celui  des  dénominateur?.  Ces  doux  produits 
se  feront  d'après  la  règle  précédente,  et  l  ou  indi(|uera  ensuite 
leur  division,  eu  les  séparant  par  une  barre  liorizoulale.  On  peut 
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mmsde  simpl^er  èe  Désaltat,  «b  soppriuBt  leiiHlmcom- 

muas  «ux  deux  termes. 

ExKMPLE.  Soil      îf^»  ^  multiplier  par  , 
le  produit  est  égal  à 

loaii  on  peut  le  simplifier  en  supprimant ,  aux  deux  teapet»  Ses 
fiicteurs  5,  6,  /*  et  h\  il  reste  alors 

Remarque.  Quand  un  monôme  fractionnaire  est  réduit  ;i  sar 
plus  simple  expression ,  aucune  lettre  ne  doit  figurer  î\  la  fois 
dans  les  deux  termes,  car  alors,  on  pourrait  la  supprimer  au- 
tant <te  Xaia^a'eUe  ae  troine  dans  le  kme  aè  elle  a  te  fliilBdre 
«xposant. 

itt.  Ce      précède  permet  de  £ûFe  la  flmilîplicaiion  d'tm 
nombre  qoelconqae  de  monômes.  U  suffira,  en  effet,  de mnlti-  . 
pfier  les  deux  premiers ,  puis  le  produit',  qui  est  un  monôme,* 
par  le  troiaième ,  ef  ainsi  de  suite. 

MaUipUcaUoaiUi  poJiyiMkaick 

i6.  Le  produit  de  deux  polynômes  peut  toujours  être  rem- 
placé par  un  polynôme  unique,  dont  nous  allons  indiquer  la 
loi  de  formation,  et  que  l'on  nomme  souvent  leur  froikrii 
effectué. 

V  GonsidéroBs  deux  pajyiwaw  éoiit  tawa  ka  t>«B0S  soient 

aéporés  par  le  signe +. 
Soit 

à  nmltiplier  par 

P+9+r; 

a,  by  c,  p,  r  désignant  des  nombres  quelconques  qui  peu- 
Tent  être  eux-odmes  représentés  par  dei  eoqpmsions  algéhri- 
^uea  plus  ou  niifii8«ompliqaée& 
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Pour  multiplier  un  nombre  qneloonqoe  parp+f + r,  il  foui 
évidemment,  le  multiplier  par  |»,.pui8  par  pois  par  r,  et 
ajouter  16s  résultats;  par  conséquent  on  a 

(fl+b+c)ip+q-i-r)={a+b+c)p+ia+à+c)q+{a+b+e)r; 

mis  pour  mullipUcr  par  p  nne  somme  a-)-  6  -f-  c,  il  fiiut  éri- 
demmeni  multiplier  chaque  partie  par  p,  on  a  done 

ia-\-b  +  c)p^ap'\'bp-^ep, 

et  de  même 

ia  +  b-{'C)gssaq  +  bq+cq, 
(a -|- 6  +  e)f  =  flr+ ir  +  ^  : 
et  par  suite  > 

ia-\-b'\-c){p+q+r)=:^ap  +  bp  +  cp  +  aq  +  bq  +  cg 

+  «r  +  6r  +  ^r, 

résullat  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Le  protluil  (le  deux  pohnoincs ,  dont  les  termes  sont  positifs, 
est  égal  à  la  sonunc  des  produits  ohlonns  en  multipliant  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  tous  ceux  du  muliipUcaleur. 

17.  Supposons  maintenant  qué  les  deux  polynômes  à  nmlti- 
piier,  contiennent  des  termes  précédés  du  signe  — . 

Désignons  par  A  Tcnsomble  des  termes  qui  sont  précédés  du 
signe  +  dans  le  mulliplicande,  cl  par  B  l  iMisemhle  de  ceux  (jui 
sont  précédés  du  signe  — ;  par  P  et  Q  les  sommes  analogues 
dans  le  multipUcaicur  ;  il  faut  multiplier 

A— B 

par  ... 

P-Q; 

A,  B,  I\  Q  étant  quatic  polynômes  à  tenncs  positifs.  Or,  pour 
multiplier  un  nombre  quelconque  par  une  dilTérence  P  —  Q,  il 
faut,  évidemment,  le  multiplier  par  P,  puis  par  et  retran- 
clier  les  résultats,  on  a  donc 

( A — B)  (P  -  Q)  =  ( A — B)  P — ( A — B)0  ; 

mais  on  a  évidemment 

(A — B)P  r=  P(A — B)  =  P  A  —  PB , 
(A-  B)Q  =  Q(A-  B)  =  UA  -  QB, 
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d'où  l'on  conclut  (6) 

(A-B)P-(A-B)Q  =  PA-PB-aV+QB.  j 

Telle  est  donc  l'expression  du  produit  demandé.  1 
PA,  PB,  QA,  QB  sont  des  produits  de  polynômes  à  termes  j 
positifs;  on  les  effectuera  comme  il  a  été  dit  (16).  Il  est  j 
évident  que  le  résultat  conliendi*a  le  produit  de  chaque  iermc  j 
du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur,  chaque  , 
produit  étant  affecté  d'un  signe  détermine  par  les  régies  sui- 
vantes  ' 

Les  termes  provenant  de  PA  et  de  QB,  c'esl-à-dirc  du  pro- 
duit de  deux  termes  précédés  du  signe  +  ou  de  deux  termes 
précédés  du  signe  —,  sont  précédés  du  signe  +. 

Les  termes  provenant  de  PB  et  de  QA,  c'est-à-dire  du  pro- 
duit do  deux  termes  précédés  de  signes  différents,  sont  pré- 
cédés du  signe  — . 

ê 

Manière  plus  simple  d'énoncer  les  résulUU  précédcnU. 

18  L'énoncé  des  résultats  précédents  se  simplifie  si  l'on 
considère,  ainsi  que  nous  lavons  déjà  fait  (7),  les  termes  qui  sont 
précédés  du  signe  — ,  comme  des  nomhres  négalils  ajoutes  aux 
termes  précédents,  et  en  adoptant  en  outre  les  délinitions  sui- 
vantes  * 

Le  produit  d'un  nombre  négatif  -  a  pàr  un  nombre  positif 

+  6,  cst-'(aX&).  u    ,       K  i 

Le  produit  de  deux  nombres  négatifs  —  a  et  —  6  est  a  X 
D'après  ces  conventions,  la  règle  de  multiplication  peut  se- 
noncer  en  disant  :  le  produit  de  deux  polynômes  s'obtient  en  mul- 
tipliant  tous  les  termes  du  multiplicande  par  tous  ceux  du  mul- 
tiplicateur, et  AJOUTAIT  les  résultats  obtenus. 
Soit,  par  exemple,  à  multiplier 

par  ^  ^» 

le  produit  est  (17), 

ac^bc^ad-\-  bd^ 
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ou ,  d'après  nos  oonyentions  » 

ce  qui  est  bien  la  somme  des  pyodatts  <îbtwius  m  sn^lianl 

les  ternes  a  et  6  du  multiplic^yMie  par  ks  termes  e  et  —3 
du  muliipUcateur. 

19.  BnuiQQB  L  B  a  pas  lieâ  de  èherdier  à  dfimontrer 
les  fonmiles 

(  —  a)  (6)     =— tfè 

cAes  eiprhiieiit  des  défltt^oiis.  Gesdéfttôieiis  pefnetlebt  de 
irenféraier  sons  Hii'seul  éiioiiGé>  les  différenfeeas  qu'il  Mait 
distinguer,  dans  la  règjfe  de  multiplicatiott  te  polyiMMXies. 

M.  RbkabiQox  n.  On  a  tu  (17)  que 

[1]       (A— B)(M-"P)=AM— AP— BM+BP. 

La  démonstration  supposait  qne  A  et  M  fîissent  respectivement 

plus  grands  que  B  et  P;  les  conventions  que  nous  venons  de 
faire  rendent  cette  formule  vraie ,  dans  tous  les  cas . 

Supposons,  en  effet,  que  1  un  4es  facteurs  soii  négaUT;  que 
' ïoiï  ait,  par  exemple: 

A<B 

M>P. 

A  — B  étant  négatif  et  égalà—(B—Ajy  on  a,  d'après  nos 
CMiventkms, 

(A— B)(M— PJ=:— (B--A)CM— P)=— (BM— BP— AM+AP) 

=— BM+BP+AM— AP, 

ce  qui  coïncide,  à  l'ordre  des  termes  près,  avec  la  formule  (i). 

Sunrasons  maintenantque  les  deiixdiiréreoces  A— B  et  M— P 
aoient  négatives;  leur  produit  sera  (18)  le  même  que  si  dies 
étaient  prises  positivement,  et  l'on  aura 

(A— B)(M— P)  =  (B-A)(P— M;=BP— BM— AP+AM, 
ce  qui  est  encore  conforme  à  la  formule  (i). 

ftl.  Rnuigoi  m.  Nous  représenterons  dorénavant  un  poly- 


Digitized  by  G( 


.«ULTWJCAjnOM  AUïÉBtIQOB.  19 

•Boia&  qMeiPWi^Be^éB  fort^M  ttgucs  que  soient  tes  termes, 
par  une  exprenkiB  de  Ift  Ibnne 

a+b  +  e+p+q  +  r; 

«f  ^    Pi9t   désignant  des  nondiréii  fositifo  enaégafift. 

Exemple.  La  formule 

qui  résulte  immédwtement  de  la  règle  de  multiplioation,  est 
Traie,  par  eèia  même ,  qneU  que  soient  les  signes  des  quantités 
désignées  |>ar  aet  6.  Ôn  peut  donc  supposer  que  b  7  représente 
un  nombre  négatif — y;  Cette  fimnnle  derieot  alors 

(a  —  b'f  =  o»  +  2a(—  6')  +  (—  à')'  =  a' — 2ab'  +  b\ 

Les  formules  qui  donnent  le  carré  d^une  somme  et  «ceitti 
•d^uoe  diflânneeae  touvent  iteai  nunenéeaàmie  seide. 

USi.  Kkkluque  lY.  Les  formules 

expriment  des  conventions  faites  en  supposant  que  a  ei  b  soient 
des  aom))res|^tiis;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  par  suite 
desm^BSSCOBYentions,  ces  formules  neeeaaent  pas  d^avoir  lieu 
teau^ême  que  a  et  6  désignent  des  nombres  n^Uils. 

Supposons  d'abord,  en  effet ,  que  a  désigne  un  nombre  néga- 
tif *-a';  —a  sera  alors  égal  à  a^,^t  les  formules  deviendront: 

*    a'bz=  —  {—a')b 

«HT  (-*«tt^ est-égal  à — 0^6,  d  -i-f-^-sO^est  plir  conséquent  égal 
à  e^d,  ce  qni  démontre  la  première  formule;  afi —  b)  et  ( —  a')b 
sont  l'un  et  l'autre  égaux  à  — a'6 ,  ce  qui  démontre  la  seconde. 

Supposons  maintenant  que  a  et  6  représentent  tous  deux  des 
nombres  négatifs,  — a'  et  — b';  — a  et  — b  seront  alors  égaux 
aux  nombres  positifs  a'  et  6^,  et  les  formules  deviendront  ; 

!!'*'=(— e')  (—6'). 
ce  qui  est  d  aceord  avec  les  conveotioni. 
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S5.  Remarque  V.  Lorsque,  dans  un  produit  de  plusieurs  £m> 
leurs,  quelques-uns  sont  nf^p^alifs,  le  produit  se  définit  comme  en 
arithmétique  :  c'est  le  résultat  obtenu  en  multipliant  le  premier 
par  le  second;  puis  le  produit  effectué  parle  troisième  IlEusteur;  . 
'  imis  le  résnUat  iNir  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  Il  suit  de  1& 
que  le  produit  aura  même  valeur  Idisoltte  que  si  tons  les  làcteurs 
étaient  regardés  comme  podtift..  sera  précédé  du  signe  +  > 
si  le  nombre  des  feeteurs  négatifs  est  pair,  et  du  signe  ^  s'il  est 
Impair  :  pour  le  démontrer,  remarquons  que  Ton  peut  toujours 
introduire  +1  comme  premier  facteur.  Dans  les  multiplica- 
tions successives  que  l'on  aura  à  effectuer  pour  former  le  pro- 
duit, le  signe  qui,  d'après  cela,  est  d'abord  +,  changera  au- 
tant de  fois  qu'il  y  a  de  facteurs  négatifs;  or  il  est  évident  qu'il 
redeviendra  -|-  si  le  nombre  des  changements  est  pair,  et  — 
dans  le  cas  contraire. 

11  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède,  que  les  puissances 
paires  d*un  nombre  négatif  sont  positives,  et  les  piiissanoes  im- 
paires négatives. 

2i.  Si  l'on  nomme  quotient  de  deux  nombres  A  et  B ,  un 
Iroisièine  nombre  qui ,  multiplié  par  le  diviseur  B  reproduise 
le  dividende  A,  il  résulte  évidemment  des  conventions  précé- 
dentes que  la  valeur  absolue  du  quotient  de  deux  nombres  ne 
dépend  pas  de  leurs  signes,  et  que  ce  quotient  est  positif  si  le 
dividende  et  le  diviseur  ont  le  même  signe,  et  aégî^  dans  le 
•cas  contraire. 

HnlIipUcaUMi  4*im  nombrt  qirtkoaqiM'é«  polynonM. 

115.  Pour  faire  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  pdy- 
nomes,  il  finit  d'abord  multiplier  le  premier  par  le  second,  puis 
le  résultat  par  le  tnMème,  et  ainsi  de  suite.  Le  imoduit  effec- 
tué de  deux  polynomes-étant  toi^ours  un  polynôme,  il  sofllra, 
quel  que  soit  le  nombre  des  fiMStHurs,  de  savoir  multiplier  deux 
polynômes  l'un  par  l'autre. 

Soient  P„  P„  Pj,  Pi  les  différents  polynômes  dont  on  veut  for- 
mer le  produit;  en  multipliant  Pi  par  P,,  on  obtiendra  un  pro- 
duit Q,  dont  les  termes  sont  (18)  les  produits  de  tous  les  termes 
de  Pi  par  tous  ceux  de  P,;  on  multipliera  Oi  par  Pa,  et  on  obtien- 
dra UD  produit  Qa,  qui  sera  la  somme  des  produits  de  tous  les  ter- 
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■lesileQtiwtoiiscièlide  Pt;c'e8i4^ii«,la80iiiiiièfléli^ 
frodnlls  de  troi»  Mem  oMaïuft»  en  prenant  nn  UcUm  parmi 
iea  tomes  de  Ps,  nnpanni  les  tarmeedePt  et  onenihi  parmi 
liitennesde  Pt.  Qt  sera  eittuiléniaH^^^^^  par  ?«.  Le  résultat  Q, 
de  mite  nndtlplioation  wm  k  siMmoe  des  pfodiiits  des  ternies 
de  Q,  par  ceux  de  Pi;  e'esl^à-dire,  de  tous  les  produits  de 
quatre  facteurs  pris  respect iveme ni  dans  les  polynômes  Pi,  P,, 
Ps,  P».  On  pourra  continuer  indéfiniment  le  raisonnement ,  et 
l'on  verra  que  le  produit  des  polynômes  Pi,  P,,  Ps,  ...  P»,  eut  la 
somme  de  tous  les  produits  de  n  facteurs  formés  avec  un  terme 
de  Pi,  tm  terme. d4  Pt»  un  terme  dei^,.,  et  un  teme,de  P«. 

Produit  àe  deux  polyaonMi  wdcniiif  pur  rapport  à  M  loUfs. 

26.  On  dit  qu'un  polynôme  est  ordonné  par  rapport  à  une 
lettre,  lorsque  les  ternies  sont  placés  dans  l'ordre  de  grandeur 
des  exposants  de  cette  lettre;  de  telle  sorte  qu  en  les  considé- 
rant depuis  le  premier  jusqu'au  dernier  les  exposants  aiUeut 
tous  en  diminuant  ou  tous  en  augmentant. 

ExsuPiA.  8a*  +  3JP*-f  «J^— fip  — l 

est  un  polynôme,  ordonné  par  rapport  kx, 

RnfOQDi  I.-  SI  1b  lettre  par  rapport  à  laqtf^  on  ordonne 
enlnll  dans  plusieurs  fertnes  avec  le  même  exposant,  on  réuni- 
rait ces  termes  en  nn  seul  et  on  regarderait  eette  puissance 

de  la  lettre  ordonnatrice  comme  ayant  pour  coefficient  la 
somme  des  facteurs  qui  ia  muUiplient  dans  ces  différents 
termes. 

EaiirLi.  Pour  ordonner  le  poijneine 

o»  +  4a"6  +  2ay  +  a«6  +  c 
par  rapporté  a,  oo récrira  de  la  manière  suifante: 

Rnnàioini  II.  L'exposant  de  la  lettre  ortoinatrioe  daas  un 
terme  se  nomme  le  degré  de  ce  terme.  Le  degré  éhm  polyneme 
est  celui  du  terme  de  plus  haut  degré  qu'il  contienne. 

U  n'y  a  rien  à  changer  à  la  règle  de  moltiplicatiou  iorsqu  on 
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veut  i'aj^l^ucr  à  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puis- 
aenccs  d'une  lettre.  Nous  placeroasaeulfiMWil  ici  une  rciïUff^pMj 
selative  à  la  Donne  du  résullat 

de  ses  ienoes,  eBréiiiiis9anteeiii.qni  aoAi semUaUee (4);  «aif» 
on  peut  mntrer,  et  celte  lesiarqiie  est  tràMoiporlBBie»  qy* 
deox  teimesau  mèîiiftda  produit»  nbeiatereiit  amJéàaiêUL 
Ces  deux  tenues  sont,  le  produit  du  pmnier  tenne  dunuttipli^ 
cande  par  le  premier  iemie  du  multiplicateur,  et  le  produit  dtt 
dernier  terme  du  mullipUcande  par  le  dernier  terme  du  muUi-^ 
plicatcur. 

Il  est  évident ,  en  effet ,  que  le  premier  de  ces  produits  con- 
tiendra la  lelire  ordonnatrice  à  une  puissance  plus  élevée,  et 
le  second  h  une  puissance  moins  élevée  que  tous  les  autres.  Ils 
ne  pourront  donc  pas  se  réduire  avec  eux ,  tant  que  la  letti;p 
ordonnatrice  restera  indéterminée. 

£xsupLS.  Si  on  multiplie  '  ^ 

•   .  '  • 

par  .  07—1, 

»  • 

le  terme  as^  et  le  tenne  —1  qui  proviennent  de  la  multiplicatioa 
des  premiers  tenues  entre  eux^eldesdeniiers  tennesentre  eux, 
ne  se  réduiroBkanree  aucun  autre.  Si  ou  effeetue  le  produit,  mt 
voit  quil  se  réduit  4  ces  deux  seuls  teruies^  les  autres  se  Mnip» 
saut  fleux  à  deux. 

27.  Le  produit  de  deux  polynômes  est,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, composé  de  deux  termes  au  moins.  Si  les  polynômes 
contiennent  plusieurs  lettres,  on  pourra  les  ordonner  suc- 
cessivement par  rapport  à  chacune  d'ailes,  et  en  appli<piant 
la  remaïque  précédente  on  obtiendra  un  certain  nombce  de 
termes  qui  devront  subsister  sans  réduction  dans  le  produit  S^, 
par  exem[de,  esi  nuilf|iie  les  4e»  polynooses  suivÛÉs>  euà» 
nés  par  rapport  à  a 

Les  termes  a*  X  o*,  6*  x  ab*  devront  subsister  sans  réduction 
dans  k  produit.  Si  l'on  ordonne  les  mêmes  polynômes  par  rap- 
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pCMrià  by  les  premiers  termes  sont  a^b^  et  a^b'  et  les  derniers  a*  et 
fl^;  les  deux  termes  x  et  X  devront  donc  subsister 
•mm  réduction  dans  le  rémwHnt  Le  terme  a*  x  a"  se  pitenie, 
eonme  on  voit,  de  deux  manières  différentes,  et  nouBavou 
seidenieiittroistermefldiBtiiK^qfrî,  dm 
éprouver  aucune  réduction. 

• 

18.  On  rappelle  deux  tMoièoieB  démeotr^  ea  aritlmiétiqiie  :  I*  Frar  nnil^ 
dpHerâenxprodoHB  fan  par  l'autre,  il  avilit  de  ItanoMr  aa  prodaitàaiqaa 
«vaa  tse  liBliim  qaS  eairtat  dm  cImcui  dta;5hiaaroBfieMr 
aaifuaeitpeQtnniplâoerdaus  ea  pliitiaun  Meaia  fU  lear  ftat^, 
effectué» Bàgle  de  muUipUcation  des  SMaomes.  —  14  IfuUipB» 
cation  des  nioDomes  fractioattairee;  d'après  os  qui  a  été -démontré  en 
arMunétiqae,  H  ka%  multiplier  les  anaiérateurs  entca  eux  et  les  dénoniH 
nateaia  entre  eu^;  en  sinqtlifie  ensaile  le  résultat  en  supprimant  lea 
fkclears  eoinaïuns.  QuaBd.un  nonoaie  fractionnaire  est  réduit  à  sa  plus 
simple  expression,  aucune  lettre  ne  doit  figurer  à  la  ibis  dans  les  deux 
termes. —  I U.  Ce  qui  précède  permet  de  multiplier  un  nombre  quelconque 
de  monômes. —  46.  Multiplication  de  deux  polynômes  à  termes  positifs. 

—  17. Cas  où  les  polynômes contiennentdes termes précédésdu  signe — . 

—  10.  Expression  plus  simple  dos  résultats  précédents,  en  regardant  los 
termes  précédés  du  signe  —  comme  des  nombres  négatifs  ajoutés  aux 
termes  qui  précédent,  et  en  adoptant  des  conventions  convenables  sur 
le  produit  de  deux  nombres  négatifs  ou  d'un  nombre  négatif  par  un 
nombre  positif. —  19.  11  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  à  démontrer  les  cm- 
ventions  relatives  au  produit  des  nombres  négatifs;  ces  conventions  sont 
arbitraires  :  il  y  a  seulement  un  avantage  de  simplicité  à  adopter  celles 
que  nous  avons  choisies.  — 20.  Ces  conventions  ont  en  outre  l'avantage 
d'étendre  la  formule  de  multiplication  de  deux  polynômes  au  cas  où 
l'ensemble  des  termes  négatifs  l'emporte  sur  celui  des  termes  positifs. 

—  21.  Quels  que  soient  les  termes  d'un  polynôme,  on  peut  le  considé- 
rer comme  une  somme  de  termes  dont  quelques-uns  sont  négatif;  on 
peut  dacatte  manière  réduire  à  une  seule  les  deux  formules  qui  donnent 
la  carré  d'une  somme  et  la  carré  d'une  différence.  ML  Lea  fonaales 
«6:=  (—  a)  (—  6),  a(—  6) =—  a6,  sont  vraies,  quels  que  seisBtkil signes 
des  nombres  représsalés  par  a  et  b.  —  S3.  Remarqae  sar  le  signa 
d'aa  prodaH  de  plwieaii  iMtenia.— M  Mnilioa  de  la  division  quand 
ledivideBdeatledtvissaraesoalpasIsaB^positib.  — 98.  Ibdti- 
pfieitîon  dNmaendbreqaalconque  de  polyaoOMS  ;  le  produit  eit  la  soauae 
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des  produits  que  Ton  peut  faire  en  prenant  pour  facteur  un  terme  de 
chaque  polynôme.  —  26.  Ce  qu'on  enteod  par  polynôme  ordonné  par 
rapport  à  une  lettre.  La  règle  de  multiplication  est  la  môme,  seule- 
ment il  y  a  souvent  réduction  entre  des  termes  semblables;  mais  on 
remarque  qne  deux  termes  au  moins  du  produit  ne  peuvent  se  réduire. 
—  27,  Quand  les  polynômes  contiennent  plusieurs  lettres,  la  règle  pré- 
cédente fait  quelquefois  connaître  plus  de  deux  termes  du  produit  qui  oe 
peuvent  sè  réduire. 


EXERCICES. 

1.  Le  carré  d'un  poljnomc  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
ienoe&t  plu»       fois  la  somme  de  kiirs  produits  deux  à  deux. 

« 

D.  Le  cube  d'un  polynôme  est  égal  à  la  sommé  des  cidies 
des  termes,  plus  tnrfs  fois  la  somme  des  produits  de  l*un  des 
termes  parle  carré  d'un  autre,  plus  six  fois  la  somme  des  pro- 
duits des  leriues  iiois  à  trois. 

(aq     bp cs-^-dr^+Car^c])  -f  dq  — 

IV.  Si  l'on  poM 

■  *  » 

V,  Si  l'on  pose 

ôtf— jp»=A,    oc— j»=B,    0*  — r«  =C, 

on  aura 

iabc+'Ipqr—ajai'-^  ^— <?i*)P=s  ABC-f  2PQR— ÀP«— BQ*— CR". 

•  * 

YI.  Si  l'on  pose 

B=2éw*— a6rf  —6^, 
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on  aura 
VU.  Si  i  on  pose 

OR  a        («+»+«)(a'  +  ^+«')>^A+B  +  G, 

{i^+b^+c'  —  ab  —  ac—bc)  [a"  -f  6'*  +  c'' — a'6' — aV  — 
=A»  +  B'  +  (?— AB—AG  — BC,        •  . 

Vm.  a,  d,  «...  it,  /,  désignant dM nambrea qudcoogttiw, 
ona  ' 

IX.  ff-^S^'+W  est  égal  à  la  somme  de  trois  cannés. 

X.  S<NeDt     y,  f ,  «9  v>  19  des  nombres  ^pielconqnes.  Si  on 

X — y  y — z  X — tt        tf— V  V— W    .  W — X 

INTOUferqiie 

(l+in)(l+p)(l  +  g)(l+r)(l  +  #) 
=         (1  -g)  (1  -  r)  (1  -   (l-  w). 

-(lîp'  +  W' +  '•'*' + 

est  line  somme  de  carrés. 

XII.  Dans  le  développement  de  (t+j?+2«*+3a^+.. 
le  coefficient  de  a^,  p  étant  moindre  que  »,  esiégalà  ^ 
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Xin.  Vérifier  que 

XIV.  Vérifier  (lue 

XV.  Vérilierijue 

XVti  Tériiler  ifiie 

Xm  Vérifier  que 

^(1— r^V'f— ^— ^...(1— «^-») 
(I— «)(l^«»)...(l-^naj^)  > 

.    .^-i  (l-«-^Xl— .  .(1— aT-*») 


GHIPIIM  m. 

•  •  • 

CAXCIJL  DfiS  lUdMCAOX»  BUOfiANTO  NÉGAim 

£T.  nAGXIMKAIBW. 


U.  Le  radieiil  J/i  représente  un  nombre  dont  La  pyiftftapgf 
fliF*  est  ^;ale  ka.Sk  tum  nous  bornons  à  considérer  les  nombres 
positifs,  a,  d'après  cette  définition,  nne  Taleur  unique  et  dé- 
terminée ;  mai8les.con?entioas  ftdies  dans  le  chapitre  fMécédent 
nous  obligent,  dès  à  présent,  à  lui  attribuerimsefls  plus  étendu. 

1*  Si  a  est  positif,  et  que  m  soit  pair,  la  puissance  m"*  du  nom- 
bre négatif,  égal  en  valeur  absolue  à  \fa ,  sera  égale  à  «  ;  car  un 
nombre  pair  de  facteurs  négatifs  donne  ^25)  un  produit  positif. 

)fâ  admet  donc,  dans  c^  cas ,  deux  valeurs  égaies  et  do  si^^nes 
contraires*. 

Bxmu.  ^  représente  à  la  fois,  d'après  nos  Mmattona» 
-^t  et  S  :  caries  àeax  nombres  ont  Tnn  et Tantre  i pour  carré. 

f  M  a  est  positif  et  m  impair,  il  n'y  a  pas  lieu ,  peur  h 
ment  y  d'attribuer  à  \/i  une  signification  plus  générale  qu'en 
aritlunétique. 

3p  Si  a  est  négatif  et  jn  pair,  ne  représente  aucun  nombre 
positif  ou  négatif,  car  les  puissances  p^câ  d'un  nombre  sont. 

toujours  positives  (515).   

.  4r  Enfii^siaétaalnégytfetégalà— a\  mestlBifai^^ 
représente  mi  nombre  n^tîf  égal  à — S®,  eiroB  a 

En  effet,  m  étant  impair,  la  puissance  m""  de  — yia'  sera 

EUEMPU.  jCTîss— a. 

Car  le  cube  de  —  2  est  —  8. 

Ces  généralisations  sont,  eu  algèbre,  d'une  grande  impor- 
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tance;  elles  recevront  plus  tard  de  ^ands  développements. 
Nous  avons  cru  devoir  s<iisir  la  première  occasion  de  les  indi- 
quer ;  mais  il  n  en  sera  plus  question  dans  le  reste  de  ce  chapi- 
tre :  nous  y  considérerons  seulement  les  racines  posiitYes  des 
oeoibres  pesitiDs. 

.  8lii|diltta(iiB4\iaMrfkÉl. 

29.  Lorsque  lo  signe  radical  porte  sur  un  nombre  élevé  lui* 
même  à  ime  poissanee,  on  peut  «mrenl  lui  (aicesuiiir  une  dm* 
pliflcatioo. 

l""  Si  rindieede  iaradne  est  égal  an  degré  de  la  puissance, 
les  deux  opérations  se  détruisent.  Ainsi  l'on  a  ' 

2"*  S'il  existe  un  facteur  commun  à  l'indice  de  la  racine  et  à 
Texposantde.la  puissance ,  on  peut  le  supprinier.  Ainsi  Ton  a 

Pour  le  prouver,  il  suffît  de  remarquer  qu'en  élevant  ces  deux 
expressions  à  la  puissance  mp^  on  obtient  des  résultats  égaux. 
On^a  en  effet 

Toutes  ces  formules  sont  évidentes,  si  on  se  rappelle  (voy. 
{  Arithmétique)  que  la  puissance  mp  d'un  nombre  est  égaie  à  la 
puissance  m™^  de  sa  puissance  p^". 

A"  S'il  se  trouve,  sous  un  radical,  un  facteur  dont  l'exposant 
soit  égal  à  rindieede  la  racine ,  on  peut  le  faire  sortir  du  radical 
en.su(qprimanl  80ii  exp(>sant.  Ainsi  l'on  a 

P^ur  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'en  élevant  ces  deux 

expressions  à  la  puissance  n,  on  oblient  des  résultats  égaux,  car 
on  a 
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GcifomailM  tonlévideiiltiaioiife  nfipelle  que  la  nr»  poia* 
mee  d'u^pcodlut  eil*  le  produit  nr^  paissaDoe»  des  fiic- 
feiirs. 

PotaiaM  d\ni  rtdkti. 

W.  Pour  iNiner  une  puimnce  d'un  radical,  il  suffit  d'élever 
èeettepuissauœ,  le  mwbre  placé  sous  le  radkai.  Alutà  Ton  a 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  que  la  puissance 
a»™'  de  ces  deux  expressions  est  la  môme.  Ou  a  en  effet 

Tontes  ces  égMéê  md  dvidenles»  al  Ton  se  rappelle  que  la 
puissaoee  de  la  puissance  d'un  nomlNne  est  égale  à  sa 
puilsaoce  m"'  (voy.  VArithmétique). 

Racines  d'uB  radieaà. 

51.  Pour  extraire  la  racine  m™'  d  un  radical,  il  suffit  de  mul- 
lîplicr  l'indice  par  m  ;  ainsi  1  on  a 

Pour  le  prouver,  il  suffit 'de  remarquer  que  ces  deux  expres- 
sions âefées  &  la  puissance  M»  donneni  des  résultats  égaux;  on 
a  en  effet 

(  V  v^û)'""  =  [(v  ^"']'*  =  {y/â/  =  a , 


aééasQsu  de  plmiem  rsdksia  tv  «Mse  Ms«. 

59.  On  peut  remplacer  deuxiadieanx  quèlconques  V«el  y'i 
par  deux  autres  de  même  indice. 

Onaeneifet  (MQ  Ç^âs^îr, 
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Ub  Mmbffrquélooaqiie  4e  nOèem  v^,         (/4  imveat 

On  peut  même  donner  à  phnienrs  radicaux  un  indiceeomHiim 
^aiLphia  petit  multiple  commao  deleveiadljoeà.  Soiinifar 
eftemple  deux  radicaux  }/i  et  v^,  et  |a  un' multiple  de  m  et 
de  «,  de  telle  sorte  que 

/  on  aura  éTidemmeut 
^  -  Produit  de  pluitoiifsniiicaiiz. 

53.  muiHpIifir  plarieucs  ndicauz  de  mèo^e^iadioe,  il 
suffit  de  inulliplier  les  nand)res  placés  sous  ces  radicaux  et 
d'affecter  le  produit  de  llndîoè  commun. 

Ainsi  roa  a 

pour  le  pretmr,  i  sofiat  de  remarquer  qnecittâenx  expressions 
ont  même  puissance  «w;  on  a  en  effet 

Si  Ton  mai,  «mltiplier  des.  radicaux  qoeloontiues,  on  les 
ramènera  au  même  indice,  et  on  appliquera  ensuite  la  règle 
précédente. 

Exemple.  On  a 


CALCUL  DES  RADICAUX.  ^1 

Quotient  de  d£ux  radicaux* 

54.  Pour  diviser,  l'un  par  l'autre,  deux  radicaux  qui  ont  mèaie 
indice,  il  suffit  de  diviser  le  nombres  placés  sous  ces  ndicatq[ 
et  d'affecter  le  quotient  de  iindice 


«(01 III III  II 


Ainsi  fona  ^ 


Pont  le  proinrer,  ilsnlfit  de  remarquer qoe  eesdeuxei^iia- 
sions  ont  même  puissance  m*;  on  a  en  effet 

SI  routent  diviser,  l'on  par  ranfre,  deux  rafieanx  qneleim- 
ques,  on  les  ramènera  au  mime  Indice  el  on  appliquera  ensnUfe 
la  règle  précédente.  . 

£x£iirLB.  On  à  * 


p 

Notalloiiilei  ezposaïUt  XrsctUmiialrsf. 

SM,  Les  résultats  précédents  peuvent  s'én<mcer  4^1us  sim- 
plemenl  si  l'on  convient  de  représenter  \/ar  par  a",  en  dési- 
gnant^Bonslenomd'«a3»iMi<dea.  :;f 

Avant  de  montrer  l'avantage  de  cett^pHation  dans  l  énoncé 

des  proposiiioos  précédentes-»  nojtts  fefons  remarquer  qu  eUe 

■» 

n'implique  pas  contradiction,  et  que,  Texpression  sf  conserve 

la  même  valeur,  si  on  y  remplace  —  par  une  fraction  ^;ale.  En 
d*antres  termes,  si  Ton  a 

m  «1 

n  n 
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onaiiFaaussi  a^ssa'^, 
c'eslrà-dire  }^=  V«^';  .  . 

pour  le  démontrer,  réduisons  ces  deux  radicaux  .au  même  in- 
dice, ils  deviendront 

ce  qui  est  identiquement  la  même  chose»  puisque  l'égalité 
Ss=!l  entraîne évideinmenl  mn'ssm'n. 

*  • 

30.  Nous  allons  montrer  que  celle  nouvelle  notation  permet 
de  généraliser  plusieurs  Uiéorèmes. 
1»  On  a  (50; 

ou,  dans  notre  nouvelle  notation , 

m 

.  donc»  pour  élever  une  puissance  fractionnaire  a"  à  une  puis- 
sanceenUère  p,  U  suffit  de  multiper  son expoeant  par  p; 

ou ,  dans  notre  noU^dle-netalion  » 

donc  »  pour  élever  une  expression  tf*  à  la  puissance  -,  il  suffit 

'1  ' 

de  multipIieF  son  posant  par 

3°  On  a  (50-51)  v(J^=  V       =7«^^  • 
ou»  dans  notre  nouvelle  notation, 

donc»  pour  éUnm  wm  expression  a"  à  la  puissance  ^,  U 
suffit  de  multiplier  son  easpostaU  par  ^. 
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Celle  dernière  proposition  comprend  les  dw  précédentes  qui 
en  résullenl  évidenunent  si  Ton  lait  psi  ou  qsst.  Bttcesl 
d'ailleurs  fiidle  à  retenir,  à  cause  de  um  analogie  a?ec  une  pro- 
position rdailve  aux  puissances  entières. 


4*  On  a  (95)  s/oTX^^^'^ar' 
ou,  dans  notre  nouvelle  notation, 


donc,  pour  multiplier  deux  puissmcei  d^un  même  nombre,  il 
tuffU  ^'ajouter  les  expatanU. 

9. On.  (M)  'i^=W=;y^i. 


Si  i  on  suppose  niq>npf  cette  égalité  peut  s'écrire 
ou ,  dans  notre  nouvelle  notation ,  ' 

Si  i  ou  remarque  que  Ton  a  supposé  «19 > np,  et,  par  suite, 
^>^,  ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  :  potfr  diviser  me  puis- 
sance d'un  nomhre  par  une  autre  puissance  de  moindre  èsqpasani, 
U  suffit  de  retrancher  les  exposants. 

Comme  dans  les  cas  précédents,  l'analogie  est  complète  avec 
les  théorèmes  relatife  aux  exposants  entiers. 

KipoianU  oégatiH. 

57.  On  représente  souYont  l'expresBion  ~  par  ar^,  m  dé- 
signant, ici,  un  nombre  positif  entier  ou  fractionnaire.  Celte 

S 
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noialion  permet,  comme  on  va  le  voir,  de  généraliser  encore 
davanUige  les  ihétrÀniefi  énoncéi  plus  iiattt, 

« 

38.  Uemaj  quoiis  d'abord  que  l'égalilé  .  . 

ayant  lien,  par  définition,  quand  m  est  positif,  est  vraie,  par 
cela  môme,  pour  des  valeurs  négatives  de  m  ;  si  l'on  suppose, 
en  effet,  f»= — m\  — »  deviendra,  m.'»  et  la  formule  [l]  se 
changera  en  . 

—  — i-  ; 

ou,  en  remplaçant       par  sa  valeur  -ijv» 

ce  qui  est  évidemment  exact. 

39.  La  çonTentioD  précédente  permet,  comme  nous  TavoUs 
dit,  de  génératiser  différents  théorèmes  : 

fLafoimule 

M 

n*a  été  démontrée  (56,  ô**)  que  pour  m>n  ;  elle  est  vraie  lors 
même  que  m<ii;  en  effet,  on  a  évidemment  dans  ce  cas 

or,  d'apfès  notre  OQBveBliini, 

on  a  donc  enfin, 

asiiÂiQUK.  Silon  supposait  mssn,  ^  serait égd  à  TonUé,  et 
a*~"  devjeadnut  o^,  si  doue  nous  voulons  que  la  formule  [i] 
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sY't(  nde  à  ce  cas,  il  fixui  contenir  à»  regarder  la  iMrissailce  léfo 

(1  un  nombre  tomme  égale  h  l'unité.  C'est  là  une  convAlion, 
el  il  n'y  a  pas  lieu  à  Jéiuoustralion. 

S*  On  a  (86, 3^)  la  formale 

[3]  («■)"=  a-, 

quels  que  soient  les  nombres  positifs  m  et  n.  Cette  formule  est 
encore  vraie  si  Tun  des  deux,  ou  tous  les  deux,  sont  négatifs. 

Supposons  d'abord  m  positif  et  «iiégttify^al  à  — «'»  ia  for- 
mule [Si  ieticBt 


ou,  d'après  nos  conventions f 

1  _  1 

ce  qui  est  exact ,  puisque  (a*")"'  =  o'*'. 

Supposons  m  négatif  é§al  à  ^m'  et  n  positif  ;  la  for- 
mule [3]  devient 

ou,  d'après  nos  conventions, 


ce  qui  est  évidemment  exact. 

Supposons  enfin  m  el  n  négatifs  et  égaux  à  — m'  et  — n':  la 
formule  àdéuionlrer  devient 

or,  d  après  nos  couvculions, 


/ly  1 


ce  qui  démontre  encore  la  formule  idl.dans  ce  dernier  cas. 
9*0na(56,  4*} 

[4]  a"X«"  =  «*^, 

quels  que  soient  les  no  ml  très  positifs  m  et  n. 
C  elle  formule  est  encore  vraie  si  l'mi  des  deux  nombres  m  et 
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«  on  tous  les  deux  sont  négatifs.  Supposons  d'abord  m  positif 
«t  il  lilgatif  égal  à--ii^  cette  fonnule  doYi^dni 

Remplaçons  a-"'  par  —r»  eliG  devient 


ce  qui  a  été  dcmontr('' (59,  1°). 

40  Supposons  maintenant  m  et  »  négatifs  ci  égaux  à  — m', 
— »'  :  la  formule  [4]  devient 

a-*'  X  a-'  =  a-'*'^' 

ce  qni  est  évidemment  exact. 
6*  La  formule  [4]  entraîne  évidemment  la  suivante  : 

[6]  -  = 

car  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  a-",  celle  dernière  devient 

OU,  ce  qui  est  la  même  clioee, 

qui  a  lieu  (9*)»  quels  que  soient  les  nombres,  positifs  ou  néga- 
tifs, m  et  n. 

RÉSUMi. 

28.  Dt'finition  de  l'expression  y/a;  si  n  est  pair,  elle  est  susceptible  de  deux 
valeurs  quand  a  est  positif,  et  n'en  représente  tiurune  quand  a  est  ni^tia- 
tif. —  20.  Simplificalionsd'un  radical  "/o",  lorsque  ?»  et  n  ont  un  fac- 
teurcommun.  Simplifications  du  radical  ^a'b.  — 30.  Puissances  d'un  ra- 
dical.—  51.  Racines  d'un  radical. —  Î52.  Réduction  de  plusieurs  radicaux 
au  même  indice;  on  peut  prendre  pour  indice  commun  le  plus  petit  mul- 
tiple commun  des  indices.  —  35.  Produit  de  plusieurs  radicaux  qui  ont 
même  iadice  ;  on  peut  multiplier  des  radicaux  quelconques  en  les  rédlû- 
sanl  au  même  iodioe.  —  34.  Quotient  de  deux  radicaux  qui  ont  même 
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ndice  ;  on  peol  divifer  dm  radicani  qoalooaques  m  les  féëaistot  m 
.  Biteielwlioe.— M.  NoCatioa  det  eifMMils  fraetioDiairet  ;  etle«*fB)pUque 
pa§  ooDlradiclHNi.  —  S6.  Pour  élever  une  puiaeanee  fraetiooiitire  à  «m 
pdisaiiee  entiéve  p,  H  suffit  de  nratUplier  ton  eipoMni  |»r  p,  Vwt 
eilndre-  la  naoe  d'uoe  puûttnoe  fredioDiiaire,  Il  fint  Jiviaer 
•eft  eKpoeaBi  par  p.  Four  élever  une  pwisaBeerractkmBaire  i  lapais 

.'  saoce  ^1  il  faut  multiplier  son  exposant  par      ce  théorème  comprend 

lea  deux  précédéili.  Four  auiHipHer  deux  puisaaDoes  fraotioiiiairee  d'in 
même  nombre ,  il  aufit  d>joaler  lea  expomia.  Pour  diviser  devx  p«ia-  * 
aanceafractioooairea  d*im  Bnêne  aoinlire,  il  feut'relranclier  les  exposants, 
ponrvD  footeMa  que  la  aonalrtetioii  aait  poeeible. — S7.  Notation-daB 

eipoaants  négatifs.— 58.  La  formule  <r*=:--  est  vraie,  quel  que  aoil 


le  signe  de  m.  — S8.  LfrfiBraiiile  ^so^  a  Ueuloia  mèflM  que  m 

est  moindre  que  n.  Dé6aitioD  de  l'expression  a^.  La  formule 
(a"7"s=a""  est  vraie  quels  que  soient  les  signes  de  m  ei  de  ».  H  en 
est  de  même  de  la  formule  a"Xa"=a'*^".  Oo  en  cooclot  également, 

pour  des  valeorapoaittvea  «m  négatives  de  m  et  de  n,  ^z=:ar^, 

EXERCICES. 

salîafoit  à  réqaatton 

II.  On  a 

III.  Réduire  x-^ra 


IV. .   I [f+  (r+  <r'')^]'  +  [f-{r  +  + 
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ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  UiVE  L\G03nVUE . 


40.  On  nomme  identité  l'expression  d'une  égalitu  qui  a  lieu 
entre  deux  quantités  numériques,  ou  entre  deux  formules 
indé[)eudammcnt  de  toute  valeur  parUculière  attribuée  aux 
lettres  qu'elles  renferment. 

sont  des  identités. 

41.  On  distingue,  plus  spécialement,  sous  le  nom  d  équation, 
l'expression  d'une  égalité  qui ,  n'ayant  lieu  que  pour  certaines 
valeurs  des  lettres  qu'elle  renferme,  peut  servir  à  la  détermi- 
nation de  ces  valeurs. 

Les  deux  quantités  dont  l'équation  exprime  l'égalité ,  se  nom- 
ment les  deux  membres  de  l'équation.  Les  lettres  dont  on 
cherche  à  déterminer  la  valeur,  de  manière  à  rendre  exactes 
une  ou  plusieurs  équations,  se  nomment  les  inconnues  de  ces 
équations.  Leur  détermination  constitue  là  résolution  de  l'équa- 
lion  ou  des  équations  considérées»  La  résolution  des  équations 
est  la  partie  la  plus  importante,  et,.d'après  l^uelqoes  auteurs, 
le  bot  véritable  de  Talgèbre. 

Principes  généraux  relalifs  aux  équations. 

42.  TnÉoHÈME.  On  peut  ajouter  un  même  nombre  aux  dfux 
membres  d'une  équation,  sans  cUtérer  les  conditions  qu'elle  impose 
aux  inconnues.  11  est  évident,  en  efiTet,  que  les  équations 

A  =  B, 
A-^fn  =  B-^m, 


• 
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aonl  parûniemeiit  équÎTalentes ,  car  tnrlrmpw  ies 
deux  e&tratoe  l'antre; 

« 

Bemarqob  L  m  désigne  un  nombre  quelconque  positif  ou 
négatif;  nous  n'i^ontoM  émc  ntn  à  la  généralité  de  VéaoMé 
,     l»réoédent ,  en  dMÛa,  0»  |mii^«  mm  aliérer  ia  ti^nifiâtUim  éim 
itpÊMm,  qfwtêr'ou  retrancher  «n  tnéme  nomlfre,  à  m  deux 

Uemarque  II.  Si  le  nombre  /«  est  <^gal  et  de  signe  contraire 
à  l'un  des  Icnnes  de  l'équation,  il  le  détruira,  cl  ce  Lenne  dispa- 
raîtra du  membre  où  il  se  trouvait  pour  reparaître  dans  l'autre 
.  ayec  un  signe  diûiérent. 

Emms.  SoU  Véquatidn 

en  ^'eutaiit  -^o?  aux  deux  merabree,  en  obtient 

2=ô  — 3-t  — 

•t  le  terme  m  a  passé»  ceauna  on  vett^  d'un  mmkM  49m 

Taufre,  en  changeant  de  signe.  . 

43.  TuKORÈME.  On  peut  multiplier  les  deux  membres  d'une 
équation  par  un  même  nombre  sans  aliérer  les.  conditions  qu'elle 
impose  aux  inconnues. 

U  est  évident  en  eCfet  que  les  égalités  * 

A  =  B 
mA  =  »iB 

sont  parfidÉement  équivalentes  :  car  chacune  d'elles  entraîne 
Fautre. 

IUnaiquk  I.  Le  principe  précédent  suppose  essentîeUement 
que  m  soit  différent  de  0.  Lors  donc  qu'on  aura  nuettiplié 
les  deux  membres  d'une  équation  par  un  nombre  indéterminé, 
il  laudra,  da&s  les  ndsonnements  cpii  suivront,  éviter  les  hypo- 
thèses qui  rendraient  ee  nomhre  égid  à 

Uemarque  11.  En  multipliant  les  doux  membres  d'une  i^ua- 
lion  par  le  produit  des  dénouiinateurs  de  ses  différenls  termes, 
on  fait  disparaître  tous  les  dénominateurs.  On  dit  alors  qu'on  a 
ebassé  les  déaominatenrs. 
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devient,  si  on  mulUpUe  les  4euziQûiak»res  par  . 

[2]  '^  +  ^+x  +  tska*^x+Sx, 

On  doit  remarquer  cependant,  que  l'on  ne  poun-ail  substi< 
Uier  les  équations  ^1]  et  [2J  l'une  à  Tautre,  si  l'on  avait  a;=0 
ou  2r  =  —  1  :  car  oès  deux  hypothèses  annullent  le  faetcur 
x{x^-l\  par  lequel  on  a  multiplié  les  deux  membres  de  l'éqoa* 
tion. 

Quelquefois  rhabitude  du  calcul  iàil  apercevoir  uh  focteuf 
plus  simple  que  le  produit  desd^omlnateors,  et  quipeut  servir 
à  les  laire  disparaître  :  soit  «.par  exemple,  Téquatiou 


x—a  '  x-{-a       — a* 

pour  foire  disparaître  les  dénominateurs,  il  suffira  de  multl» 
pUér  les  deux  membres  par  «^a*,  qui  est  égal  ao  produit  de 
X — a  par  x+a  et  Ton  aura 

RmAioui  m.  Puisque  Ton  peut  multiplier  les  deux  mem- 
bre^ d'une  équation  par  un  nombre  quelconque,  on  peut  aussi 
les  diviser  par  un  nombre  quelconque  :  car  la  division  par  m 

revient  à  la  multiplication  par  ^.  U  fout  seulement  que  le 

nombres,  par  lequel  on  di\iso,  iic  soit  jamais  supposé  nul. 
Lors  donc  qu  on  aura  divisé  les  deux  membres  d'une  équation 
par  un  même  nombre  m  ,  il  faudra  s'abstenir,  dans  la  suite  des 
raisonnements,  des  hypothèses  qui  rendraient  ce  nombre  égal 
àséro. 

ExniiFU.  L*équation 

(a?— 1) (Sa?  + 1) =(^- J)  ( 3 -h  ^  ) 
peut  élre  remplacée  par 

que  i  on  obtient  en  divisant  ses  deux  membres  par  âi;    1  ;  mais 
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celte  substitution  n'est  légitime  que  si  x  est  différent  tle  1.  La 
'  première  équation  est  en  edet  satisfaite  pour  a;= 1 ,  et  la  seconde 
ne  l  est  pas. 

44.  IHHV^'onpiiiMfiilMlkii6rdeiaégiiaAi^ 
tre,  il  (irat^iae  chacuiieentniliieraiifre. 
Fur  eiemiile»  Téquation 

A«  =  B* 
ne  péut  pas  être  remplacée  par 

quoiqu'elle  en  soit  une  conséquence  :  car  les  deux  carrés  A'  el  B' 
pourraient  être  égaux,  sans  que  Ael31erutteiit.  11  suffirait  (23) 
pour  cela»  d'aprôa  nos  oonrentions,  que  Tod  eût  A=— B. 

^quaUoDS  du  premier  degré.- 

4tt.  Lorsque  les  iaconnuee  n'entrent  qu'à  la  première  poia- 

sance,  ne  figurent  dans  aucun  dénominateur  ou  sous  aucun 
radical  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles,  on  dit  que  i'équa-  . 
lion  est  du  premier  degré. 

La  forme  la  plus  générale  d'une  équation  du  premier  degré  à 
uneincomiue,  est 

[1]  a+to=a'-f 

X  désignant  l'inconnue,  et  a,  fr,  a',  6' des  nombres  donnés.  En 
ofTet ,  l'équation  proposée,  si  elle  est  du  premier  degré  par  rap- 
port à  i:,  ne  contient,  dans  cliaqiio  membre,  que  des  termes 
connus  que  Ton  peut  réunir  en  un  seul ,  el  des  termes  du  pre- 
mier degré  en  x,  dont  la  somme  est  évidemment  de  la  forme  bx, 
b'x.  Si  Ton  voulait,  par  eiemj^,  que  TéquatioD  [l]  repréientat, 

5— 3âps4â; — 2, 
il  suflirait  d'|  suppqser  a  =  5 ,  6       3,  a'  =  —  2,  6  =4. 

RéMtutUMi  de  l'équtllon  du  prenler  degré  li  une  iaeoamie. 

46.  Reprenons  l'équation  générale 
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42  iQUATIONS  DU  PREMlSa  DEGRÉ  ▲  ONE  mCONNUB. 

Elle  devient,  en  faisant  passer  (42)  le  Icrme  a  dans  le  second 
membre,  cl  b'x  dans  le  premier,  .  . 

bx—  b'xz^a'  —  a,  ■  .    '      •  * 

(6  — ^)a:  =  a'  — a,  .  * 


ou 


ce  qui  équivaut,  évidemment,  à 


X=z 


d  —  a 


Cette  formule  représente  un  nombre,  positif  ou  né^fif,  qui, 
substitué  dans  l'équation  [1]  cl  traité  d'après  les  règles  conve- 
nues ,  rendra  le  premier  membre  égal  au  second. 

•■  Exemple.  Soit  l'équation  • 


♦  - . . 


5  +  7;r  =  2x  +  9;*^  '  ' 


la  formule  précédente  donne 


A 


Soit  encore 
on  trouvera 


9  — 5_4 

4-f-3jr  =  7+6j:, 
7-4 


On  vérifie  en  effet  que  les  valeurs  el  ^= — 1  satisfont 

au\  équations  proposées. 

Equations  qui  se  ramènent  au  premier  degré. 

47.  Une  équation  qui  n'est  pas  du  premier  dc^é,  peut,  dans 
certains  cas,  le  devenir  par  quelques  transformations.  Nous  en 
donnerons  des  exemples. 


1"  Soit  l'équation  *  y/  4-\-xr-A—}/x  , 
si  nous  élevons  les  deux  membres  au  carré,  il  vient 


*  Dans  ceUe  équation  ,  Vï+x  cl  v^,  désignent  des  nombres  positifs,  nous 
laissons  de  cdlé ,  pour  le  moment ,  la  doul>le  valeur  qu'on  peut  leur  allribuer. 
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^Allons  jKi  ^fti^uiR  ùs^ki  4  im  mcomm'  ^ 

ov,/wfusaiit|MMwdeateniiMd'iui  nmbredans  l'm^re,  et 
8Cip|MriiDant.oeia  qui  se  détruisent, 

et  en  éleviiil  sm  etrré  les  den  uwiiilHW, 

144  9 

RiMUtQiJi.  Le  calcul  précédent  prouve  seulement  que  la  seule 

valeur  de  w  qui  puisse  saiisiaire  à  l'équation  iMPoposée  est 
9 

ffssj'         pour  être  certain  que  cette  valeur  satisfait  effcc- 

timnenty  il  luit  le  véiifier  par  une  substitution  diracle.  fie* 
marquons,  en  effet ,  que  Téquation 

est  bteB  ne  eooséquencede  la  prqNwée  el  doilèlro  satfsfiUte 
par  leenènsMTalearsde  «;  iialselleponnnBtllMresaM)q«e 
la  pMritee  lé  MU,  fi  Ton  snraftt 

car  deux  nombres  égaux  et  de  signes  contraires  ont  même  cariiS. 

9 

En  substituant  à  #  sa  valeur     on  a 

or,  on  a  évidemment 

6     .  3 

5  =  4-g-  . 

La  Yérification  réussit  donc,  mais  elle  était  indispensable. 
2**  Soit  encore 


Multiplions  les  deux  membres  par  le  produit  (1+^)  (1— Sa;) 
Ml  l-.4d;*:  il  vient 

0(1  —  2x)  -I-  a(l  +  2x)  =  26(1  —  , 
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44  SQUATlOiNS  DU  PABMIER  D£Gai  A  UNI  IXCONNUI. 

OU ,  en  effBduaiit  les  multiplicatioiis  et  suppiinunit  les*  ternies 
qui  se  détruisent 

équation  qui  est  du  premier  degré  si  l'on  considère  comme 
une  inconnue;  elle  donne 

26  — Sa  b^a 


8d  W 


S^luUon  de  ^luIqiMt  proMènes. 

48.  Nous  donnerons,  dès  à  présent  «  quelques  exemftodA 
rutililé  des  équations  diûis  b  solution  pnÂiènies. 

Problème  I.  Trwver  r escompte  (Tvn  billet  de  1500'  pajfotUe 
dans  cinq  mois,  le  taux  de  V intérêt  étant  A  pour  100. 

Désignons  par  x  rescompte,  c'est-à-dire  la  retenue  qu'on 
doit  faire  suûrau  billet.  On  remettra  au  portau*  1500  — 
et  il  (aut  que  cette  somme ,  si  on  la  place  pendant  cinq 
mois»  produise  un  intérêt  égal  à     or  l'intérêt  de  100'  en  un 

5  5 

an  étant  4^  sera,  en  cinq  mois,  ^X^-^  ou  ^  de  francs.  L  in> 

5 

térét  de  V  pendant  le  même  temps,  est  donc  et  celui  de 
1500— «  est, 


5 


et  Ton  doit  avoir 


g|j(.«IO-*)=*, 


OU,  en  chassant  le  dénominateur  300 

5X1500— &r±=  300a;, 

équation  du  premier  degré,  d'où  i  on  tire, 

_  5  X 1500 
305  • 

Problème  11.  On  a  deux  lingots  d'argent,  aux  titres  de  0,775 
et  0,940;  quel  poids  doit-on  prendre  de  chacun  d'eux  pour  former 
25^  d'aUiage  au  titre  de  0,900? 
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ÉQUATIONS  DU  PaUUia  DSOBK  ▲  UNS  INCONNUE.  45 

Soi!  9  le  nombre  de  grammes  qne  l'on. doit  prendre  dans 
le  premier  lingot  et  par  conséquent  26 — «  ce  que  l'on  doit 
prendre  dans  le  second. 

Le  poids  dfe  rai  (>;ent  contenu  dans    'grammes  dn  premier 

lingot  est  x  x  0,775. 

La  quanlilé  d'argent  cuntomic  dans  25  —  x  grammes  du  se- 
cond lingot  est  (25  —  x)X  0,940. 

La  quanUté  totale  d'argent  contenue  dans  1  alliage  est  donc 

a?  X  0.775  +  (25  —  x)0,940. 
•  •  » 

Puisque  le  titre  de  l'alliage  est  0,900  ;  la  quantité  totale 
d'argent  qu'il  contient  dans  ^  doit  être  égale  à  S& X0,000, 
et  Ton  doit  avoir,  par  suite, 

X  X  0,775  +  (25 — «)  0,040  =  25  X  0,900, 
équation  du  premier  degré,  dont  on  déduira  ta  valeur  de  x. 

PaoBLim  UL  Paris  et  Rouem  sont  distants  de  t2ff  kilomètres, 
le  eharbon  coûte  à  Paris  4  fir.  85  les  cent  kOoffroBunès,  et  à  Souen 
Afr.  75;  les  fluls  de  transport  étant,  par  tonne  et  par  kiloaUtre, 
de  0^,09,  g%tel  est  le  point  du  chemin  pour  lequel  il  y  a  avantage 
égal  à  faire  venir  le  charbon  dè  l'une  ou  tauire  villef  '   '  . 

Soit  X  la  distance  du  point  clicrchc  à  Paris,  et ,  par  consé- 
quent ,  137  —  X  la  distance  h  Rouen. 

Une  tonne  de  charbon  achetée  à  Paris  coâte  49^^90.^ 
Les  frais  de  transport  à  la  dislance    sont  x  x  0,00. 

Le  prix  de  revient  d'une  tonne  achetée  à  Paris  est  donc 

42,60 +  XX0,09. 

Une  tonne  achetée  à  Rouen  et  transportée  à  la  distance  137-^ 
coûtera  de  même 

47,50 +  (137  — a:)0,09 

on  aura  donc  Téquation 

42,60  +  XX  0,09  =  47,50  +  (137  —  «)0,09 , 
d'où  Ton  tirera  fiicilement  la  valeur  de  x. 
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Renarque  sur  li  mise  en  éqiutloD  dei  probMef . 

49.  Mettre  un  problème  en  équation,  c  est  exprimer,  par  une 
ou  plusieurs  étpialions,  les  conditions  imposées  par  bon  énoncé. 
H  est  impossible  de  donner,  poui*  y  arriver,  nne  règle  compléie- 
ment  générale.  Nous  nous  bornerons  li  rindicalion  suivante. 

£b  examinant,  avec  soin,  l'énonce  d'un  problème,  on  verfa 
presque  toujours,  qu'il  s'agit  de  rendre  certaines  quantités  égales 
entre  elles.  Après  avoir  reconnu  quelles  sont  ces  quantités,  on 
dierGliera  les  foramles  qui  en  expriment  la  valenr,  et  en  égalant 
ces  formules,  en  obtiendra  les  équations  demandées.  Repre- 
nons, par  exemple,  les  trois  problèmes  trailés  plos  hairt. 

Problème  I.  Trouver  Tescompte  de  1500  fr.  payables  dans 
cinq  mois.  C'est  Irouver  une  somme  qui,  placée  pendant  cinq 
mois  et  ajoutée  à  ses  intérêts  pendant  ce  temps,  devienne 
éçtOe  à  ISOO  fr. 

Problème  11.  Allier  de  1  argent  à  0,77â  avec  de  l'argent  à 
0,940  de  manière  à  Xomier  25  grammes  d'alliage  à  0,900.  C'est 
faire  en  sorte  que  la  quantité  totale  d'aigent  conl«oue  dans  les 
2$  grammes  dallia^e^oit  i^oie  à  0,iK)0  X  S6. 

Problème  111.  Il  faut  faire  en  sorte  que  le  prix  d'une  tonne 
de  charbœ  transportée  de  Paris  au  point  cberché  soit  égal  au 
prix  d'un  lomie  transportée  de  Rouen  au  même  point 

REMAugiTi  Dans  presque  tous  les  problèmes  relatifs  à  nom- 
bres, la  mise  en  équation  n'est,  pour  ainsi  dire,  que  la  tra- 
duction de  l  énoncé  français,  dans  la  langue  algébrique.  11  peut 
arriver  qne  l'énoncé  ne  paraisse  pas  pouvoir  immédiatement  se 
traduire  en  /brmiil^^  mais  en  s'attadmnt  au  sent  plutâi  qu'aux 
paroles ,  on  ne  trouvera  presque  jamais  de  difficulté.  Le  lecteur 
pourra  8*exercer  sur  les  problèmes  indiqués  plus  loin. 

ftâSUMt. 

40.  Ce  que  Ton  nomme  ideatité.  —  41 .  Défiaitioa  du  mot  équation  ;  mem- 
bres ù'^Êt  équatioD  ;  isoonnae  oo  incoiuraes  dains  ane  ou  plusieurs  équa- 
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ëOiit;  cefu»  VfHfiiMlSlW^Hi  ûae  ou  plusieurs  éqaâlioa»,— '4ft.  On 
f&al  iJwHÏBrui même  nombre,  positif  ou  négatif, aux  émotfmÊméham 
équation  sans  altérer  les  conditions  qu  elle  imposeausioMimit.  Obm 
dit  rien  de  pluft  en  disant  que  l'on  peut  retrancher  un  même  noBBlm 
dea  deoz  termes  d*one  équation.  Ce  que  c'est  que  faire  passer  un 
terme  d*un  membre  dans  l'autre.  —  45.  On  prut  multiplier  les  deux 
membres  d'une  équation  par  un  môme  nombre  sans  altérer  les  condi- 
tions qu'elle  impose  ù\ix  inconnues.  Il  est  essentiel  quo  co  nombre  ne 
soit  pas  nul.  On  peut  d'apris  cela  chasser  les  dénominateurs  d'une 
éqi^UoD.  On  peut  diviser  les  deux  membres  d'une  équation  (»ar  un, 

ocy^  m:  cala  xefiaol  à  ha  anltMier  par.       il  eat  aMoflel 

m 

'  que  m  no  soit  pas  nul.  —  14.  Pour  (juo  deux  équations  puissent 
être  substituées  l'une  à  l'autre,  il  faut  «ine  chacune  d'elles  entraîne 
l'autre;  par  exemple,  on  ne  peut  pas  remplaicr  A  ~  B  par  A'=  B*,  qui 
en  est  une  conséquence,  parce  quePon  ponrr:iit  avoir  A*:::;^B'  s;ins(iuo 
A  fût  éf^al  à  B.  —  4S.  Dôfinition  de  l'équaiion  du  premier  degré.  — 

46.  Résolution  de  réqualion  (iu  premier  degré  à  une  inconnue.  — 

47.  iixenijtks  d'équalioDà  qui  n'étant  pas  du  premier  degré  arrivent  à 
l'être  par  ({uelipies  Iran? formations,  soit  en  élevant  les  deux  membres 
au  carré,  soit  en  changeant  d'inconnue,  il  faut  remarquer  que  lorsqu'on 
e  4tlttk  ^        membres  au  carr6  le  fésuftHt  a  beaoia  d'être  vériGé. 

SahAÉOB  de  quelques  proMtaw.    '4t.  BiBarqaa  8«r  la  mlae 
eu  équation  dea  probièmeB. 

fiXEaCICfiS. 

I.  Deux  vases  de  capaeltéB  v  H  ^  oonfienneiit  diaean  «n 
mélaDge  d'eau  et  de  vin ,  dans  le  rapport  de  m  à  fi  pour  le  pre- 
mier, de  m' à  »'  pour  le  fleoond.  Quelle  capacité  doîNm  domer 
à  dota  autres  vases  égaux  entre  eux  pour  que ,  les  remplissant 
à  la  fois,  Fun  dans  v,  Taulre  dans  ô',  et  versant  dans  chacun 
d'eux  ce  qui  a  été  pris  dans  raiilrc ,  la  pt  oporlion  de  l'eau  au 
vîn  devienne  la  môme  dans  les  deux  vases  ?  Monlrcr  a  priori  que 
le^résullat  doit  élre  iudcpeudanl  de  m,  n,  m'  el  n'. 

En  adoptant  les  règles  indiquées  ebapître    eseiciee  m, 

pour  la  fixation  du  prix  des  eaux-de-vie,  trouver  combien  on 

doit  mélanger  d'cau-de-vie  à  a'  le  litre  avec  de Teau-de-vic 

à     pour  former  1  litre  d'eau-de-yie  à  e'. 

». 

,111.  Les  aiguilles  des  lieures,.des  minutes  ^  des  secondes 
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sont  sur  le  chiffre  12  du  Gidran  :  après  combien  de  temps  l  ai- 
guillc  des  secondes  divisera-t-elle  en  deux  [Muriies  <3gales  1  angle 
■  foimé  par  les  deux  autres? 

IV.  Trois  mobiles  parcourent  une  même  ligne  droite*  d^un 
mouvement  uniforme,  avec  des  vitesses  «,  et  v*";  ils  sont 
actuellement  à  des  distancer  a ,  a\  a"  d'un  point  0  de  cette 

droite  dont  ils  s'éloignent  tous  les  trois  ;  après  combien  de  temps 
le  premier  sera- 1- il  aux  trois  cinquièmes  de  la  distance  qui  sé- 
pare les  deux  autres?  •  \ 

V.  Deux  personnes  A  et  B  ont  foit  un* pari  de  xi^p^  A 
gagne,  il  sera  trois  fois  aussi  riche  que  B;  s*£l  perd,  il  ne%era 
que  deux  fois  aussi  riche.  Quelles  sont  leurs  fèrtunes  aduelles? 

VI.  Un  rectangle  dont  la  largeur  est  égale  à  deux  fois  la  hau- 
teur est  tel  que  si  chaque  côté  est  augmenté  d'un  mètre,  sa  sur- 
face  est  augmentée  de  neuf  mètres  carrés.  Quels  sont  ses  côtés? 

VII.  Trouver  trois  termes  d'une  progression  qui  surpassent 

également  les  nombres  3,  5  et  8. 

VIII.  Un  parallélipipède  rectangle  étant  donné,  déten^er  le 
côté  d'un  oibe  tel  que  les  surfaces  des  deux  solides  soient  dans 
le  même  rapport  que  leurs  volumes.  ^ 

IX.  Trouver  une  proportion  dont  les  quatre  termes  sui*pas* 
sent  également  quatre  nombres  donnés  a,  6,  c,  d. 


X.  Résoudre     v  l  +V'ar* =  1. 


XI.  Résoudre  v'«  +  «  — y/^^^  =  V'2«+«- 

XII.  Résoudre   î^±iS  =  V5.  . 

\a-{-x  —  v'«  —  ^ 


Xin.  Résoudre  y  a+v^«c+ yo— v'«  =  v 

XIV.  Résoudre  (2 +arf  +a^  =  4(2 + 

XV.  Résoudre 


V 
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XVI.  Résoudre  ,  . 


4» 


XVD.  Résoudre  «as  v^«f+a^-^ff. 
XVIU.  Résoudre 


2a;  +  2vV-i-^= 


XIX,  Résoudre 

•  pierres  sont  nuigées  en  ligne  droite  à  dix  •mètres  de 
distenee  les  unes  des  autres,  déterminer  sur  celte  droité»  la  po- 
sition d*an  fkoint  X,  tel  qall  y  ait  deux  fins  plus  de  dtemin  à 
fidre  poor  trattsiMer  tuooesni^ 

que  pour  les  transporter  k  U  plaee  occupée  par  la  première 
d'en^  elles.  On  supposera,  dws  (es  deux  caT»  que  Ton  patte 

de  cette  première  pierre. 


XXI.  n  ûuit  m  nombre  dliommetf  égal  à  a  on  «i  nombre 
de  fèmmes  égal  à  6  pour  lairar  en  II  jours  un  oonage  s%pié^^ 
par  m  ;  combien  feul-ij  adjoindre  de  femnies  à  '«-^p  homnea. 
pour  filtre,  en  n-r^p  /jours,  uar  cvmge  représenlé  par  m + P  ^ 
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CHAPITRE  V. 

RÉSOLUTIOX  Dm  NOMBllE  QU£LGONQC)ii(.  IKÉQIJiU 

nom  no  pbibiiier  deché  entre  m  matimR 

ÉGAL  D*IX€0]VNU£S .  " 


m.  On  peut,  en  général,  éèlmohuit  la  yaleur  d*un  nombre 
queloonqœ  dincontfueg,  lonqpie  ron  connaît  entre  elles  un 
aambre  ^  d^éqiiations  du  premier  degré.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer  dans  ce  chapitre.  Mais  nous  clabl  irons  préalable  - 
menf  quelques  propositions  relatives  aux  systèmes  d  équations. 

6n  enfend'  par  système  d'équations,  rensen)])lo  de  plusieurs 
équations  qui  doivent  être  satisfaites  à  la  fois.  Si  chaque  é(jua- 
tion  ne  contenait  qu'une  seule  inconnue  on  les  résoudrait 
séparément  et  il  y  aurait  autant  de  problèmes  distincts  que 
d'équations  à  résoudre.  Mais  lorsque  les  inconnues  entrent  à  ia 
fois  dans  piiisicm  équations^  k  question -d^waai  dffflpae. 

ê§,  tttit m  qpM  deux  lylIteliJl  d'^ations  sont  équivalents,  * 
lufMiu^Ies  falettrs  des  inooniiiies  qnt  satisfont  à  l'nn  et  A  Taufre 
sont  absohtmenf  les  mêmes  ;  ou,  en  d'autres  termes,  lorscjne  les 
équations  de  chacun  des  systèmes  entraînent  celles  de  l  aulrc. 

Lorsque  deux  systèmes  sont  équivalents  on  peut  les  substituer 
l'un  à  1  autre. 

» 

ttS.  ThAokèmi  I.  Étant  donné  un  ipstàmê  kéqwàUmt,  on  peni 
mihttttuar,  à  Tims  quelconque  dTentre  elles  VéqmttUm  obtenue  en 
qfantant  les  équations  proposées  membre  à  memhre . 

Ainsi,  le  système  d'équations  . 

A  =  A' 
B  =  B' 
C=C' 

est  équivalent  à  , 

A+B  +  C  =  A'+B'  +  C  ^ 
B  =  B' 
C=C' 
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aisOLUTION  D'h>(IAT!OXS  tU   PREMIER  DEOftÉ.  51 

il  e»l  évident,  en  effet,  que  le  premier  système  entraîne  le  î>e- 
cond.  Héciproquemenl,  le  second  enlraine  le  premier,  cai*  si  B 
et  C  sont  respectivement  égaux  à  B'  et  C,  B  +  C  sera  égal  à 
B'  +  C,  cl  B+C  augmenté  de  A  ne  pourra  être  égal  à  B  -fC 
augmenté  de  A',  que  si  A  est  égal  h  A'. 

La  démonsiration  est  indépentlanle  du  nombre  des  équations. 
Il  va  sans  dire  que  l'on  peut  appliquer  le  résultat  précédent  à 
une  partie  seulement  des  équations  qui  composent  un  système, 
et  qu'on  a  le  droit,  avant  d'ajouter  les  équal ions  membre  à 
membre,  de  les  muUipIicr  par  des  nombres  (juciconques,  ce 
qui  (43)  n'altère  pas  les  conditions  qu'elles  imposent  aux  in- 
connues. 

TuÉoRÈME  II.  Lorsque  l'une  des  équations  d'un  système  est 
résolue  par  rapport  à  une  inconnue,  on  peut  remplacer  cette  in- 
connue par  sa  valeur  dans  les  autres  équations  et  ramener  ainsi  le 
système  proposé  à  un  autre,  ayant  une  inconnue  et  tme  équation 
de  moins. 
Ainsi  le  système , 

B  =  B' 
C  =  C' 
D  =  D' 

où  B,  B',  C,  C,  D,  D  renferment  d'une  manière  quelconque 
les  quantités  inconnues ,  et  A  peut  renfermer  toutes  les  in- 
connues excepté  a?,  est  équivalent  à  un  autre,  composé  de 
l'équation  j:=A,  et  de  trois  autres  obtenues  en  rempla- 
çant X  par  la  valeur  A,  dans  B  =  B',  C  =  C',  D=D'.  L'équa- 
tion x  =  X  faisant,  en  effet,  partie  des  deux  systèmes,  quel 
que  soit  celui  des  deux  qui  soit  satisfait,  on  pourra  remplacer, 
dans  les  équations  restantes,  x  par  A  ou  A  par  x  et  passer  par 
là  du  premier  système  au  second  ou  revenir  du  second  au  pre- 
mier, en  sorte  que  chacun  des  deux  systèmes  entraîne  l'autre 
et  qu'ils  sont  équivalents.  -  . 

Bemàrque.  Lorsque,  dans  les  équations  B=:B',  C=C',  D=D', 
on  substitue  k  x  sa  valeur  A,  celte  inconnue  dispandt  des 
équations.  On  dit  alors  qu'elle  est  éliminée;  en  général,  éliminer 
une  quantité  entre  deux  ou  plusieurs  équations,  c'est  coml)iner 
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ces  équations  de  teHe  manière  que  k  quantité  comiéMe  di»- 
|)araisse  du  résultat.    •  * 

•  *  • 

•  •  • 

.M.  Si  et  y  défligoentles  deux tncoimues,  le»  équations  ne. 
doiTeAt  contenir  que  trois  Sortes  de  termes  : 

Des  termes  de  premier  dej^ré  en  a?, 
Des  termes  de  premier  degré  en  y, 
Des  tennes  tout  connus. 

i)n  peut Itiire  pBsaer.dtiuM  le  {premier 
e^  «  et  y  et  véunir,  par  raddition  de»ooel!SGÎettts,'€6«x  qui  coa* 
iioinent  la  même  inconnue.  Si  l'on  âdt  ^dè  knème  passer  dans 
te  seoondniembFe  tons  les  termes  connus  otqu*on  les  riNmisse 
en  un  seid,  ces  équations  prendront  ainsi  la  fbnne  ' 

•  *  *  * 

m  *  o'ar+yyrsc' 

a,  by  a\  b\  c,  c\  désignant  des  nombres  connus.  On  peut  rem- 
placer l'équation  £1]  par 

et  le  système  devient 

[3]  "■  •  ■ 

mais,  sous  cette  forme,  on  voit  (l$3)  qu'il  équivaut  au  suivant  : 

c — bu 

13}  .  ^  =  —r^' 


•  La  seconde  de  ces  deux  équations  ne  renferme  qu'une  incon- 
nue y,  par  rapport  à  laquelle  on  peut  la  résoudre,  et  y  une  fois 
déterminé,  la  première  feraconnalte  la  valeur  de  x. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  Téquation  [4]  para» 
^e  devient 

«'(e —  bffi + oft'y = c'a , 
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on  encore 

Par  la  substiUilion  <ie  celte  valeur  de  y  «  l'équatiou  [3]  iie? 
vient 

■  c'g —  flV 


cab'  —  bc'a     cb'  —  c'b 


Lm  lomule»  [5]  et  [6]  Mteni  edntiillve  les  valeiirs.4e  x  el 
de  y,  les  équatkms  proposées  Mot vtaliMs» 

Htt.  Rnuioml.  Les  équatient 

ont  pour  sohiUoos 

•     —  <Kô 

On  retiendra  facilement  ce9  formules  h  l'aide  des  reumrtpies 

suivantes  : 

Les  valeurs  des  deia  inconnues  ont  pour  dénominateur  com- . 

mun  ab'  —  ba\ 

Pour  former  le  numérateur  de  la  valeur  de  chaque  inconnue, 
il  fout  replacer,  dans  Texpression  ab' — 6a'»  leseoefticients, 
qui  dans  les  équations  muIiîpUent  cette  inconnue,  par  le  terme 
font  connu  de  l'équation  correspondante  (a  et  a'  par  0  et  c' 
pour  la  valeur  de  a?,  6  et  ft'  par  #  él  e'  pour  celle  de  y). 

Remarque  II.  Les  formules  précédentes  fournissent,  en  gé- 
néral,  pour  chaque  inconnue  une  valeur  unique  et  délenninéo. 
Dans  des  cas  particuliers  qui  seront  indiqués  plus  tan) ,  ces 
formules  peuvent  derenir  illusoires.  Les  soltttions  cessent  alors 
d'exisler  OQ  deviennent  indélMiMés.  :  • 
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54  RiSOLimOIf  d'équations  du  PREMn  DBG&K. 

56.  Il  existe  d'autres  méthoiles  fréquemment  employées  pov 
la  résolution  de  deux  équalioiis  à  deux  inconnues  ;  quoiqu'elles 
ne  (liffèreot  pas  essentieUemenl  de  celle  qiii  aéié  dévelopi^ée 
plus  haut,  nous  ne  croyans  pas  pouYoir  noos  dispenser  de  les 
indiquer. 

1*  Ment  les  équatiofts 


(£x  -f  h' y  =  r'  ;  . 

sî  on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pfcYnière  équation 
par  a'  et  les  deux  membres  de  la  seconde  par  —a,  eUes  de- 
viennent 

ffl  on  les  ajoute  membre  À  membre,  on  obtiendra  iéquatixm  - 

[3]  G&a'— i>'fl}y=:<?aVc'a, 

qui  peut  (ttS)  èfa^  substituée  à  Time  d'elles  et  donne 

 ca  —  c'a , 

y  étant  connue,  Tune  des  équations  proposées  fera  connaître  x. 
On  peut  aussi  chercher  directement  la  valeur  de  cette  inconnue 
en  éliminant  y  comme  notis  avons  éliminé  m. 

On  voit  que  le  succès  de  la  méthode  résulte  de  ce  que  l'on 
a  obtenu  les  équations  [S]  dans  lesquelles  l'inconnue  4;  a  des 
coefficients  égaux  et  de  signe  contnrfne,  ce  ^  permet  de  îéll- 
miner  par  addiiiôn.  U  a  suffi  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
membres  des  équations  proposées  par  les  fodeurs  et  — a; 
dans  certains  cas,  on  peut  adopter  un  multiplicateur  plm 
Simple.  Supposons  en  effet  que  les  cœffieients  êe  x  alent'tm 
multiple  commun  ^  et  que  les  équations  proposées  soient 

iUx  +By  =C  .  '   "  • 

sionmnl6pfielapranièreé^tion  par  A'  et  la*  seconde  par 
**A,  dRes  de? iéndniiit 

A'Auur  -f  BA'y  =  CA' 
.  —  AA'ior— JB'Ay  =  -C'A, 

et  il  suffira  de  les  ijouterivttréHmlner  m. 
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p'Étini— I  va  mÊom  wÊmÈ.  » 

\tl?  On  peut  encore  réioudrc  le  système 
de  la  naiMère  mvMÉe  :  ob  déchiil  4e«  équiiUoiis  prgpoita 

et  mi  égalant  les  taleura  de  « 


0  —  ày    c'—  b'y 


équation  à  une  inconnue  qêi  fera  coopatlie  y.  y  étant  eonan. 
Tune  ou  l'antre  des  éqnatiotts  [2]  permet  de  détconiiièr 


117^  Pour  résoudre  un  nombre  quelconque  d'équations  du  pre- 
mier degré  entre  im  nombre  égal  d'inconnues»  on  peut  déduire 
de  l'une  d'elles  la  valeur  d'une  inconnue,  el  la  substituer 
dans  toules  les  aulres  qui  conlicndront  alors  une  inconnue  de 
moins.  La  résolution  de  n  équations  à  n  inconnues  se  ramè- 
nera ainsi  à  celle  de  (n — 1)  équations  à  n — 1  inconnues; 
celles-ci  se  ramèneraient  dë  même  à  un  système  de  n  — 2 
équations  h  n  —  2  inconnues,  et  en  continuant  ainsi,  on  sera 
ocuidttit  à  tme  équation  ne  eenteoent  qu'une iaoonniie. 

Le  procédé  que  nous  Tenons  d'inifiqner  est  assez  simple 
pOBcqne,  enroelto  seide  îmëoatieB,  on  puisée  focUemenl  en 
frire  usage. 

QH.  On  résout  aussi  les  équations  du  premier  degré  par  une 
autre  méthode  dont  l'emploi  est  souvent  plus  commode. 

Soient  II  équations  de  piaBtter  degré  à  il  îBooiinues, 

».        •    .  .  , 
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Ajoutons  ces  équatkMls  après  les  aipoir  mUlipliéas ,  à  récep- 
tion de  la  première,  par  des  nombres  indéterminés  ^i,  X|, ...  X«.|, 
il  viendra 

+  s(c  -f  Ci\  +  ,.,c^K-0  + ...  =  A  -j-  At>t  +  ...An^X..!  ; 

èt  cette  nomrèUe  équation  peot  (52)  remplacer  une  des  pra-* 
posées,  quels  que  soient  les  nombres  >i,  X«,  ...X»_,;  or  nous 
pouvons  déterminer  ces  nomLics  de  manière  que  les  équa- 
tions 

•  •  > 

[3]  *i    +  Vh^O.- 


soient  satisfaites,  et  il  suffira  pour  cela  de  résoudre  n — 1  équa- 
tions à  n  —  1  inconnues.  Mais  alors  Téquation  [2]  ne  contien- 
dra que  la  seule  inconnue  x  et  penneitra  d'en  déterminer  la 
yaleur;  s  étant  connu»  le  système  ne  contiendra  ploique 
inconnues. 

La  méthode  que  noiM  venons  d'indiquer  pennet»  comme  on 
?oit,  de  résoudre  »  équations  à  n  inconnues,  pourvu  que  Pôn 
w^bB  résoudre  un  système  Contenant  une  inconnue  de  moins. 

Gomme  nous  savons  résoudre  deux  équation»  à.deuk  incott" 
nues,  nous  pouvons  d'après  eda,  résoudre  un  système  de  trois 
•  *  .équations  à  trois  inciNmues;  partant,  un  système  de  quatre  équa- 
tions à  quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suile.  On  obtiendra ,  quel 
que  soit  le  nombre  des  équations  proposées,  une  formule  four- 
nissant la  \alcur  de  chaque  inconnue  exprimée  au  moyen  des 
coefficienfs.  Dans  certains  cas,  ces  formules  pourront  être  illu- 
soires, les  c(|ualions  seront  alors  impossibles  ou  indéterminées, 
mais  nous  n'entamerons  pas  ici  cette  discussion. 

Ô9.  On  peut  encore  résoudre  le  système  j)r()posé  en  procé- 
dant pour  chaque  inconnue,  comme  on  l  a  fait  pour  a:,  et  les 
obtenir  ainsi  sans  les  rattacher  les  unes  aux  autres.  Comme 
le  raisonnement  préx:édenl  prouve  qu  il  existe  un  système  île 
valeurs  (]ui  satisfont ,  les  solutions  trouvées  de  celte  manière 
et  qui  évidemment  sont  les  seules  possibles,  satisfont  effecti- 
vement. 
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00.  Application.  Soit  à  résoudre  le  système  ' 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  muJti|)]ié  la  seconde 
el  la  Uroisiènie  par  des  indéterminées  k'  et  r  ;  il  tiendra 

•    a:(a  +     + «Ta*)  +  y  (ô  +  6'X'  +  b'Y)  -{-s  {€+</):  +  c'k") 

Si  nous  posons  . 

U  viendra  r 
Mais  les  deux  éfiM^ens  à.  deux  itiooiuMies.{tt4)  foucnisseut 

et  en  remplaçant  et  multipliant  les  deux  termes  de  la  (jractîon 

pare>V'  —  ^V,  il  vient  ... 

On  trôUTem  de  nième 

D  existe,  pour  le  cas  d'un  nombre  ipielconque  d'équations,  tics 
formules  analogues  dont  nous  ne  rafiporfemis  m  la  démon- 
stration générale  ni  la  discussion. .  . 

* 

.  EBâUMÉ.     •  " 

90.  Ce  qn  Ton  ènteiid  par  ott  système  d'éqnatioas.— HLSystènes  équi-' 
'  vateols.-'IIS.iOD  psal  safestituer  k  l'ane  detf'éqii«ttmil*ao  système 
celle  que  PcttebtfeaieDejoQlanl  les  ftrepeeées  membre  à  membre.  -  M. 
LorBqae-rtiae  des  équaliso^  d*Qii  syMème  eal  réiotae  par  ivpporf  à  ime 
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58  BÉsoLUTiON  d'Équations  du  premier  degré. 

inconnue,  on  peut  remplacer  dans  louies  les  autres  cette  inconnue  par 
èa  valeur.  —  ^4.  Résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux 
inconnues.  — «8.  Moyen  mnémonique  de  retenir  les  formules  de  résolu- 
tion. II  existe  des  cas  particuliers  dans  lesquels  les  formules  deviennent 
illusoires,  on  s'en  occupera  plus  lard.  —  m.  Autres  méthodes  pour 
la  résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues.— iî7.  Résolution  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  entre  un  nombre  égal  d'inconnues;  on 
ramène  le  système  A  un  autre  qui  contient  une  inconnue  de  moins. — 
63.  Autre  méthode  dite  des  multiplicateurs;  elle  fournil  la  valeur  d'une 
inconnue;  les  autres  dépendent  d'un  nombre  moindre  d'équations. —i$0. 
La  mélhode  des  multiplicateurs  permet  d'obtenir  directement  chaque 
inconnue  sans  avoir  besoin  de  calculer  aucune  des  autres.  —  60.  Ap- 
plication de  la  méthode  des  multiplicateurs  aux  équations  à  trois  in- 
connues. 


EXERCICES. 

J.  Trouver  deux  nombres  qui  soient  dans  le  rapport  de  2  à  3 
et  tels  qu'en  y  ajoutant  4 ,  les  sommes  soient  comme  4  à  5. 

II.  Trouver  deux  nombres  qui  soient  dans  le  rapport  de  3  à  4 
et  dont  le  produit  égale  12  fois  la  somme. 

III.  Trouver  deux  nombres  dont  la  différence ,  la  somme  et 
le  produit  soient  comme  les  nombres  2,  3  et  5. 

IV.  Trouver  trois  nombres  en  progression  arithmétique  tels 
que  le  1"  soit  au  3"  ::  5  :  9  et  que  la  somme  des  trois  égale  63. 

V.  Résoudre 

^'  I  y  I 

H.«^fx«— 6«^fx«— C*~  * 

Déduire  de  ces  équations  x,  y,  5,  et  x*  +  y*+  s*. 

VI.  On  donne  la  suite 

a  +  b,  aq  +  bg,,  aq^+bq,\  aq'-\-bq,\  aq'+bq,\... 

T rouver  deux  nombres  x  ci  y,  tels  que  chaque  terme  de  celte 
suite  puisse  s'obtenir  en  multipliant  le  précédent  par  x,  et 
l'antéprécédent  par  y. 
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VU.  On  donne  la  suite 

«^f^f-Hft»  «iH^A+#f/»  «î*-f*«i'+«««i\- 

Trouver  Irois  nombres  a:,  y,  s  tels  que  chaque  lermc  de  cette 
suite  s'obtienne  en  multipliant  le  précédent  par  l'antépré- 
cédenl  par  y-  et  oetui  qui  précède  da  trola  nUgs  p»  «;  • 

YIU.  Résoudre 

4^ -|.  i^n;  1^     ^  0i«  ^  « = 0; 

+     +  -  • 

IX.  Résoudre 

I=:j;-f-y  +'» 
0  =  a:-)-ay  +rM  +  c?v  -j-ew 

0 = X + a V  4-  -f  c*w  -I-  rf'v  4-   4-  ^^  / 

0 = «  +  a*y  4- ^«  4- 4- +      H- ' 

\.  Si  Ton  considère  Inéquations  .     •    '  ' 

et  que  l'on  pose 

pur  cette  snbetitiitioD,  ob  obtiendra  deox  éqoitioiis-eotre  #  et«; 
yériller  que  le  dénoaiinateiirdes  iraleurs  de  <  et.»  q«e  l'on 
en  déduit  esl  le  produit  des  dénoininatcurs  que  Ton  trouve  en 
résoWant  les  équations  [1]  par  rapport  à  a;  et  y  cl  [.2]  par  rap- 
port à  /  et  w. 

XI.  Mêmes  questions  pour  les  équations 

[l]  (KF  +6y  +c«  =rf, 
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dans  lesquelles  on  pose  *  « 

«  =      +      +  '  , 

Xll.  Résoudre  le^  équations 

* 

et  calculer  aa^ + à^+xa*, 
XUl.  Klimiper    à  ,e  entre  les  équations 

;  -  a-  +  ^  +  c"=</*, 


XIV.  Un  train  dont  la  vitesse  est  v  part  après  un  autre  train 
dont  la  vitesse  est  v\  et  le  retard  est  calculé  de  manière  qu'ils 
arrivent  au  même  temps  à  la  destination.  Le  premier  train  est 
obligé  de  ralentir  la  vitesse  de  moitié  après  avoir  fiiit  les  deux 
tiers  de  la  course,  et  il  j  a  rençonti^e  de  trains,  a  lieues  avant 
la  fin  du  voyjige.  Trourer  la  longàeur  totale  dn  tnjet. 

XV.  Pour  faire  un  certain  ouvraj^c,  A  emploie  m  fois  plus  de 
temps  que  B  cl  C  réunis;  B,  n  fois  plus  de  temps  que  A  et  C; 
et  C,  fois  plus  de  temps  que  A  et  B.  Trouver  une  relation  &k- 
trem^fi/^ 

XVI.  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a,  6  et  f  pour  qu  ils 
soient  les  termes  de  rangs  /?,  ç  et  r  dans  une  même  progression 
par  différence  ou  par  quotient  t 
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CHAPITRE  VI. 

f 

DISCUSSION  DES  for:\it'les  trouvées  da\s  les 

DEUX  CHAPITRES  PRECEDENTS. 


Discussion  de  la  formule  de  résoIuUon  d  une  é<|ualion  du  premier  degré 

à  une  inconnu«*. 


61.  Nous  avons  Ineuvé  (46)  pour  solution  de  réi]ualion 


X  = 


a— a! 


Le  seul  cas  que  l'on  doive  examiner  à  part  est  celui  où  a  — a! 
est  égal  à  zéro. 

10  Si  a  — a'  esl  nul  sans  que  6'  — ô  le  soit,  la  formule  [2] 
donne 

b  —b 


X  — 


0  ' 

ce  qui  ne  signifie  rien.  Mais  il  esl  facile  de  voir  que  Téqualion 
proposée  esl  dans  ce  cas  impossible, ^^ir  elle  devient,  o'  étant 
égal  à  a, 

ax-\-b  =  ax-\'  b\ 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  si  b  est  différent  de  b\ 

2°  Supposons  maintenaht  que  l'on  ait  à  la  fois  a=o',  6=6'; 
cette  formule  devient  : 

~  —  Û 
•*'  —  0  » 

ce  qui  ne  signifie  rien  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce^as, 
l'équation  [1]  est  satisfaite  quelque  soit  x,  car  elle  devient  : 

ax-\-  b  =  ax-\-b. 
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6t.  RiKâtQis  L  d'après  œ  qui  piMde,  lonqoe  la  fonnule  ^ 
iésôliitkHi  d'une  éqoation  àune  incomliie  donne,  pour  valeur  de 

dure  que  l'équation  est  impossible,  mais  il  n'en  est  pas  tou- 
jours ainsi  du  problème  qui  y  a  conduit,  on  peut  affirmer  seu- 
lement que  la  quantité  prise  pour  inconnue  cesse  alors  d  exister. 
Si,  par  exemple,  on  a  pris  pour  inconnue  la  distance  à  laquelle 
se  coupent  deux  droites  cUerchées,  et  que  l'on  trouve  une  valeur 

de  laïomie  -^y  on  conclura  que  les  deux  droites  ne  se  coupent 

.  paaejsoatpffcoaséquiiit  paraMiM^ 

05.  Remarque  II.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction 
diminue,  ia  fraction  augmente  et  peut  augmenter  aan»  lûnite 
si  le  dénominateur  diminue  indéfiniment/0*après-oda,  on  dit 
quelqntfols  que  le  déndminateur  defenant  nul,  la  fraalâ>n 
devient  infinie,  ^  on  écrit  qu'elle  a  pour  solution  «=o». 
(Test  là  une  locution  incorrecte,  la  fraction  dont  le  déno- 
minatéur  est  nul  ne  représwte  Tien.  Si  les  données  d'un 
.  iiroblènie  vmMt  de  telle  manière  que  le  dénaminatenr  de 
la  valeur  de  l'inconnue  tende  vers  zéro,  l'inconnue  cile- 
mèmc  augmente  indéfiniment,  mais  lorsque  le  dénominateur 
est  actuellement  nul,  la  soluUun  n'cxisle  pas  et  l  équation.est 
impossible. 


Discussion  Uflft  fonudes  de  résolution  de  deux  équations  à  deux 

inconaues. 

04.  Les  formules  trouvées  pour  la  résolution  de  deux  équa-^ 
lions  du  premier  degré 

* 

[I]  ax  -\-by  z=Cy 

founiissciil ,  en  général ,  pour  chacune  des  inconnues  x  ci  tj 
une  seule  valeur  positive  ou  négative  ;  niais  dans  certains 
cas  (juc  nous  allons  examiner,  ces  valeurs  deviennent  illu- 
soires. 
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Les  formules  de  résolution  sont 

th'  —  bc' 


[3] 


ac  —  ca 


Si  ah'  —  ba'  n'est  pas  nul,  elles  ne  donnent  lieu  à  aucune  diffi  - 
culte,  nous  examinerons  donc  seulement  le  cas  où  l'on  a 

ab'  —  ba'  =  0, 

et  nous  le  diviserons  en  deux  autres. 

05.  r  Supposons  que  ab'  —  ba'  soit  nul  sans  que  les  numé- 
rateurs des  formules  [3]  et  [4]  le  soient.  Les  valeurs  de  a:  et  y 

prennent  alors  la  forme      ^,  ce  qui  ne  si§^ifie  rien;  mais  il 

est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  sont 
incompatibles;  puisque  l'on  a,  en  effet, 

ab'  =  ba\ 
a  b 

ou  -,  =  ^,; 

en  désignant  par  r  la  >alcur  commune  de  ces  deux  rapports, 
on  a  : 

a  =  ra\ 

b^rb'\ 

par  suite,  les  équations  proposées  dc\ienncnl 

ra'x  -\-  rb'y  =  c , 

Or,  le  premier  membre  de  la  première  étant  égal  au  produit 
de  r  par  le  premier  membre  de  la  seconde,  les  mêmes  relations 
doivent  exister  entre  les  seconds  membres,  et  il  y  a,  par  suite  , 
impossibilité  si  l'on  n'a  pas , 

c  =  rc'  f 

c*e«it-fi-dire,  en  remplaçant  r  par  ses  deux  valeurs  ^,  et  |> ,  si  l'on 
n*a  pas , 


ac'  _  bc' 
^-"7'  b" 
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ou,  ee  qui  revient  au  même, 

•  •  r 

Mais  CCS  dernières  égalités  expriment,  contrairement  à  nos  ap- 
positions ,  que  les  numérateurs  des  valeurs  de  x  et  de  y  sont 
égaux  à  zéro ,  elles  ne  sont  donc  pas  satisfaites,  et  les  équations 
proposée^  sont  incompatibles. 

6Si  8*  SI  le  numérateur,  dè  f  une  des  vàleun  de  4?  et  y  s'an- 
nule en  même  temps  que  ot^'— 6a',ilcff  estde  mêmede  l'antre 

numérateur.  .  . .  • 

Si  Ton  a  en  eM      a6^— te'ssO, 

flc'  — c«'  =  0, 

ces  équaQoM»4uipeui«fttœ  mettre  SOUS  la  férme^ 

a    b  ^ 


entrainent  évidemment 


b  e 

c'est-à-dire  .  bc'  =  b'c. 


Snpposons  ces  relations  satisfidtes,  les  valeurs  des  dam  in» 
-commes  se  présenteront  sons  la  forme  g.  Désignons  par  r  la 

valeur  eonmiune  des  trois  npporis        ,  p  i  on  aura 

«ssm^,  b^rV^  <rs:«', 

et  Jes  équations  proposées  peuvent  être  écrites,  ainâ  : 

flur  +  ôy  =c, 

La  seconde  n'étant  autre  chose  qoe  la  première,  dont  les  deux 
membres  sont  multipliés  par  r,  on  n'a  réellement,  qu  une  seule 
équation  entre  les  deux  inconnues  x  et  y,  et  l'on  peut  par 
conséquent  choisir  l'une  d'elles  arbitrairement,  et  déterminer 
Tautre  en  résolvant  une  équation  à  une  inconnue. 
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07.  En  résuBié»  guand  les  formules  de  résoliitioii  dinnieni 

pouL'lQs  incQuiiues  des  expressions  de  la  (orme  ^,  les  éuualious 

8eiit1«€oinpalibles»etqinadela»aidoiii^^  les 
équàtions  reatrent  Tune  dans  l'autre  (64). 

La  rnnai^tte  faite  fW)  s'applicpie  aux  éifualioDS  à  deux  in^ 
connues.  Lorsque  les  valeurs  des  inconnues  se  présentent  sous 

la  {orme  ^,ieQ  équations  8«miuDpQ68ibles«makil>a>'eii^ 

toigours  de  même  du  problème  qui  leur  a  donué  oaissance. 
W.  En  mettant  ph»  haut  (06)  jes  équations 

,  ,  a      b      a      e         '      .  • 

sous  la  forme  ^  =  - ,    -,  =:^.^  . 

Nous  avons  supposé,  lacitciiicnl ,  que  les  noinlucs  a\  b\  v 
étaient  difTérenls  de  0.  Nous  laissons  au  lecteur  .le  soin  do 
discuter  le  cas  ou  .cela  n'a  pas  lieu  ,vel  .de  reconnaître  que  des 

expressions  de  la  forme  ^  et  JJ  indiquent  encore  rinipossibililé 

ou  l'indétermination.  Nous  iiOus  bornerons  à  indiquer  an  cas 
particidier  remarquable.  Si  Ton  «  assO,y  asOy  les  forumles 


deviennent 


cb'  — 

■hc' 

ba' 

ca' 

bc' 

0 

C  est  une  exception  au  résultat  démontré  (66)  :  toutes  les  fois 
que  l'une  des  incoiuiues  se  présente  sous  la  lorme  jj ,  il  en  est 
de  môme  de  la  seconde.  Du  reste,  dans  le  cas  dont  nous  par- 
ions, a  ci  a-  étant  nuls,  k»  deux  équations  devienoetit 
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ce  sdfit  deut  éq.llaU<iÛB  à  «ftie  él  Mn  deux  4qùaUo98 

àdmLlaoomun». 


Éttnil.  ' 


eaa  que  l'on  doive  examiaer  à  parliliiis  la  formule  de  résolution 
'  d*nM  é^atioD  de  premier  degré  à  une  inconnue  est  oeiui  êjk  le  déioi» 
natear  6Bl  nul.  âi  le  Dumérateur  n'est  pas  nui  en  même  temps,  Téquatioa 
«Il  imfWlèibli.  Jl  4e  nwa^KUittif  iei  nul,  elle  est  idëniique  et  1a  vttleof 
de  rincoDOue  qui  se  présente  sous  la  forme  <;  est  indéterminée.  — 62. 
XJuand  Inéquation  ést  impossible,  il  n'en  est  pas  toujours  de  m^me  du 
problème  .qui  y  a  çjDaduU.  ^65.  Quand  la  Talaur  d'ana  inaanaue  j^d 

la  tonne     on  dit  aouTent  qoa  aetta  Yileiir  esl  infinie;  c'eil  là  une  k>- 

cotion  iocorred^.— 64.  Les  formules  da  résolution  de  deux  équations  à 

deux  laoDDttvaa  ne  donnas!  Ucfu  à  aaoone  dificallé  tant  que  le  dénomi- 
nateur commun  de  la  valéur  deâ  iacoliauea  ft*aat  pas  égal  à  zéro. — ^tt. 
Si  ce  dénominateur  est  nul  aans  qne  laa  numérateurs  le  soient,  les 
écpiitiofis  propoaées  sont  iricom^alibles.— '  66.  Si  Texpreésion  do  l'uhe 
dai  inconnues  a  son  numérateur  et  son  dénominateut  ëgaui  â  zéro,  il 
M  est  de  même  de  T^tpression  de  l'autre  inconnue.  Lorsque  t^h  a 
lieu,  les  vaieua  des  deux  inconnues  se  présentent  sous  la  forme  j,  et 
les  équations  proposées  renlrenl  Tune  dans  Tautre.—  67.  Lorsque  les 

valaufB  des  Wlsoboiiéa  sê  phMilelIt  anus  la  Ibnila  ^  tés^atiofls  sont 

incompatibles,  mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  mémo  du  prubicme  qui 
•  leur  a  donné  naissance.  —  IJO.  C>s  d'exception  dans  lequel  l'une  des  in- 
connues se  présonlc  sous  la  forme  |  sans  que  l'autre  prenno  la  même 
forme;  on  doit  remarquer  que,  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  sont 
réellement  deux  équations  à  une  inconnue  et  non  doux  équations  à  deux 
inconnues. 

BXtERGICEft> 

I.  QneUes  relations  doit-il  exister  &k\H  Â,    A',  V,  pour  qae 

A  ie  -f  B'  . 

ail  une  valeur  ittdépendâote  de  a;  ! 

II.  Quelles  relations  doiUl  exisfér  entre  A»  B,  C,  À',  'C\ 
pour  que  Texpression 
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soit  indépendante  de  x  et  de  y1  peut-elle  être  mdépendante 
de  X  sans  l'être  de  y? 

III.  Trouver  une  prégrtîssîbH  ^àf  dlittrènce  dans  laquelle  il 
existe  un  rapport  constant  entre  la  somme  des  x  premiers  termes 
et  la  somme  des  kx  suivants,  h  étant  donné,  Ct  œ  pou\anl 
prendre  toutes  les  valeurs  entières. 

IV.  Discuter  les  formules  de  résolution  de  trois  équations  \\ 
trois  inconnues,  et  distinguer  les  cas  suivants  : 

Deux  d'entre  elles  peuvent  être  inconipatildes,  quelle  que  soi! 
la  troisième. 

L'une  d'elles  peut  ^Ire  incoinpalihle  avec  les  deux  aulres. 
Deux  d'entre  elles  jK?uvent  rentrer  l'une  dans  l'autre. 
L'une  d  elles  peut  rentrer  dans  les  deux  mdres; 

V.  Vase  de  rrtpaeit(3  e*<l  rempli  tlflus  uti  lentps  I  par  w 
robinelSi  et  par  la  pliiie  t\i\\  loitihe  sUl*  Un  tMil  d(*  t;urrnet?  A.  l'n 
vase  de  rrtp.1cité  est  rempli  dans  un  ('  par  n'  i  olJlnels;  M  par 
la  pluie  qui  tuinbe  sllr  un  toit  dli  sUl-faed  V;  délerininer  d'après 
ces  données,  ce  qii'ilH  rohlttel  Verse  ilaHs  I  llltilé  de  imnps,ct  ce 
que  vferse  Irt  pluie  sur  chaque  unité  de  siirraee  dit  toit; 

Diseuter  les  ras  d'impnssildlité  et  U'inttéidUtlintltidti ,  et  les 
expliqtidr  à  prioii. 


GUAPITRË  VU. 

SOLUTIONS  m&AJSVES  D£S  ÉQUA  JMBië 


Solutions  négaUves  des  équaUons  ^  une  incoQBue.  ^ 

(>ll.  Il  n'y  a  aucune  remarque  à  faire  sur  les  nombres  néga-  • 
trouvés  comme  solution  d'une  ou  de  plusieurs  équations.  -  • 
Ces  nombres»  substitués  aux  locomnies  et  traités  con formémen  t 
a«X€onventions,  rendent  le  premier  membre  de  Téquation-égai 
Ml  second.  Mais  lorsque  les  inconnues  représoitent  des  graiH 
denrsà  déterminer,  tt  semble  que  les  sotaftloin  négàtllpes  n*èx- 
piîmant  aucone  grandeur»  doivent  être  njjelées.  et  csoâidérées 
o^mme  un  sympUtane  d'impo^sSHUté.  C'est  v  en  eSÀ^  te  qui 
aurail  lieu  si»  dans  la  mis$  en  .équation,  on  pouvait  toujours 
exprimer  d'ttne  manidre  générale  «t  pour  tous  les  cas ,  les  con- 
ditions du  problème  proposé.  Mais  bien  souvent  il  n'en  est  pas 
ainsi ,  et  les  solutions  négatives  peuvent  trouver  alors  une  in- 
terprétation qu'il  est  important  d  étudier. 

TO.  (kmstdérons  d'abord  une  seule  équation  à  une  Incoamie 

Supposons  qu'en  la  lésirtvaDt  on  ait  trouvé  pôur  «  une  valeur 
négative  — câk  signifie  que  l'on  a 

«(— a)  +  6  =  a'(  — otj-fô', 

c'est-èrdire  a«=d'— a'«i; 

et  que,  pai'  conséquent ,  x^+d  est  solution  de  l'é^putiHi 

Ainsi  toute  sohitkm  négative  d!une  équation  du  picmier 
degré  à  une  inconnue,  étant  prise  positivement ,  satisfeit  à  une 
équation  que  Ton  obtient  en  changeant  dans  la  première,  te 
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signe  des  termes  où  figure  l'inconnue.  Or,  il  arrive  souvent , 
conirae  nous  allons  le  montrer,  que  cette  nouvelle  équation  cor- 
respond à  un  pniblème  peu  différent  du  proposé,  et  quelquefois 
^  ce  problème  lui-inéine,  entendu  dans  un  sens  plus  général; 
on  obtient  alors  la  solution  du  problème  modifié  ou  généra- 
lisé, en  prenant,  avec  le  signe  +»  1a  valeur  négative  trouvée 
pour  l'inconnue.  L'nc  pareille  remarque  ne  peut  être  développée 
d  une  manière  générale,  il  est  essentiel  d'éludier,  à  part,  son 
appliadion  dans  cbaque  question  particulière.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  dans  les  problèmes  suivants. 

71.  Problème  I.  Deux  mobiles  qui  suivent  une  ligne  droite , 
partent  de  deux  points  \  et  B,  situés  à  une  distance  d  l'un  de 
l'autre,  et  marchent  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses  v  et  v'. 
Après  combien  de  temps  se  rencontreront-H 

Soit  X  le  temps  cbercbé,  le  premier  mobile  dont  la  vitesse  est  t», 
parcourt  un  espace  v  dans  l'unité  de  temps,  et  par  suite,  dans 
le  temps  x  il  parcourra  vx\  le  second,  pendant  le  même  temps, 
parcourt  l'espace  v'x\  or,  il  faut,  pour  qu'ils  se  rencontrent , 
que  le  premier  ait  parcouru  un  espace  d  de  plus  que  le  secon<l  ; 

on  doit  donc  avoir  .  . 

vx  —  v'x  =  rf, 

d'où  l'on  déduit  x=  

Si  V  est  moindre  que  v\  celte  solution  est  négative;  pour  l'in- 
terpréter, remarquons  (70)  que,  prise  positivement,  elle  sa- 
tisfait à  l'équation 

v'x  —  vx=zd. 

Or,  cette  équation  exprime  que  le  chemin  parcouru  par  le 
mobile  B  surpasse,  de  d,  celui  parcouru  par  le  mobile  A,  con- 
dition qui  répond  évidemment  h  la  question  suivante  : 

En  supposant  que  les  deux  mobiles  soient  en  marche  depuis 
un  temps  indéfini ,  combien  y  a-t-ii  de  temps  qu'ils  se  sont  ren- 
contrés ? 

Si  donc  on  veut  donner  cette  extension  au  problème,  la  va- 
leur négative  de  x  exprime  un  temps  déjii  écoulé.  , 

Problème  II.  Les  âges  de  deux  individus  sont  a  et  h,  après 
combien  de  temps  l'âge  du  premier  sera-t-il  double  de  celui  du 
second  f 
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•       ,  •        •  • 

SI  a  est  inoifidre  qpë  21^;  cHte  Tal^  dé  iié|âtt^ 
po8iUTeiii0nt,  eUe  BatisSeiit  alors       à  Yéq^Ûon 

qiii  corraspond  ôvldemitient  à  la  queaQon  8ti!?ante  :  ' 

Combien  y  a-t-il  de  temps  que  l'âge  du  premier  individu 
élait  double  de  celui  du  second  y        •       •    •     •  -  • 

l*ROBLâME  UI.  On  donne  sur  une  droite,  deux  points  A  et  Bj 
U  premier  situé  à  ^ànè^  diên  point  0  à  une  distance'  a',  .et  te 
second  tiiiié  à  dreite  à  vne  disiamfe  ht  déterminer  sur  celte. 
iignê,'m  traMMne point  X;  tei  p^em prenàiii  h  nMen  M  de  BX, 
fmieieHereée  MàpaHifdek,  lie  point  lUnet  ditfhnini  cofii>^ 
ekhtUfeeO. 


A  X  M  . 

On  à  évidemment,  en  nopinant  »  fa^Ritanee  Olt, 


Il  faut     AP      wit  te  tjm%    AVi    qw^.  m^^- 

3«  =  a-f-^,  •   •  .  . 

M  4«  69t  moindre  qne*^,  te  tolfiyen  eèt  négative  |  prise  posK 
livement.»  elle  satisAiit  donc  (70)  h  réquatlou  '  •  ' 

d«£=0  -j  —  , 

ee  qui  esl  précis(^ment  l'oquation  à  laquelle  (Hi  est  conduit, 
en  supi^osant  le  point  X  à  une  dislance  x  à  gauche  de  0;  la 
¥ld|H|i*  pég^tive  de  x  doit  donc,  dans  ^^is,  être  portée  diim 

«ona  oppQPé  ^  celoi.qn^  ïm  mit  mfifmà  dans  la  mm  m 
équation. 
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prètent  toutes^  auss^nfttureUeçaent  que  U^s  précédentes,  ûa  k 
^ttt  pas  Buftme  affirmer  d'une  manière  générale  qiCune  valeur 
négative  tfiDafée  pour  un  terni»  à  venir,  exprime  un  temps 
pàlaé,  ni  que  les  fongueittn  négatives  à  pait^  iwrime  Ugnc 
dd^nt  toujours  comptées  en  sens  o{ii>èsé%  '^^^  eqr- 
respond  aux  valeurs  positives.  D  en  est  çependattmw'AlAS  M 
plupart  des  cas ,  et  nous  allani  en  donner  la  raison. 

n  aiij^peiops  qw|  m  désignant  la  tenfips  ^  doit  s'écouter 
jusque  nnreepfaiinévéïisniom/cnar  ait  trouvé  pour  é<^^ 

Si,  au  lieu  de  cherdier  le  feiBps  i||il  doit  a  écouler  i  partir  do 
l'époque  actwflle,  onfVmt  çhçrdié  |e  temps  qi^doil  s'écouter 
partir  d'une  époque  antérieure  de  i.  années  (c'est  ce.qui  aurait 
lieu ,  par  exemple  »  si  Ton  pmmalt  poiir  inoamme   data  da4'é* 

véuciueui),  en  nommant  »t  ce  temps ,  an  aurait  évidaimuent , 

et  ».  par  suite  »  àu  lieu  de  [IJ , 

qiû  serait  l'équation  du  prûUàmti  si  i*ob  prenait  m  peur, 
incoonuè.  Si. la  valeur  de  ^t»  que  ronimdéÛttast  rô^ndro 

que  <  elé(pM#i)P^  cxwl«i  Jt         W  «Htt»>  ^  }{|«»Wi- 
tiiaiit aans  [2J         ;  ./  . 

pareil^  l^on  voit  que  réquatian  [l]  a  pour  solution 

a;=  — a, 

... 

Une  solution nég^ve  a?r=l-«,.twuviic  pour  l'équation  [tj,  • 
signifie  donc  que  l'éVén^eM  est  postérieur  de  ^— *  h  une 
époque  antéri^re  de  /  à  l'épo^e  actuelle ,  (Test-Mire  qu'il 
pr6oède  de  «  l'époque  actueiie, 

74.  Le  raisonnement  précédât  n'est  pas  tout  à  fait  général  ; 
Il  suppose  que  t'équalion  [a}  qui  cOfivieniàune  époque  posté- 
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rlenre  à  l'époque  actuelle  s'afiplique  aussi  aux  époques'ttnlé-  , 
rieares;  or  cela  pourrait  ne  pas  avoir  lien. 

75.  Supposons  maintenant  que  x  désignant  ta  distance  à  por- 
liT  sur  une  ligne,  à  parlir  d'un  point  donné,  el  dans  une  certaine 
direction ,  à  droite  par. exemple,  on  ait  trouvé»  pour  équation 
li.un  problème, 

Si  an  lieu  de  chercher  les  distances  du  point  inconnu  à  1  cri- 
^ine  donnée  »  on  avait  cherché  sa  distances  (Ct  à  une  origine 
située  à  gauche  de  la  première,  à  une  distance    on  aurait  eu 

aP|aBii-|-«  ou  art»d?i-<-if, 
ei^  par  suite,  auliett.de  i'é^iuatioa  [1]^ 
[2]  B  +  A(a?t— (ÇssB'  +  A'Carj— J).   *      *  * 

■  Si  eelleé^iatîMi  fournit  pour  m%  lùe  valeur  ppsitnre  moiiidre 
que  4f  que  Je  représente  par  d— a»  le  pointdierché  sera 
évidemment  à  gauche  de  0  et  à  une  distance  «  de  eette  origine  ; 
mataen  substituant,  dans  [2],  à  xi  sa  valeur  il-:-«,ona 

•  d'où  il  résulte  que  l'équation  [1]  a  pour  solution  x  =  —  o.  ('ne 
solution  négative  x  =  —  a  trouvée  pour  l'équation  [1]  signitie 
donc  que  le  point  cherché  est  situé  à  gaudie  de  0  et  à.  une  dist 
tance  «  de  cette  origine» 

76.  Noos  remarquerons,  comme  (74)^  que  le  raîsomiemenf 

précédent  n*est  pas  tout  à  fait  général,  et  suppose  que  Téqua- 
lion  [2],  qui  correspond  aux  points  situés  à  droite  de  0,  s'appli- 
que aussi  aux  points  situés  à  gauche  ;  or  cela  n'a  pas  toiyours. 
lieu,  et  uous  en  donnerons  un  exemple. 

Paonte.  On  chmuin  de  fer  preièd  il^, lO  par  Umm  H  par  kih' 
mèire  pour  h  iranspori  des  marekanâisêi  ;  on  paye,  en  outre,  un 
droit  fixe  de  3^75  par  wagon  de  2000  kilogranmés  :  à  guette 
distance  peut -on  transporter  50  tonnes  pour  3  />.? 

50  tonnes  correspondent  à  2d  wagons;  le  .droit  fixe  à  payer 
est  donc  de  ' 

3,76  X2ô; 
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«t;  èn  oirire ,  p<nir' le  toiinsp^iH  I  h  ÂMaim 

réquatlim  du  proMèfiieest  donc 

3,7ôX25-f  0»10Xôaxa;  =  3; 

et  en  la  réiolvaiit  on.trottTe  pour  »  unt  ndeur  native  qui  ne 
signifie  ici  abeolmnent  rien. 

On  peut  voir,  en  effet,  ^ue  dans  ce  cas,  le  raisonnement  (TîS) 

est  en  défaut.  Si ,  en  effel,  on  suppose  (juu  les  cinquante  tonnes 
(levant  f*trc  purlces  vers  la  droite,  on  pi  enne  pour  inconnue  la 
distance  Xx  à  un  point  situe,  \ers  la  ganche,  à  une  distance  d 
du  point  de  départ  y  aura  xz^^xt-T-ji^  et  l'équation  du  ppo- 
blÀme  deviendra 

3.75  X  25  +  0,10  X  50  X (iTi  —  rf) =3, 

nu^is  celte  équalion  ne  eonvient  nullement  au  cas  dn  transport 
effeclué  vers  U  gsndie;  dans  ce  cas,  en  eifel,  le  diemin  pai^ 
eoom  doit  être  représenté  par  et  il  tant  prendre,  poor 

équation  du  proUèine , 

3.76  X  26  +  0,10  X  50  X  (d — a-t)  =  3. 

Islroéuettoii  ém  nontefi  aésatlb  dans  l'éaoacé  «fini  problèiae. 

77.  H  est  qndquefofs  aYantagéux  d'introduire  des  nomlires 
négttflii  dns -les  données  itiémes  d'une  quefttkm.  M^ns  nous 
bornerons  à  monlrer,  parun  exemple  liart  fimplet  oonunent 
on  peut  y  être,  conduit,  el  de  quelle  nature  est  Farantage  qa*oa 
y  trouve. 

Reprenons  le  problème  résolu  (7  i). 

Demm  mobiles  suivent  la  droite  KM  en  marchant  dans  le  même 
sens  avecdes  vUess^  ▼  a<  y't  rtfn  est  en  A»  l'autre  en  k'i  t^pfès 
emhim  âe  'iemps  se  rencQ/iUrent'ikt    .  ..' 

En  nommant  x  le  temps  inconnu*,  et  lî  la  distance  AA\  on 
a  réquation  (71)  ^  . 

Cette  équation  fournit  la  solution  du  ptoblènne,  lors  même 
qoe  ir  est  moindre  que  v\  pourvu*  que  l'on  regarde  1^ 
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» 

valeurs  négativei  «le  «  ÇPWm^  re{iré«9alM)t 
écoulé. 

Pour  généraliser  enooro  àMaalà^f  siqyposons  que  les  deux 

iDofbilesiie  mardient  pas  tous  4m  dm    db^loa  MV  on 
peut  eonsidérer  trois  eas  dîQttiicU  r 

1*  Le  mobile  A  niardievcrs  la  droite  et  le  molMle     vers  la 
gmiehe;  - 

l'équation  du  problèine  eçi.&lQrs,  comme  on  le  voit  facilement» 
§9  A  mardiant^vars  la  gauche,     marebe  vers  h  droite. 

hcs  n)o!)i1psnp  sp  rencontreront  jamais,  ^liis  ^  noMOiaul  m 

ii3  \mf^  éqaui^  ^mm  \m  r^MQuuU*^»  i^ur^ 

dr  Ëniln,  >i  l'on  suppooe  gue  {es  tnobilea  mrsclient  vers  la 
.  gandie»  en  aura  ' 

.  ^  *  ■  ^A' 

tm  —  vV»  ac  <f  guand  A  et  A'^marchent  véfs  là  droite , 

vx  -^v*x^d   '        A  vers  la  droite,  A'  vers  la  gauche, 
vx  -^-v'x:^d  A  vers  la  gaudic,  A'  vers  la  droite,  • 

X  d(^si^ne  un  temps  déjà  écoulé, 

tf0mp»m^  A^t  A' verslagiiuobe. 

Or,  ces  quatre  équations  peuvent  se  réduire  h  une  seule ,  ce  * 
qui  est  évidemment  un  avantage,  si  l'on  convient  de  représenter 
par  dos  nombres  né^^alifs  — v,  — v'  les  vitesses  diri<:ves  vers 
la  gauche;  d'aprc's  relie  convention,  il  faut,  en  effet,  remplacer 
dans  la  seconde  des  équations  ci-dessus  v'  par  — v'\  dans  la 
iroisièmtî,  v  par  — v;  dans  la  quatrième,  v  par  — ti,  v'  par  — v'; 

ai  de  plu»,  dans  la  troisième,  où  1  inconnue  désigne  un  lempt 
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écoulé,  4?  pur  — jv|  l^ilNre  deYiaiimil {mv 

OM  mibstilulions  : 

en  aorte  fovmulc 

rpu  en  4éduU|  CQnviciit  à  tous  les  cas. 

*       *     ,      •    •  •  • 

*       «         •  ^  «  *  • 

73.  1^9119  9*ayQn9  ço|j^^r<!i  jusip'à  présent  ^uq  les  MMMpns 
négatives  fourpies  par  uqe  équation  à  une  ipççnni^.  Le  civi  de 
plusiofirs-  4^(io|]8  doiiiie  li^  k  dçs  fçn^r^es  oi||ièrenient 
semblables. 

Supposons  qu'en  résolvant  le  systèiqe 

[l]       '  '  ax  -\-  by  =c,  .  ' 

on  til Iffonvé,  |>6ur  Tune  des  Ineùnniies,  on  fàor  UmUfê  denx, 
des vrienrs  négatives.  Soient,  par  example »  y p. 

Ces  valeurs  satiaflDâsantaméqiiitioiia  tUt  ooanra 

0t,  par  eons^nent.  ie$  v^i^ufii         «f^fi»  sati^pt  m 
Ainsi  donc,  en  prenant  poMvaauiDt  la  ftohiMon  négative 

y^-^ft  m        à  un  m^m  qui  4Hi^ç  du  prqposé  i)ar 

te  édaiijieiiient  de  $jgn«  des  tormc^  en  y.  On  verrait  de  mé^ 
si  ja  valeur  (lo  «  iUA\  î^égative,  on  pourrait  la  prendra  «|veç 
le  signe  -f ,  pourvu  qu'on  cliapgcAl  (laps     écjnîjtiQpg  propq- 
sées  le  sijçne  do  loqs  les  termes  en  x. 

Les  équaliops  nouvelles,  auxquelles  wilisfont  les  valeurs  né- 
gatives des  inconnues  prises  positivement,  correspondent  quel- 
quefois à  un  problème  peu  différent  du  proposé  ou  à  ce  problème 
lui-même,  entendu  dans  un  sens  plus  générai;  mais  celle  re- 
marque, comme  dans  le  pasdoa^fMatippsI^  une  incoium,  ne 
petit  âra  déve|iippéejqii«  s«r  dof  ^eilione  ppvii^iàrs». . 


Digitized  by  Google 


76  SOLUTIONS  NÉOATIW 

'  ConsidéréiM ,  pat*  exemple ,  le  problème  rnivant. 

79.  Problème.  Un  vase  de  capacité  y  est  rempH  dons  tw 
.  iemj^  t  par  n  robinets,  tersant  chacun  la  même  quantité  d'eau, 
èîpar  la  pluie  tombée  mrun  toit  dont  la  surface-est  s.  Vn  autrê 
vase  de  ecyMvtïé  V  eti  rmipli  dans  le  temps  f  jmt  b'  raftiaete 
semi4a^  muB  ptéeédewti^et par  la phtieUmbani  surfin  Mt  tf  ' 
aveelatàéÊns  M^UuiitéguesÊsr  mioU  s.  Mktirs  de  ces  immées 
la  quatUUé  é^em  x  insrséi  par  chaque  robM  êmu  4^unUé  de 
temps  et  la  quantité  y  versée  par  la  pluie  pendant  ckngua  unité 
de  temps,  snrthaquewnité  éc  surface  été  toit. 

Un  robinet  versant,  dans  l'unité  de  temps,  une  quantité  d  eau 
égale  à  X,  dans  le  temps  t,  n  robinets  verseront  nxt. 

La  pluie  versant  dans  l'unité  de  temps,  une  quantité  d'eau  y 
sur  l'unité  de  surface,  versera,  dans  je  temps  ^  sur  f>  unequan- 
.  tité  d'eau  syt,  on  aura  donc    ' . 

[1]  nwt+sptssiv, 

« 

En  exprimant  que  le  second  bassin  est^ren^U  dans  le  lenttiR'<^« 
on  aura  4e  même    .  * 

et  les  équations  [1]  et  [2]  permettront  de  calculer  x  et  y. 

Supposons  maintenant,  qu'en  les  résolvant,  on  trouve  pour  x 
une  valeur  positive  a,  et  pour  y  une  valeur  négative  — p.  Il 
faudra  en  conclure  (78)  que  les  valeurs  d^s^a,  satisfont 
aux  équations 

nxt  ^syt  sqpv, 
ufat^^êpt^fit. 

Ces  équations  con-espondent  h  un  problème  qui  différedu  pfo- 
posé,  en  ce  que  la  pluie  doit  être  remplacée  par  une  cause  qui 
enlève  au  bassin  une  quantité  d'eau  proj)ortionnelle  au  temps 
et  à  la  surface  s;  par  exemple,  par  l'évaporalion  du  li(|uide. 

Si,  au  contraire,  on  trouvait  pour  x  une  Taleur  négative, 
cette  valeur,  prise  positivement,  satisferait  aux  équations 

syt  — nxt  =t),  . 
-   .  s'yt'  —n'xt'  =  v'. 

Ces  éqnations  correspondent  à  un.prohlèrae  différent  du  pm- 
^  posé ,  en  ce  que  les  robinets  qui  versentde  Teou,  doivent  ^re  . 
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reOiflÊCéê  par  un  nomlNre  égal  de  causes  qui  en  enlèvent»  par 
«nnple,  par  4es  orifices  ou  des  pompes»  enlevant  vne  quiurt^ 
d'CBtt  parunité  do  tempè. 

80.  Les  remarques  faites  (74)  (70)  au  sujet  des  valeurs  néga* 
liTea  trouféea  pour  un  temps  ou  pour  une  longueur»  s'appli* 
quent  sans  modification  an  cas  où  les  équations  contiennent 
^us  d'ime  inconnue. 

iSO.  Les  iM>lttUofis  négatives  d'un  système  d'équations  sool  des  nombres 
négatifs  qui,  subttitiiés  aux  inoODinies dam  ms  équalionS,  A  traités 
coalmément  aux  ceotentionai  raïu&iiii  le  prnnier  ntBlm  êfjA  avae- 
\  iOad.-~70.To«tB  Sblâtion  aéialHre  d'une  équation  dn  premifrdagié'â 
' line ineonnns  étant  prise  positifanant,  satiafait  à  nne  antre éqHationqat 
.  l'on  obttant^n  changeant,  dans  la  première  lé  aigaa  de»  termes  qtn  fioa^ 
'  tiennent  rinoonnne.  Cette  ncnrrene  équation  correspond  qaelquefbis  an 
prohlènie  proposé  entendu  dans  an  sens  pUis  féaérat.  —  71  •  Problème 
dm  ooufriara,  interprétation  de.  la  .^tution  né^athie  par  nne  .lésfeiiB  . 
«ftenskm  de  réooocé.  Jnterpi^tion  de  la  sôhrtion  néjsili?e  dans  le 
'  problème  anivnnt':  dans  combien  de-  temps  l'âge  d*ttn  individn  sera-t-  - 
il  daeble  de  celui  d'nn  antre  tndhrida?  Intorprétatlbn  de  Ur  «obitfori 
négatfvé  dans  un  proMème  de  géonéfaîei  ^7t.  On  remarque  que  tontes 
*  leaaolnlionsnégaiimnnslaterprMetttpasanaainntnrellemetttqneoellsa 
dontil  tienC  d'èlfe  qoesMoa.— •  78.  On  prouve  en  géoérsl  qué  si-ron 
prend  pour  inconnue  le  temps  qui  doil  n'écouler  jusqu'à  un  certain  évér 
nementy  la  solution  négative  doit  être  comptée  dans  te  passé.—  74.  Le 
raiaonnenient  n*est  pas  tout  à  lÉli  général.  — 7tt.  Quand  on  prend  pour 
inf'onnue  la  distance  à  porter  sur  une  ligne,  à  partir  d'un  point  donné, 
-  les  solution^  négatives  doivent  être  portées  dans  une  direcUen  oppoaén  à 
celle  qui  correspond  aux  solutions  positives.  >—  76.  Le  raisonnement 
n*est  pas  complètement  général  ;  on  donne  nn  exemple  d'un  cas  dans 
lequel  il  est  en  défaut.  —  77.  On  introduit  quelquefois  des  nombres 
négatifs  comme  représenlalion  de  données  dans  l'énoncé  d'un  problème.. 
Introduction  de  vitesses  négatives  dans  le  problème  des  courriers.-' 
78.  Les  solutions  négatives  d'un  système  d'équalions  étant  priws  posi- 
tivement satisfont  à  un  autre  système  qui  diffère  du  premier  par  le 
changement  (le  signe  des  termes  qui  contiennent  l  inœnnue  dont  lu  valeur 
est  négative. —  7t).  Interprétation  des  solutions  négatives  dans  un  pro- 
blème à  deux  inconnues. —  80.  Les  remarques  laitee.  (74  et  7tt)t  s'ap- 
pliquenlaux  équations  à  plusieurs  inconnues. 
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EXERCICES.. 

t.  Oii  ddiifte  dès (iOtntS  Â,  b,     t),  slMft  imf  dtfé  lij^iie 
droiiè  àdéft  Ûitmteè  H,    é,     d'OÀ  Mtti  0  de  t!é(US  âh)&é)  , 

imxim  m  cétte  AmU  m  point  t  téi ,  ^ue  sa  dUiKhe^  titi 

point  quelconque  M  de  la  droite  donnée  9Ai  H  tnoyctlbë  défi 
distances  de  M  aux  points  A,  C,  D.  Montrer  qu'à  l'aide  de 
conventions  con\cna!)les  on  pôut  résoudre  le  problème  par  une 
seule  formule,  quelles  que  soient  les  positions  de  A,  B,  Ç,  D,  à 
droite  oii  à  gaUchc  de  0.     '  '      .  '       *  '  ' 

Ifr  OndoQlié  tesdttix^Mlee  «»  b  d^miMpëieetMhtiiMr^ 
GiIlNâerJft  bMteâcr  ite  triangle  oblm 
jusqu'à  leur  rencdtitfe;  interpréter,  la  solution  qtiftnd  elle  est. 

négjlllYe. 

,  *  •  .  -  ■ 

.  lUiloacrireuniieelaiigledepériiiràlMdosiiéd 
dont  Ja  base  «Bl-â  él  la  haulaur  A«  - 

IV.  n  pierres  sont  rangées  en  li^nc  droite  à  ilix  mètres  de 
tlislance  les  unes  des  autres.  Déterminer,  sm^  celte  droite,  la 
^positioBLd  an  point  X  iel  qu'il  y  ait  a»  £aifl  plus  de  cheoûtt  à 
faire  poiir  transporter  i  micoessivement^  ohaqoa  piMte  an 
point  X  que  pour  les  tranapoMo^  à  la  place  œeqpdè  par  la  pre- 
mière d'entre  dlea.  OU  sttpposere,  dans  leé  denit  caé,  «tue  Ton 
parté  de  eëtte  premlèré  |fierfe.  si  h  èdlnUon  e§t  tiègaUve,  est*li 
pt^fêtulé  de  rtiitërprétérr  ' 

V*  Deux  triangles  rectangles  ont  leurs  cotés  dirigés  suivant 
les  méuies  droites  et  roprcsen lés  par  a,  bi  u\  6'  ;  calculer  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés,  du  point  d'intct-section 

dés  hypotbénnaee,  ét  distinter  les  diiferente  eas  qui  peuvent  se  ' 
pr6séntéi^. 
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RéMluliofl  de  l'équaliou  du  moud  degré. . 

01.  l  ne  équation  à  une  inconnue  66t  du  second  degré  qmmU 
elle  peut  étro  mise  80UÀ  la  forma 

[I]  a^+bx  +  e^Q 

œ  désignant  rinconnue  et  a,     e  des  nombres  donnée. 

Fo«rré«0iidMr6quftlion  multifriioneeeedmi  tntnriiM 
pnr  4«,  oefDli$itpefiiiiB<45),  pottrvttqtirs  ne  toll  (M  nul  « 
et  jbieonB  passer  iac  dans  le  seeond  îtaenibre,  ii#tis  eMeildtoae' 

Si  BOUS  ^goûtons  ^  aux  deux  membres  de  cette  équation^  elle 
devient 

4M*    4eto + ^  m  ^    4ec  ; 

le  premier  mémbrp  étant,  comino  il  est  fiuHe  de  le  véHlicf,  le 
carré  de  ^  ^  6|  eelte  éifUatiott  peut  s'éeiire 

ce  qui  équivaut  U  , 

équation  du  )^temeit  degré  doilt  OU  dédUT 


dft.  Riamaoi  i»  La  formule  [2]  fommitdeux  mlcurs  distinctes 
de  car  Texpression  y/b'-^AM  représente  IndifiTéreiHlllent 
deux  nombres  égaux  <t  de  signes  oontraires.  Si  par  exemple 
l^^Aae  est  égsd  à  9,  v^ô*— 4ac  est  é|sal  à  +d  ou  &  —3.  On 
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■  •  • 

ifliUqoe,  en  féoéral,  celte  double  faleur  4i|  «^càl  en  écrivant 
la  fonnule    de  la  manière  suivante 


et  XotL  8oii8->entènd  alors  qne  +v^^ —  représente  la  va- 
leur  positive  du  radical  et  — y/^ — Aae  sa  valeur  uéj^alive. 

Les  solutions  d'une  étiuation  sont  api^elées  ses  racines  :  on 
peut  donc  dire,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'équation  du  se- 
cond degré  a  deux  raciacs  x  cl  x"  exprimées  par  les  lorinuies 


^  


—  b  —  y/b^  —  Aac 
2a 


aS.  RBMÂiQinlI.  Si  ^4ae  est  négatif»  v^^^4atf  ne  repré- 
sente, d*aprè8  nos  êonventlons,  aucun  nombre  ^losKItoa  né^ 
gàtif ,  et  Féquation  proposée  n'admet  pas  de  wilutlDn'.  Cepen- 
dant on  dit  alors  4Û'dlea4euxradnet.lHiif^iiièilm  exprimées 
parla  fortnii]e[2].     '  •  -  • 

On  désigne  en  général  sous  le  nom  de  nombre  imaginaire  la 
nicine  carrée  d'un  nombre  négalif.  Il  ne  faut  allaclior  à  colle 
locution  aucune  idée  relative  à  la  mesiire  dos  grandeurs.  Tn 
nombre  imaginaire,  semblable  en  cela  à  un  nombre  négalif, 
ne  représente  au(;uiie  grandeur;  mais,  de  môme  que  les  opé- 
rations faites  sur  les  nombres  négatifs ,  les  opérations  relali\es 
aux  nombres  imaginaires  reçoivent,  con\entionnellemenl,  un 
'eôis,  et  deviennent  un  moyen  . précieux  de  généralisation.  La 
première  de  ces  conventions  consiste  en  ce  que  le  carré  de 
l'expression  est  ---Â;  pour  déiinir  les  autres  opéra- 

tions, on  oonvient  d'appliquer  aux  nombres  imaginaires  toutes 
les        démontrées  généralement  pour  les  nombres  réds. 

Moiis  reviendrons,  du  reste,  dans  un  chapitre  spécial,  sur  la 
théorie  des  nombres  imaginaires. 

84.  Kbmarqub  m.  Si  6*  —  Aac  est  nul,  les  doux  \alcursde 
yjW^Aôc  se  réduisent  à  zéro,  et  les  racines  devienneiit,  l'une 
•et  l'autre, 

*  âS' 
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rêqualion  n'udincl  donc  qu'une  seule  solulioii.  On  dit  cepen- 
dant qu'elle  a  deux  racines  égales. 

8i5.  En  résumé,  l  équation 

admet  quelquefois  deux  solutions,  quelquefois  une  seule,  et 
quelquefois  enfm  n'en  admet  aucune.  On  dit  cependant  qu'elle 
en  admet  toujours  deux  qui  peuvent  être  réelles  et  diflë- 
rentes,  réelles  et  égales,  ou  imaginaires.  11  peut  sembler  puéril, 
au  premier  abord,  de  choisir,  ainsi,  une  forme  détournée 
pour  affirmer,  dans  tous  les  cas,  l'existence  de  deux  racines  qui 
n'en  existent  pas  pour  cela  davantage.  Ces  locutions  et  1  intro- 
duction dans  les  calculs  de  nombres  imaginaires  sont  cepen- 
dant une  conséquence  de  l'esprit  de  généralisation  qui  régne 
en  algèbre.  Il  serait  impossible,  en  effet,  d'opérer  sur  des 
expressions  littérales,  si  la  forme  des  résultats  changeait 
avec  la  valeur  numérique  des  lettres.  Il  faudrait,  à  chaque  in- 
stant, diviser  et  subdiviser  les  questions  pour  obtenir  les  for- 
mules correspondantes  à  telle  ou  telle  hypothèse.  L'adop- 
tion des  nombres  négatifs  et  imaginaires  a  pour  but  d'éviter 
cet  inconvénient.  Dans  une  question  particulière,  l'intro- 
duction de  ces  nombres  n'aurait  aucune  utilité,  mais  dans 
l'étude  générale  d'une  classe  de  questions,  ils  permettent  d'ex- 
primer et  de  démontrer,  en  une  fois,  des  règles  et  des  résultats 
qui  exigeraient,  sans  cela,  des  démonstrations  et  des  formules 
distinctes. 


Hclalion  entre  les  racines  d'une  équation  Ju  second  degré. 
8G.  L*équation 

ax*-\-bx-\'C  =  0 
a,  comme  on  l'a  vu,  deux  racines 


X  =  3  9 


^=  ÏT  ' 


6 
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«I  on  les  lyoute,  on  trouve 
cl  si  on  les  multi^ie 

la  somme  et  le  liroduit  des  racines  dépcndei^t  iXom  d'uue  ma- 
nière simikia  des  coeHicienU  de  1  équatiga. 

87.  D'après  ce  qui  précède,  la  solution  de  l'équation  du  sc- 

(  oud  (le^n  é  permet  de  résoudre  le  problème  suivant.  Trouver 
deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 

Soient,  en  effet,  S  la  somme  de  deux  nombres  et  P  leur  pro- 
duit, on  pourra  prendre,  pour  ces  deux  nombres,  les  racines 
de  réquation 

car  (86)  la  somme  de  ces  racines  est  S  et  leur  produit  P.  U  est 
ûkdle  de  donner  à  l'équation  [l]  une  forme  qui  montre,  a  priori, 
la  raison  de  oe  fait»  on  peut,  en  effet,  l'écrire 

OH  P  =  «(8— «), 

et  I  on  voit  que  résoudixi  cette  équation,  c  est  trouver  deux  nom- 
bres X  et  S—z  dont  le  produit  soit  P;  d'ailleurs  la  somme 
de  ces  deux  nombres  x+S^x  est  évidemment  égale  à  S. 

ApplicaUon  des  résulUU  précédeoU. 
au.  Si  a/  et    désignent  les  racines  de  l'équalion 


a' 


X    —  ^» 
a 


Si  Ton  divise  leti  deux  membres  de  l'équation  [IJ  pai*  a  cl  que 
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loD  remplace  ^  cl  ^  parles  valeurs préccdcnles ,  son  premier 
membre  devient 

ou,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 

(x  —  x')(x  —  x''). 
Ainsi ,  le  premier  membre  d'une  équalion  du  second  degré 

'a     '  « 

est  le  produit  de  deux  binômes  du  premier  degré  égaux  à  l'excès 
de  X  sur  chacune  des  racines. 

Si  l'équalion  proposée  esl  de  la  forme 

ax^  -\-  bx  c=^0, 

c'est  seulement,  après  l'avoir  divisée  par  a,  que  l'on  pcul  lui 
appliquer  le  résultat  précédent,  et,  par  suite,  avant  cette  divi- 
sion ,  le  premier  membre  esl  égal  à 

aix  —  x')(x  —  x"). 

UO.  Si  les  deux  racines  x'  cl  x"  sont  égaies,  les  facteurs 
j' — x'y  x — deviennent  égaux,  et  le  premier  meinbix;  est  un 
carré  parfait.  Ce  résultat  est  d'ailleurs  facile  à  vérifier.  Pour  (pic 
les  racines  de  l'équation 

ax'     bx  cz=Q 

soienl  égales,  il  faul  {M)  que  1  on  ait 

ft*  =  Aac , 

ou  ^  —  T 

Aa 

remplaçanl  c  |)iir  sa  valeur  cl  divisant  les  deux  membres  de 
l'équation  par  «,  celle-ci  devient 

c'esl-à-dirc  (^^~^) 
00.  Les  rclalions  qui  donnent  la  somme  cl  le  produit  d(^ 
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deoxnidnespeniiettent  d^détenniB^  sigties  sans  résoudre 
TéquatioA. 

On  voit,  en  effet,  d'après  le  signe  de  leur  (kroduil  -  ,.si  1^ 

racines  wnt  de  nième  signe  en  de  signes  contraires.  Dans  le 

premier  cas, le  signe  de  la  somme  — ^»  apprendras!  elles  sont 

toutes  deux  positives  ou  toutes  deux  négatives.  Dans  le  second 

'  cas»  l'une  est  positive  et  l'autre  négative,  et  le  signe  de    -  fait 
savoir  quel  est  le  signe  de  la  plus  grande. 

fisivn.1.  Les  racines  de  l'équation 

a-c— 4=0 

sont  de  signes  contraires,  car  leur  produit  est  —4,  et  la  plus 
grande  est  positive  car  leur  somme  est  positive  et  égale  &  3. 

Remarque.  Avant  d'appliquer  les  règles  précédentes  il  faut 
s'assurer  que  les  racines  sont  réelles.  Si  nous  considérons,  par 
exemple,  l'équation 

3a;  +  10  =  0, 

on  serait  conduit  (90)  à  regarder  les  racines  comme  touteadeux 
positives,  car  leur  produit  10  est  positif  ainsi  que  leur  somme  3. 
Hais  l'expression  6*— 4ae  (ttS)  étant  ici  égale  à  —31  est  néga- 
tive et  les.radnes  sont  imaginaires. 

Noos  remarquerons,  à  cette  occasion,  que  les  racines  sont  tou- 
jours réelles  lorsque  leur  produit  -  est  négatif.  Si,  en  effet,  - 
est  négatif,  il  en  est  de  même  de  oc,  car  on  a 

a 

et  le  facteur  est  essentiellement  positif,  ac  étant  négatif, 
Aac  est  négatif,  par  suite  — \ac  est  positif  et  il  en  est, 
a  foriiori,  de  même  de  6*  r-  4ac  ;  les  racines  sont  donc  réelles. 
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Examen  d'iu  cas  paiticuUer  remarquable. 
9t.  Lonqœ,  dans  l'équatioB, 

on  suppcNse  que  le  coefficient  a  prenne  la  valeur  0»  les  formuleii 
i|ui  exprinient  les  racineSt 


prennent  la  ibnne  afr=^^ 

^- — jp-, 

(l'un  autre  côté,  l'équation  proposée  devient, 

elle  est  alors  du  premier  degré  et  n'admet  qu'une  seule  solution, 

^' 

les  formules  générales  semblent  donc,  dans  ce  cas,  en  défaut. 

Remarquons  d'abord  que,  si  réellement  il  en  était  ainsi,  il 
n'en  faudrait  rien  conclure  contre  les  raisonnements  qui  y  ont 
conduit ,  car  ces  raisonnements  supposent,  expressément  (01), 
que  a  ne  soit  pas  nul. 

Cependant  les  valeurs  de  et  de  satisfaisant  à  l'équation 
proposée,  qoèl  queioit  «,  lorsfiie  «tend  vers  loéio,  Fmie  d'dies 
doit  approcher  de  la  sckitton  de 

C'est  ce  que  nous  allons  vérifier  pour  la  pranijte.  La  seconde 
augmente  évidemment  sans  limite  quand  «  diminue. 
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m  tormesdeeettelhiclioa  par      V^— 4ae« 
il  Tiendra  .' 

2a(— 6  — — 4ae)  * 

6tt  en  effectuant  la  mnltipltoaiioii  in<Uqiié6  an  numérateur,  et 
remarquant  que  l'en  a  le  produit  dela^eomme  de  deux  nombres 
— b+ ^b^^  Aac  par  leur  différence  —  6 — ^Jt^ — iae  \ 

b'—h'+Aac  Aac 

et  80U8  cette  forme,  il  est  évident  que,  a  tendant  vers  zéro, 
«  s'approcliedelayaieur  —  ^  on 


aoluUoa  de  ^«Iques  probiènei. 

OU.  PiOBUm  I.  Caiatitr  ia  profmdmir  d'un  pitijUs,  sachant 
gu*U  ^eii  écoulé  um  nmhn  t  de  êeetmde»  euin  Hnsioui  ak  l'an 
à  laissé  tomber  une  pierre,  et  celui  oé  le  bruil  qu'elle  a  fait  en 
frappant  le  fond  est  revenu  frapper  Voretlle, 

Pour  résoudre  ee problème ,  il  faut  se  rappeler  deux  principes 
do  physique. 

1°  L'espace  parcouru  par  un  corps  pesant  est  proporlioiincl  au 
carré  du  temps  écoule  depuis  le  commencement  de  la  chute*  et 
représenté  par  la  formule^ 


«tant UA ooaMdàit  eoMaiitégal  ft  t-im. 

2»  Le  son  se  meut  d*un  mouvement  uniforme  et  parcourt  âsâ»" 
par  seconde.  Dans  le  calcul  qui  va  suivre,  nous  représenterons 
sa  vitesse  par  v\  de  sorte  que,  dans  le  temps  t,  il  parcourt  vt. 

Soit  X  la  profondeur  du  puits  évaluée  en  iiièlres.  Kn  nonimatil  * 
h  le  nombre  de  secondes  que  la  pierre  met  à  descendre,  on  a 

[«]  «=i|^,  doù 
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8i  tt  désigne  le  temps  que  le  son  met  h  remonter»  on  a 

£2]  »r=W.,    d'où     ^,  =  5. 

en  sorte  que 

Pour  résoudre  eette  équation ,  mettons-la  sous  la  forme 
fiti  élevant  les  deux  menibrot  an  iiârrâ ,  on  A 


ou,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premtor  membre, 

•  * 

d'où  l'on  déduit 


Le»  deux  racines  lont  réelles,  ctlr  la  quutiU  placée  sons  le 
radical, 

est  évidemment  positive, 
il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  toutes  deux  positives  :  car 

leur  produit      est  posîtif,  ainsi  qué  leur  somme  (^+^^^- 

Le  problème  ne  peut  cependant  avoir  qu'une  solution  :  car  deux 
puits  de  profondeur  différente  ne  peuvent,  correspondre  à  une 
môme  valeur  de  Pour  ocpliquer  ^te  singularité,  et  trouver 
«elle  des  deux  raeiaee  qui  répond  à  k  ^questioni  remarquons 
qu'en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l'équation  [4],  nous 
formons  une  équation  nouvelle,  qui ,  il  est  vrai,  ne  i>eut  man- 
quer (l'èlre  salisfalle  si  la  proposée  l'est  elle-même,  mais  qui 
peut  l'èlre,  aussi,  sans  que  celle-ci  le  soit.  Les  deux  inemliro6 
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auraioni,  on  cflet,  même Cîirn^  s'ils  «Hnicnl  rgaux  cl  désignes 
contiaiics  ;  l'équatiou  [ô]  équivaut  donc  récllenieul  aux  deux 
suivantes:  '  .  ' 

'--.-Vfi  . 

La  première  de  ces  équations  correspond  seule  au  problème 

proposé,  et  8a  solution,  qui  est  moindre  que  t»l,  puisque  I— ~ 

est  positif,  satisfait  ù  ce  problème.  La  solution  de  la  seconde 
équation ,  qui  est  plus  grande  que  vt,  est  par  conséquent  la  plus 
grande  i-acine  de  :  elle  doit  être  rejetéc  comme  solution 
étrangère. 

Problème  II.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison, 
.    e'esi-à-dire  la  partager  en  deux  parties  telles  que  l'une  d'elles  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  la  lifjne  entière  et  l'autre  partie. 

Soit  0.  la  ligne  donnée  et  4;  1a  plus  grande  pai*tie,  on  doit 
avoir 

ou  iij*^ss(<i»— a?)a 

et,  par  suite. 

L'une  des  racines  est  positive  et  donne  la  valeur  de  l'autre 
est  négative  et  doit  être  rejetée. 

On  peut  interpréter  la  racine  négalivet  Désignons-la  en  effet 
par  —a;  on  doit  avoir 

OU  «*s=a(a+«); 

donc  m  est  moyenne  proporlionndle  entre  a  et  «  +  et 
répond  évidemment  à  la  qucslion  suivante. 
Trouver  sur  la  ligne  AU  prolongée 

X  A  = — b 
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un  point  X,  tel  que  la  distance  AX  (a)  soit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AB  {a)  et  XB  (a^-a). 

Il  arrive  donc,  cjinme  dans  la  plupart  des  problèmes  du  pre- 
mier degré  (7i5),  que  la  solution  négative  doit  èlre  portée  sur  la 
droite  AB  en  sens  opposé  à  la  solution  positive. 

PiOBLÈiiE  10.  Trouver  iw  une  ligne  PO  «im  foint  X  éffak* 
mmU  éclairé  par  deuw  hmières  K  et  B  dont  les  iaUenàiîh  §cnt  l 
et  ï;  on  donne  AP=a,  BQ=b  et  PQ=d.  AP  e/  PQ  étant  les 
perpendiculaires  abaissées  des  points  \et  h  sur  la  ligne  PQ. 


On  doit  se  rappeler,  pour  résoudre  ce  problème,  que  l'inteiH 
rité  de  la  Itmifère  est  en  raison  inrerse  du  eariift  de  la  distance 
du  point  éclairé  au  point  lumineux ,  de  sorte  qu'une  lumière 

d'intensité  •  éclaire  à  la  distance  m  arec  une  inleasité  ^ 
On  doit  avoir,  par  conséquent, 


i  \ 


UT 


m  en  désignant  PX  par    et,  par  conséquent,  QX  par  d-^œ 

i    _  f 

00,  en  diassant  les  dénominateurs, 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  solution  de  cette  équation 
et  des  conditions  de  j  ossibilité  du  problème,  cherchons  à  in- 
terpréter les  solutions  négatives  qu'elle  peut  avoir.  En  dési- 
gnant par  —a  une  solution  négative;  pu  doit  avoir 

if 


+  W+(d+V. 
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o»q«ifflt  pt&Mami  réqoâtloB  que Toti  «mitdA  éorfit  il, 

cherchant  le  point  X  à  gauche  de  P,  on  avait  désigné  par  « 

sa  distance  inconnue  au  point  P.  Les  solutions  négatives  four- 
nissent donc  des  solutions  du  problème  proposé,  pourvu  que 
l'on  porte  la  longueur  qu  elles  représentent  à  gauche  du 
point  P,  c'est-à-dire  dans  un  sens  opposé  à  celui  qui  corres- 
pond aux- solutions  positives. 

81. Résolution  de  Téquation  aai^-{-bx-\-c=:0. — 82. La  formule  trouvée 
dépend  de  l'expression  v'6*—4ac  et  est,  par  conséquent,  susceptible 
de  deux  valeurs  distinctes.  On  exprime  ce  résultat  en  disant  que 
l'équatîoodu  second  degré  a  deux  racines.— 85.  Lorsque  \/6" — iae  est 
négatif,  ^b*—iac  ne  représente  aucun  nombre  positif  ou  négatif;  on 
dit  alors  que  les  râoineeaont  iaaginnres.—  84.  Si  s/b^-^iac  est  nul , 
il  n'y  a  qu'une  seule  racine;  mais  on  dit  qu'il  y  a  deux  racinee  égales. 

au.  Dans  tous  les  cas ,  on  peut  dire  que  r^nntion  du  second  degré 
a  deux  radnest— -  86.  Expression  de  la  somme  et  du  produit  des  ra* 
cines. — 87.  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  aenuae  et  leur  pro- 
duit.—88.  Le  premier  membre  d'une  équation  du  second  degré  qui  a  pour 
racinet  uf  et  peut  être  mis  sous  ia  forme  {aù-^œf)  ((C— a/).  ^88.  Si 
les  dèUT  racines  sont  égales,  le  premier  membre  est  un  carré. — 80.  Les 
relations  qni  donnent  la  somme  et  le  produit  des  racines  permettent  de 
prévoir  leurs  signes  sans  résoudre  Téquation,  pourvu  que  l'on  soit  assuré 
qu'elles  ne  sont  pas  imaginaires.  — 91.  Examen  du  cas  où  le  coefficient 
de  X*  est  nul. —  92.  Solution  de  quelques  problèmes.  Casoù  une  racine 
positive  doit  élre  rejetée  comme  solution  étrange.  Qas  où  une  racine 
négative  s'interprète. 

£X£RaC£S. 

!.  Former  la  somme  des  carrés,  la  somme  des  cubes,  la 
somme  des  quiilrièmes  puissances  et  la  somme  des  inverses  des 
quatrièmes  puissances  des  racines  de  l'équation 

•  ■ 

II.  Conditions  nécessaires  pour  que  la  fraction 
soit  Indépendante  de 


WàMÊé  AU  SEOHIO  MORÉ. 


Aa^+Bx+C  _  Ay*+By+C  _  Ag^-fB^-t-C 
.  A'««+B«+ G*    AV+  B'irFQ'    AV+B'i  +  C  '  * 

deux,  dis  Bwobrtt  at,  y,  «  fon^  églit»  ffitir»  eiixi  4  miss  fue 
ron  n'ait 


9oil  iodépendanie  de  x  et  de  y. 

V.  Vn  ^()\^J^eu^  part  d*un  point  B  pour  aller  vers  C,  en 
même  tein[)s  (ju  nn  antre  voyageur  part  de  C  pour  aller  vers  B. 
Chacun  d'eux  marche  avec  une  vitesse  conslante.  Ces  deux  vi- 
tesses ont  un  rapport  tel  que  le  [iremier  arrive  en  C  quatre 
heures  après  qu'ils  se  sont  renoonlrés,  et  le  second  arrive  en  B 
neuf  lieum  après  cette  rencontre.  Quet  est  le  rapport  des 
vitesses? 

VI.  Hcbujiidrc  l'équation  •  " 


A  _  C 


•  IV.  Cottdttiotis  polir  que  la  fhu:tion 


ky  +  B'ary  +  Cji^+  D'y  +  E'a;  +  F' 


Ay«  +  Bxy-i-Ca^+Dy-f-E3?  +  F 


vn.  Résoudre  l'équation 


VIU.  Résoudra 

1  1 


JX.  Résoudre 


X.  Résoudre  . 

1  1 


XI.  Résoudre  ^r» -f  y'ôx  +  *■  =  4î  —  &t. 


0 
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Xfl.  LfanUe  de  V«*4-ôa?+l— »  lorsque^  a«gâeiileliMlé- 
fiiiiiimt, 

XIII.  Limite  de  a^^a*  —  6.  a  et  6  augmentent  de  ma- 
iMeàoeqnelenitport  —  s'approche  d'une  limile  fixe. 

XIV.  On  donne  un  oercle  et  un  point  0  sur  un  diomèlre. 
Trouva*  une  droite  P  perpendiculaire  à  ce  diamètre  et  telle 
qu'en  menant  parle  point  0  une  sécante  qui  coiq[)e  lecerde 
en  A  et  B,  et  désignant  par    et    les  distances  des  points  A 

et  B  à  la  droite  P,  lasomme         soit  indépendante  de  la 

P  9 

dbection  de  AB. 

XY.  Deux  cercles  étant  placés  l'un  dans  l'autre,  trouver 
sur  la  ligne  des  coitres  un  point  tel  que  les  distances  à  deux 
points  où  les  cercles  sont  coupés  par  une  même  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  centres  soient  dans  un  rapport  constant. 

XVI.  Résoudre  l'équation  •  - 

XVn.  Résoudie  l'équation 

XVIII.  Résoudre  l'équation 

XIX.  Résoudre  l'équation 


• 


CHAPITRE  IX 


ÉQUATIONS  QUI  SE  RAMÈNENT  A  CELLES 
DU  SECOND  DEGIiÉ. 


lî^ualioDS  bicarrées. 

05.  Quelques  équations  d'un  tlcgrc  plus  élevé  que  le  set'onil 
l)euvenl  se  ramener  à  celles  du  second  degré  par  un  cliangc- 
iiicul  d'inconnue. 

Nous  considérerons  en  particulier  l'équation 

[1]  ax*+6x«  +  c  =  0 

(|ue  l'on  nonune  équation  bicarrée. 

Si  l'on  prend  pour  inconnue,  cette  équation  devient  du  se- 
cond degré  :  en  posant,  en  effet,  x^s,  on  a  a7*=5*  et  l'équa- 
lion  [1]  devient 


d'où  Ion  déduit 


 25  ' 


cl,  parsude,      «r  =  ±y   ^  . 

X  admet  donc,  en  général,  quatre  valeurs  égales  deux  îi  deux  et 
de  signes  contraires.  Toutes  les  quatre  sont  réelles  si  les  deux 
valeurs  de  -  sont  positives;  si  l'une  de  ces  valeurs  est  positive 
et  1  autre  négative,  la  première  seulement  admet  une  racine 
carrée  réelle,  et  deux  des  valeurs  de  x  soiit  imaginaires;  etilin, 
si  l'éciuation  en  z  a  ses  deux  racines  négatives  ou  imaginaires, 
X  n'admet  aucune  valeur  réelle. 
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TraofiformAkMi  des  expreations  de  la  forme  V^a^- VST 
04.  On  peutque^uefoistnmsfonnerlâsexprcflfiioi^ 


œ  ci  ij  élani  coiiiiiiensarables»  aans  cela»  la  iransfonBation 
n'aurait  aucun  avantage.  On  a,  en  effet,  en  élevant  au  carré 
les  deux  membres  de  réQivitk»!  [1]» 

é^ttêUQn  k  liMlueUK  qh  ialisfei'a  évidemuicui    i  on  pose 
et  par  suite 

D'après  ces  deux  équations  [H  ,  a:  ci  y  mii  (tt7)  ïe&  deux  la- 
cines  de  Téquation 

cestrWirc  .  «±i^^ 


Si  donc  a'  —  6  est  un  carré,  les  valeurs  de  a:  el  de  y  bcronl 
riiUûiuieUeâ  cl  la  trausformaUoD  sera  eficçiuée  par  la  fonnuk 


Celte  formule  [5]  est  vraie  quels  que  soient  «  et  ^,  mais 
il  n'y  a  avantage  à  l'employer  que  si  a*^  b  est  un  carré. 

85,  RnuKQvi  I.  La  démonstration  de  la  formule  [5] 
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laisie  subsister  une  dittcallé  sur  laqndle  il  eoovieai  de  re- 
venir. 

L'équation  à  laquelle  il  faut  saUs{£Ùr0  étant 


Nous  avons  commmieé  par  lui  «AsUtuer  la  suivante* 

[2]  a  +  Vi=»«  +  y  +  Jv^iï, 

que  i*on  obtient  en  élevant  ses  deux  membres  au  carré.  Or  cette 

cqualion  [2]  est  plus  générale  que  la  proposée,  elle  pourrait  cire 
SiUisfaite  si  Ton  avait 

V^a  +  ^6  =  V'*  +  V^- 

Mais  si  nous  ooufeiions  de  prendre  les  radicam  avee  le 
signe  4-,  celte  dernière  ^;alité  deviendra  impassible  et  l'équa- 
tion [S]  devient  alors  eompmçment  équivalente  à  [1].  H  est 
évident  que  Ton  y  satisfera ,  en  posant 

Lorsque,  à  ces  deux  équations,  nous  substituons 


il  se  présente  une  difficulté  analogue  à  |a  précédente;  Téqua- 
tion  b^4x^  est  plus  générale  que^y^  ^  %^  et  pourrait  être 
satisfoite  si  Fou  avait —v^ssSv^ory;  mais  la  ditfiodté  disparaît 
encore,  si  Ton  convient  que  tous  les  radicaux  sont  positift. 

96.  RiMAioini  n.  Si  Ton  avait  à  transformer  V«— ^  on 

poseniil 

ou  a  —  ^isxx-j-p — 2V^y, 

et  Ton  y  satisfera  évidemment  en  posant 

flssSî+Jf. 
V6a:av^, 


0 
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iqui  ne  diSèrent  pas  des  équations  [4}.  «  et  y  ont  donc  les 
snémee  takurs  que  dans  le  cas  précédent ,  et  Ton  a, 

U7.  HuuiooBlU.  Pour  satisfaire  à  i'équation 
nous  avons  posé.  [3]  as^œ+f^ 

il  est  évident,  en  effet,  que  ces  deux  équations  entraînent  la 
proposée,  mais  on  peut  démontrer,  en  outre,  qu'elles  sont  né- 
cessaires si  l'on  suppose  que  a,     x     y  soient  rationnels. 
Ën  général,  si  i  on  a 

a,  b,  a'j  b'  étant  rationnels,  il  faut  que  a  et  6  soient  respccli'* 
vemeni  ^ux  kof  ei  V.  On  déduit,  en  effet,  de  li] 

et,  ea  élevant  les  deux  membres  au  carré, 

ô  =  (a'— o)* -f  2(a' —  c)        y  : 

le  premier  membre  est  oouunensnrable,  et  si  Ton  n'avait  pas 
a'=:a,  le  second  ne  fo  serait  pas;  a  doit  donc  être  égal  à  et 
il  faut,  par  suite,  que  b  soit  égal  à  V,  Pour  appliquer  ce  ré- 
sultat à  l'équation  [2],  il  suffit  de  remplacer  a'  par         et  b' 

pai'  4a:y,  car  %y/xy=^^ixy, 
'  IMpMt  ssMiptat  itéquÊlùMà  ilmullanées  de  degré  mpérisiir  au  prtvler. 

• 

M.  La  résolution  des  équations  simultanées  est  une  des  quec  • 
Uons  les  plus  compliquées  de  l'algèbre.  Nous  n'avons  pas  l'in- 
tention d'en  aborder  ici  la  tiiéoric  générale,  nous  nous  borne- 
rons à  traiter  quelques  cas  fort  simples. 

On  peut  résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues,  l'une  du 
premier  el  l'antre  du  second  degrê. 


Digitized  by 


ÉgUATlUNS  OUI  SB  RAMENENT  Al   SECOND  DKfiRE  ^ 

Soil ,  en  cITcl ,  le  système 

[I]  ax+6y  =  6-, 

[2]  Ay'  +  Bxy  +  Ca:*  +  Dy  -j-  Eo;  +  F  =  0. 

Oïl  déduit  de  1  équation  [t] 

Kn  portant  cette  valeur  dans  Téqiiation  [2],  on  obtiendra  une 
équation  du  second  degré  en  x,  qui  fournira,  pour  celle  incon- 
nue, deux  valeurs,  à  cliacune  desquelles,  correspondra  une 
valeur  de  y  fournie  par  la  formule  [3]. 

99.  Nous  résoudrons  encore  quelques  systèmes  simples,  pour 
faire  connailrc  des  artifices  fréquemment  employés. 

V  Soit  le  byslème     s^y  -f-  y^x  =;  30, 

i  ,1  ^^5. 

ou ,  eu  chassant  le  dénominateur  de  la  secoiule  équation  , 

-py(«  +  y)  =  30, 

Si  donc  on  considère  xy  cl  connue  deux  inconnues  u 

el     on  aura , 

î<t;=i30, 
6v  =  5m. 

La  seconde  équation  donne  v  =  ^  w  ;  en  subsliluaid  celte  va- 
leur dans  la  première,  elle  devient 

|««  =  30. 

OU  u*  —  36, 

u  ==t6; 

et  OU  en  conclut ,  v  =  ±:  5. 

Il  faut  adopter  le  même  signe  pour  la  valeur  de  u  el  pour 

5 

celle  de  t;,  [>uisquc  t;  =  -M. 


> 
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Si  nous  adoptons  les  faleiin  «xsè,  «ssS,  ona 

d  où  1  ou  déduit  pour,  x  ei  y  les  valeurs  2  et  3. 
Si  nous  adoptons  irs=  ^6,  oq  a 

d'où  Toil  déduit  pour   et  ^  les  Taleun  -^6  tit'  1 . 
Soit  eneorfe  le  système 

* 

La  -premièce  éqjoàtion  doTient,  a  l'on  chasse  les  dénomi-^ 
na|eurSy 

•    4«»+(4+y)ya;«  =  (8  +  4yjxyV+l2y*, 
que  Ton  peut  écrire,  *  ♦  -     ^  * 

*«»(2  +  yf  -  4xy\2  +  y)  +  4/=  16y*, 

le  premîeir  membre  étant  le  carré  de  d^i+y) — ^y**  ^^^^ 
éqûatkm  pont  s'écrire» 

ce  qui  équivaut  à  »  t 

a:(2  +  y)  — 2i<«=dfc:4y«. 

.  ■  •#        •     *  « 

Nous  pouvons  donc,  au  système  proposé,  subsUttier  les  deitt 
suivants: 

+       2y«=4y»      a:(2  +  y)  —  2y' =  —  4/ 

que  l'on  résoudra  sans  difficullc^  en  résolvant  l;i  so( onde  équa- 
tion par  rapport  à  a;,  et  reporUmt  la  vidcur  Irouvcc,  dans  la 
.  première. 

100.  Quelques  prohlèines  sont  lunsidorablcincnl  simplifiés 
par  un  choix  habile  de  1  inconnue.  En  >oici  un  exemple: 
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4  > 

Trouver  fmitre  nombres  9»  proportion  connaissant  la  somme 
d9$  moyaM'fs,  ia  tomme  des  extrêmes  2s',  el  la  souunc  des  carres 
des  quafre  termes  4q. 

Prenons  pour  inconnue  le  produit  j-  dcsmofCMS,  leur  somme 
étant  2it/il9  sont  (B7)  nicues  de  réqualiofi 

el  égaux ,  par  cooaéqueot ,  à, 

s  +  V     —  ar, 

r   

Ob  mra»  de  k  même  manière,  que  lea  extrêmes  sont ,  • 

Kn  fonnant  la  boiunic*  des  carré»  de  ocj»  ^ualrc  pa^pres&ious,  • 
ou  trouve  '       •  .  •  * 

•  •  • 

ré(|ltiatîOD  du  problèino  est  donc  .  , 

•  ■  . 

d*où  Ton  déduira  la  valeur  dé  et,  par  suite,- lesquatre  termes  • 
de  la  proportion  qui  sont, 

Il  est  naturel  dr  jucndre  i>our  iuLonnue  le  produit  des 
moyens,  parce  (juc  ee  produit,  pour  r[ia(|ue  projioilion,  n'nd- 
inct  qu'une  seule  valeur.  Si  I  on  clierehail,  par  exemple,  à  dé- 
terminer  un  des  moyens,  au  devrait  les  ti*ouvei'  tous  les  deux 
par  le  même  calcul ,  car  rien  ne  Ifa  distingue  dans  l'énoncé 
L'équation  aenût  donc  an  moins  du  second  degré. 

101.  jNous  donncronâ  encore  ha  solution  du  problème  sui* 
vaut:  , 

'T)pçtmr  une  pnporiiêi^ewfMiêtMt  laâomi^  4i  dr^ei  termes, 
^  iùmmè  4q  de  leure  entrés  et  la  somme  4c  de  leurs  cubes,  ' 

Prenons  |  our  ineonnue  la  difîérencc  4x  entre  la  somme  des 
cxii  èiucsct  la  soiuu:c  des  moyens,  9oit y  1^  produit  des exirèn^eti 


lOe         B(^ATiOMS  m  n  BAHÈIleitr  au  »NX)N0  bbcré. 

el  a,  6,  c,     les  qualre  termes  de  la  pro|H)i'Uoii ,  ou  a    '  ' 

d'où  Ton  déduîl,       «+^=^^  +  ^t  *  \ 

comme  ion  a, 

on  en  déduit  (87}  pour  a,  6,  c,  i/  leâ  valeurs 
.    •i+<r  +  v/(*  -f  ^j-'  — ^ 

La  somm^des  quatre  carrés  est,  couuiie  ou  le  calcule  Aitiî^  . 
iement,  '  ' 

et  la  souimc  des  quatre  cube», 
ce  qui  foiiniit'les  équations , 

que  iW  résoudra  sm  difificillté:  ' 

.  * 

a$suu£.. 

05.  Résolulion  de  i  equaiioii  bicarrée;  elle  peut  avoir  les  quatre  racines 
réelles,  deux  racines  n'elleset  doux  imaginaires,  ou  quatre  racines  ima- 
ginaires. -  84.  Transformation  do  l'expression  -f-  w^^e somme 
de  deux  radicaux.  —  OiJ.  lïxanien  de  quelques  difficultés  que  peut  pré- 
senter la  démoostfaiioQ  précédente.  —  86.  Oa  pMit,  par  !•  néaié 
calcul,  transformer  y/a  — v^.  —  07.  Pour  que  deux  exprvsaioas.da  k 
furmo  a-)-v6,  o'-f-y'î'  soient  égales,  a.  b,  a\  b'  étant  dos  membce» 
romrnensiinibles,  il  faut  que  l'on  ait  a  =  a',  6  =  ^'.  —  98.  RésoltUioilS 
de  deux  équations  à  deux  inconnues,  l'une  du  premier,  Taulredu  second 
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degrt*. — 9J).  Systèmes  dï-qualions  qui  se  simplifiont  par  un  changemonl 
d'inconnues.  —  100  et  ioi.  Solutions  de  deux  problùmed  qui  devien- 
nent ti-ès-fariies  par  un  cbuix  habile  de  l'inconnue.  . 

EXERCICES. 

L  Résoudre  les  tiquations 

H  m 

II.  On  4lonno  la  sonimo  7  dos  snrfaces  <lo  doux  l  oolniiglos,  la 
somme  a  deieui*s  bases,  cl  les  surfaces  p  et  p',  des  deux  roo- 
tanglesqni  auraient  labstt.de  l  im  et  la  hauteur  l'autre* 
Trouver  ces  VBCtaBgtos.  • . 

ni.  Tioiiver  tme  progression  connaissant  la  somme  de  9n 
termes,  la  somme  de  leurs  carré$  el  la  somme  de  leiir&cub^s. 

V.  Résoudre  iP(Sf  +  «)=P,  . 

•  •  * 

.  VI.  R^udre  %fib  +xy) + (a + b]  (a: + y)  ==  0,  • 
• .       î(«r+aîy)+(c-+-*(«+y)=0.  • 
VIL  Résoudre  a?  +  y  =  a,  aî»  +  y*=d*.  '  '     *    '  '  \ 
Vlir.  R^dre  les  deux  ^quatloin  . 

— ^i)(a  ^  #) = (» + jf). 
IX.  Réwodra  y|+y/^  =  ^+l. 

#)^.  Résoudre  les  équations 

=.  2  [6v  (rt  —  x}(<i  —  y)  +  «  V^C^  —  ^)^^  —  » 


« 


V 
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y  Xn.  TiroUYcr  quatre  nombres  en  projrressîon  par  quotient 
connafesnnl  leur  90inmc  et  cella  de  leum  carrés. 

XHI.  Trouver  un  nombre  de  deux  cbiAVes  tel  ^ue,  divisé  |Mir 
le  produit  de  ces  deux  chiffres ,  il  donne  pour  quotient  5|,  et 
que,  si  on  en  retranche  9,  oh  obtienne  le  nombre  renversé. 

XIV.  Tromer  un  noiiibro  de  trois  chifl'res  tel  que  le  second 
cldffne  soit  moyen  proporlionnei  entre  les  deux  autres,  que  le 
nombre  soit  à  la  somme  de  ses  chiH'res  comme  l2i  est  à  7,  et 
quien  lui  ajoulant  (M,  on  obtienne  le  nombre. fejfiyersé.  . 

XV;  Résoudre  les  équations 


^  +  !^ 


I  XVn.  Résoudre  les  équations  . 


% 


/  XVm.  Késoudre  les  équations 


XIX.  Résoudre  les  équations 


% 
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XX.  Rt^soudre  les  équations 

j:*  +  xy  +  y*_^      a:»~»xy  +  y«_  ^ 
x+y  '        X  — y 

XXI.  Trouver  cinq  nombres  en  progression  par  différence 
connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 

WII.  Trciiivrr  quatre  nombres  en  progression  [lar  différence 
connaissanl  leur  somme  et  celle  de  leurs  in\erses. 

/XXIIl   Késoudre  les  deux  équations 


(  I  ^  aj.)«ri  -f  y«)  _  (1  +        -  y')  =  4x»v'  1  +  y* , 
4xy  =  v/2(l  —  x')(l  —  y*). 
v^XlV.  Résoudre  les  deux  équations 

(.1*  -f  2/'.r' V  -f  ^'y*)(y *  +  2  bxy^  +  a*x*)  =:  -f  c ) Vy', 

x' -|- y'  =  2cxy. 


CHAPITRE  X. 

•    •  « 

THEORIE  DES  EVÉGALITÉS. 


.'•  Définllions.    •  : 

«02.  On  (lit  qu'un  nombre  A ,  osl  plus  grand  qu'un  autre 
nombre  B,  lorsque  la  différence  A— B  est  positive.  D'après  cette 
détinilion,  tout  nombre  positif  est  plus  grand  qu  un  nombre 
négatif,  el  les  nombres  négatifs  sont  d'aulanl  plus  grands,  que 
leur  valeur  absolue  est  plus  petite. 

Exemples.  On  a     '      i>— ^/  ..•     _.  ..  >. 

•         :'7>-2o,  *. 

on  a  aussi  *  0>  4. 

103.  Lorsqu'une  expression  qui  dépend  d'im  nombre  in- 
connu, doit  être  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre,  cette 
condition,  que  l'on  nomme  inégalité,  permet,  en  général,  d'as- 
signer des  limites  entre  lesquelles  l'inconnue  doit  être  ou  ne  doit 
pas  être  comprise.  Nous  en  donnons  dans  ce  chapitre  quelques 
exemples. 

'  /  •  .  Principes  généraujc  relatifs  aux  inégalités. 

104.  Une  inégalité  étant  donnée,  on  peut,  sans  altérer  les 
conditions  qu'eUe  exprime,  ajouter  ou  retrancher  un  même 
nombre  à  ses  deux  membres,  el  par  conséquent,  faire  laisser 
un  terme  d'un  membre  dans  l'autre  comme  s'il  s'agissait  d'une 
équation.  On  ne  change  pas,  en  effet,  la  différence  de  deux 
nombres,  on  les  augmentant  et  les  diminuant  également,  et 
i  inégalité  qui  existait  entre  eux,  subsiste,  par  conséquei^,dans 
le  même  sens,  après  cette  addition.  ... 

Ainsi,  à  I  inégalité  '        A  >  B  *  .         '  *.   •  "  ' 

•    .  '*•.'■ 

on  peut  sut)stituer,  quel  que  soit  w,     .  /      »  . 

^.  .    A4-m>B-|-m.  -      ,\  . 
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105.  On  peut  aussi  niulliplier  par  un  môme  nombre  les  deux 
membres  d  une  iné|caltté,  pourvu  que  ce  nombre  $oit  positif.  \sià 
deux  conditions 

A>B,  . 
«A>mB, 

sonl,  en  effet,  complètement  (équivalentes  puisque  la  différence 
mA  —  mB  ou  m(A — B)  est  da  mèipfi  signe  que  A.— B»  ai  »  esi 
positif. 

On  peut  aussi  multiplier,  par  un  nomlire  négatif,  les  deqx 
iftMonkm  d'nne  inégalité,  mais  il  faut  alors  en  changer  le  sens. 
Ainsi,  n  désignant  un  nombre  négatif,  les  inégalités 

A>B. 
nA<«B 

sont  équivalentes,  car  la  différence  f»A  — aB  ou  »(A— Bj  est 
de  signe  contraire  à  A  —  B. 

'  LÎiméme  remhrqiie  &*appllcp|e  à  1^  division  deç  c(eMX  mem- 
bres  d'une  inégalité  par  un  même  nombre,  car  la  division  par 

fl»  revient  à  la  nwiiifiiÙ^^i'Pn  P<ir  ^.  .  ..  -  ^ 

lOO,  Il  n'est  pas  toi^ours  permis  d'élever  au  CiUTé  les  deux 
membres  d'une  inégalité,  il  i^iul  pour  cela  qu  ils  soient  pukûiiCti..  . 
On  a,  par  exemple,. 

...     -3>-}i,  . 

et,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré,  9il  Mrai t. conduit  aux 
inégalités 

16>49.  '    ^  • 
9>8l  . 

qui  sont  indtactes. 

On  ne  peut  pas  non  plus  extraire' la  racine  carrée  des  deux 
membres  d'une  ipégalltc,  h  molhs  i|ne  Tpn  ne  prenne  les  té- 
Sttltats  positivement.  Ainsi 

A»>B» 

n'entiratne     .      •  •  A>B 

•  • .    .         •  •  • 

que  si  A  est  positif. 

*  * 
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107.  Quand  on  a  deux  inégalités  qui  ont  lieu  ilans  le  tnfHie 

C>D; 

si  on  les  ajoute  membre  ù  membre,  on  oblieni  uue  nouvelle 
inégalité         *•  " 

A  +  OB+D 

qui  est  exacte,  mais  qui  ne  peut  pas,  coniine  lorsqu'il  s'agit 
(1  équations,  remplacer  une  des  deux  |>roposées;  en  d'autres 
termes,  les. deux  systè^ies   .  -,  .  , 

:'A>B 

C>D 

A>B 

A+OB  +  D        -  . 

ne  sôot  paf  équivalents.  Le  second  est  une  conséquence  du  pre- 
mier, mais  le. premier  n*est  pas  une  conséquence  du  second. 

Ittéftliys  du  premier  degré  à  use  bieoimue. 

*  i 

IBB.  IJne  inégalité  à  une  inconnue/est  dite dnpjneniler  degré 
qdand  elle  peut  se  ramener  à  lu  fonne 

Aa:  +  B>A'«+B', 

A,  B,  A',  B'  désignant  des  nombres  donnés.  Poipr  trouyer 
les  "valenrÂ  de  «  qui  y  satisfont  ,  je  lais  passer  les  termes  d'un 
membre  dans  l'auli'e  (104),  do  luaiiiorc  à  lui  domier  la  forme 

.  (A— A')a?>B'— B, 

fu  divisant  les  deux  membres  par  A  —  A',  on  en  déduira,  sui- 
vant que  cette  diflidrepce  sera  positive  ou  négative 

^B— B  .^B'-'B 

Il  soIQit  donc,  suivant  le  cas,  de  prendre  x  plus  grand  ou  plus 
petit  qu'vne  certaine  fimite.  On  peut  remarquer  que  cette  Hmile 
est  précîsAnent  la  valeur  de  »  .qui  rendrait  les  ileifx  membres 
é^aus.  •  * 
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iOO/Nôuft  résoudrons,  eômme  app1îiialion,ia  question  sui- 
vante : 

Deux  points  A  B  aonl  situés  à  une  distance  2c,  on  sait 
qu'un  point  M  est  tel  qw  AM-j-MH  — 2a,  a  étant  une  lifffie 
donnée ,  plus  f/rande  que  c,  entre  quell^^  limtes  doit  être  coiU' 
prise  la  distance  AM? 

Supposons  d'abord  AM  >  BM,  en  nonrunont  x  et  y  ces* deux 
lignes  AM  et  BM ,  on  a,  d'après  Ténoncé, 

[1]  '      a:+y  =  2a. 

I>e  plus,  pour  que  le  triangle  AMB  soit  possible,  il  faut  que  le 
èôté  ÀB  ou  Sff  soit  moindre  qiie  |a  somme  des  deux,  autres  et 
plus  grand  ^itc  leur  difléreooef  c'est-à-dfre  que  l*on  doit  avoir. 

[2]  «<?<a;  +  y^  .  . 

(S}       '  •    •  iif>4?'— y. 

La  première  de  ces  inégalités  est  une  conséquence  nécessaire 
lie  [1]  :  on  peut  donc  la  supprimer.  Quant  h  la  seconde,  si  on  j 
remplace  x  par  sa  >aleur  2a — y,  elle  devient 

4  •  •  •  •  ■ 

OU  5to— îf<Ste, 

qui  équivaut  à  *  y>«— çu  « 

y étibit  plus  grand  que  a-— c ,     qui  est  égal  à  lu— y,  et  par 

conséquent  d'autant  plus  petit  que  y  est  |)lus  grand ,  doit  être 
moindre  que  2a —  (a  —  p),  c'est-à-dire  que  a  -j-  c. 

«  #  *  • 

.  On  doi|  donc  avoir       y>a^P  ' 

x<a-\-c, 

y  désignant  le  pins  petit  et  x  le  plus  grand  des  deux  o6lés  AM 
et 


Inégalités  Ju  teesoé*  degré. 

110.  l'ne  inégalité  est  dite  du  ^cond  degré  lorsqu'elle  peut 
se  mettre  sous  la  forme  <  '  *  .  * 

Aaî^+Biî  +  OO, 

ou*  Ax^  +  Bar-f  C<0, 
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A ,  B,  C  désignant  des  nombres  donnés,  et  4?  le  nombre  ineoi^m 
dont  il  fdut  déterminer  les  limites. 

On  peut  diviser  1^  deux  nfembres  île  cette  inégaJUi^  pajr  A,  en 
en  changeant  le  sens  (105)  si  A  est  négatif,  ei  la  rantener  ainsi 
àTunedeafomies,  t.    .  .  . 

peig  désignant  les  rapports  ^  et  ^,  qui  peuvent  être  des  nom- 

lii^eiB  quekxmques  positifs  011  ô^aiif». 
'  Cherchons  donc  pour  qqeiles  valeurs  de       le  frinoinç 
a^+P^  +  y  «si  positif  ou  négatif. 
.   d  convient  ife  distinguer  t^ois  cas  : 

1"  Véquation  a  df^x  racines  réelles  et  inrgakf. 

En  nommant  x'  et  x"  ces  deux  racines ,  on  a  alors  (88)  identi- 
quement 

"  «•rf-/'*  +  î  =       —  — 

Pour  que  xc'+^a^+^soii  p0sitif,  il  eH  dane  nécessain»  f^ 

suffisant  que  a?  —  a/  et  ar — af  soient  de  mêmes  signes,  c'est-à- 
(lire,  que  x  soit  plus  prmnd  que  la  plus  grande  des  deux  racines 
ou  plus  polil  que  la  plus  petite.  ■ 

Si  a:  est  compris  entre  les  deux  racines,  les  deux  différences 
X  —  xf,  X  —  xf'  sont  de  signes  contraires,  et  a?'  -^|ïa;  +  ^  es} 
négatif.     .  "     *  '  . 

2»  L'équàiion  x**  -j-  px  +  q    Q,  A  m.  detfç  racines  igqUs, 
£o  nonuiiaat  a/ leur  valeur  conunuDe,  oaa  (88) 

et  comme  «n  carré  ne  peut  jamais  être  négatif,  Tinégalilé 

.est  impossible,  et  rinégaiité 

est  toi^pwra  s«IMai«,  imrvuque  m  snitdifléreiitâe  if. 

$•  VéqiÊaHim'  x*  +  {tx  +  q =0  a  ses  rtfçirm  Hm/fin^irÊS* 

Ona  f^Aq^Q  ou  ^'-q<0; 


THÉORIE  Dta  INÉGALITÉS.  M 

01,  uu  a  ideuUqueiucnl 

»  *  • 

.a^|à^^e8tdonck8onl^lededelll^piu1î  (^'^) 
et  9— ^ ,  et  il  ne  peut    s'iMmider,  oi  devenir  négatif. 

est  dojac  to^|cHU'S). satisfaite,  ^t  l'inégalité  - 

est  impossible. .  .    '  *  ' 

fiUMPUi  1.  Soit  rintigalilé       '  * 

—  3«"— «la?— 1>0: 

elle  équivaut  à 

.  ^  égalant  le  premier  Amnlife  àiéro,  oa  Irouvei  punr  nNlnes, 
— I  et  —  |.  11  faut  donc»  pour  qu'il  soit  négatif,  que  Mit 

compris  entre  ces  deux  racines,  c  esl-ù-dire  il  faut  que 

.*<-â'./>-|- 

£xfiiiPL£  U.  Soit  encore  rinécalilé 

•      •      •    *  •  •  . 

.  ao»— lE*— 7<0; 
«Ile  équivaut  à  Ji^  — 3«  +  7>0;      *  ' 

br  les  radiies  de  réquotioa  a^rr  ix+7=^0  élanl  iuwginaim» 
rin^galité  proposée  çat  satisHiite  quel  que  soii^.  . 

iii.  La  théorie  des  inégalités  sert  fréquemment,  dans  la  dis^ 
cassion  des  prplilèaies,.è  déterminer  leurs  conditions  de  possi» 
bilité;  âoiis  en  donnerons  quelques  exempleSr 
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PionAiB  L  Déicrmintr  tes  eétéi  à^un  trkmj^  reeiùnffk  «mk 
naissatU  $a  turfltee  m*  et  sm  périmèire  8p. 

Soient  y,  «  les  côtés  du  triangle ,  s  étant  11iypotémMie«  on  u, 
d'après  l'ûioBCé»  et  en  se  servant  de  proposilions  très-oonnues, 

[3]  9i»^3=xy.  • 

En  multipliant  par  2  les  deux  membres  de  la  Iroiftiènie  équa* 
tien ,  et  Tiûoutani  ensuite  à  la  première  »  il  vient 

OU 

•  La  seconde ,  duniie  d'ailleurs  1  équation 
d'où 

En  égalant  les  deux  valcuriï  de  (j^+y)'  fournies  par  les  équa- 
tions [4]  et  [j],  il  vient 

Qu,  en  efléctuani  l'él^^tion  au  carré  indtipiée  dans  le  second 
membre,  et  supprimant  le  tci*me  z*  qui  est  commun , 

«  * 

d'où  i  on  déduit. 

On  voit,  par  celte  valeur  de  ({ne  rune  des  cuudKions  de  pos- 
sibilité du  problème  est  f^'>m\  mats  cette  condition  ne  suffît 
pas,  iltàut,  en  outre,  que  Ton  trome  pour  x.et  y<des  valeur» 
positives  et  réelles.  Or,  5. étant  connu,  lèséqnatinns  [2]  et  [3] 
font  connaître  x-{^fjei  xy,  et  donnent 

« 

X  et  y  sont,  par  conséquent,  racmes  de  Téquation 


THl^aaiB  DIS  IRKOAUTBS.  •  lll 

On  \oit,  a  riiispcclion  de  celle  équation,  que  les  racines' 
sont  positives  si  elles  sout  réelles.  11  suffit  donc  d'exprimer 
qu'elles  sont  réelles,  c'esl-à-dire  que  i  on  a 

'ou,  ce  qui  revient  au  m^me ,  puisque  4|)^  est  positif , 

'ou,  en  extraimit  la  raclne  canrrée'des  deux  membres,  cé  qjH 
est  permis,  puisqu'ils  sont  positife*, 

(71  ^+ni^>9pm^i. 

Telle  est  la  condition  à  laquelle  p  dm  doivent  satisfaire;  on 
peut  en  déduire  les  limites  entre  lesquelles  peut  varier  p  pour 
une.  valeur  donnée  de  194  *  ou  m  pour  une  valeur  de  p»  iious 

obliendrons  ces  deux  résultats  àlafois,en  posant  ^=r.'  Si,  en 

eflct,  l'on  divise  par  m*  les  deux  membres  de  l'inégalîté  [7}, 
elle  devient 

ou  '  r'— 2rv/2+l>0; 

d!eù  ïo(k  conclut  (itO)  que  r  doit  éire  plub  grand>(pie  la  plus 
grande  racine  de  réquatkm  y'— 3rV2+ 1  =sO,  ou  plus  pefit 
que  la  plus  petite,  c'est-à-dire  plus  grand  que  v/i  + 1,  ou  plus 
j^tit  que  v2  —  t-  Mais  p  élani,  coniuic  on  l  a  vu,  plus  graud 

que  M,  te  rtipport  ~  ne  peut  pas  être  moindre  que  ^  —  1  ;  il 

faut  donc  qu'il  soit  plus  «^rand  (|uc  v  2  -(- 1  ;  et  telle  csl  ki  con- 
dition de  possibilité  du  probièine.    .  *        ,  . 

.RfiMAioni.  Le  trianglc  rectaogle  dont  Ic  pérîmèire  est  S/»,  et 
ia  surface  m*  n^st  possible  que  si  ^  est  plus  grand  que  t/ï  + 1  ; 

etparsuitè   :  «<^-=^ — , 

_  « 
p>m(\^2  +  \). 

Ces  inégalités  feurnisfienl  les  solutions desqueslions  suivantes  : 


H2  nitlMllK  DES  INÉ(;.\LirRS. 

Quelle  esl  la  plus  graîule  surface  «juc  puisse  avoir  un  triangle 
rectangle  de  périmètre  donné? 

Uuel  est  le  plus  petit  périnictic  <jue  puisse  avoir  un  triangle 
rectangle  de  surface  donnée  / 

Problème  il.  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  r  un  cylindre 
dont  la  surface  totale,  y  compris  les  deux  faces,  soit  équivalente 
à  un  cercle  de  rayon  donné ,  nm*. 

En  nommant  x  le  rayon  de  base  et  y  la  hauteur  du  cylindre, 
la  géométrie  fournit  inunédialemeiit  les  équations  buivanles  :  • 

ou  en  suppriimal  Iç  lacUui^  ir. 

On  déduit  de  [2]       y  = 
et,  en  substituant  dans  [l], 

(>n^~2x»/ 

uu,  cbûSëant  les  dénominateurs  et  réduisant  les  ternies  sem- 
blables, 

205*  —  (4/w« -I- 16H  V  +  m*  =  0, 
d'où  l'on  déduit 


[3]     x^y  —  ■  ^  . 

A  la  seule  inspection  de  l'équation  bicarrée  (pd  donne  les 
valeurs  de  x*,  on  s  aperçoit  que  si  les  racines  sont  réelles, 
elles  sont  toutes  deux  positives,  et  fournissent  [Kir  conséquent 
chacune  une  valeur  réelle  de  x.  Alais  il  ne  suffit  pas  que  x 
soit  réel  et  positif,  il  faut  que  y  aussi  le  soit;  \yQX  suite  on 
doit  avoir 

j»*— 2a?'>0, 

.  m 

v/'2 


nrtoin  MB  mloiLtr^  .  lia 

Le  problème  aura  donc  autant  de  solutions  qu'il  \  aura  de 
valeurs  de  x  fournies  par  la  formule  [4] ,  et  satisfaisant  à  celle 
condition. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x  conviennent,  il  faut  d'abord 
ifu'eOes  soient  réelles;  il  suffit  pour  cela,  comme  nous  Tavons  * 
dit,  que  celles  de     le  soient,  ce  qui  exige  seulement  l'iné^  . 
gaiité, 

(4m*  +  16R«)«>80«l*, 

ou  4i«»  +  16R»  >4v'5.m\ 

c'est-à-dire 

£4]     ' . 


•  Celle  ooBditba  étant  rainpUe,clier(teiis  dans  quel  cas  Isa 

leurs  de  x  satisfont  toutes  les  deux;  il  flint,  pour  cela,  qu'elles 

sctoil  moindres  que       et  il  «lifti  évidemment  d'exprimer 

que  la  plus  grande  remplit  cette  condition  et  que  Ton  a,  ' 

T>  15  • 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant. 


Si  m  est  moindre  que  R,  celle  inégalité  est  impossible,  et  il 
ne  peut  pas,  par  conséquent ,  exister  deux  solutions. 

Si  m  est  plus  giand  que  R,  les  deux  membres  de  Tinégalité 
étant  posttifo,  on  peut  les  élever  an  carré  après  les  avoir  divisés 
l'un  et  l'autrepar  4,  il  vient  ainsi 

lôCai^  —  R«/ Xm' +  4RV  —  W, 

ou  '  ^  *aïw^*^4a»i*R*>o, 

cestrà-dire  ■•*>2R*. 

D'ailleurs,  pour  que  x  soit  réel,  on  doit  avoir 

4R*  ■  "  . 
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ii4  XBÎO&IK  DES  INEGALITiS. 

pris  entre  2R*  et  -=  . 

Un  calcul  facUe  prouverait  que  la  plus  petite  valeur  de  x  sa- 
tisfait dans  tous  les  cas,  cl  fournit  une  solution  du  problème 
toutes  les  fois  qu  cUe  est  réelle. 

BnuiOiiB.  Op  peut  se  rendre  compte,  de  la  manière  suifsntet 
des  résultats  que  nous  Tenons  d'olitenir. 

Si  Ton  examine  les 'valeurs  successives  par  lesquelles  passe 
la  surface  d*un  cylindre  Inscrit  dans  une  8{Aèrê  lorsque  le 

rayon  de  la  base  augmente  depuis  0  jusqu*au  rayon'  r  de  la 

sphère,  on  voit  que  cette  surface,  d'abord  nulle,  augmente  jus- 
qu'à une  Umitc  que  le  ^cul  fait  connaître ,  et  qui ,  d'après  ce 

qui  sèéeède,  est   i^fi*  ;  pi^  éOe  dUnàme  Jusqu'à  la  ndeittr 

2itR%  qui  correspond  au  cas  où  la  hauteur  étant  nulle,  le  cy- 
Hndre  se  réduit  à  ses  deux  bases  qui  sont  deux  grands  cercles. 
Or,  en  augmentant  depuis  zéro  jusqu'au  maximum -pour  di- 
jninner  depuis  le  maximum  jusqu'à  2«R*,  il  est  évident  qué  la 
surfis»  du  cylindre  passe  deux  fois  par  toutes  les.irâileurs  com- 
prises entre  le  maximum  et  .isKS  et  une  seule  fois  par  celles 
qui  sont  moindres  gue  23cR*. 


102.  Définition  des  expressions  plus  grand  que,  plus  petit  que,  quand  il 
s'agit  des  nombres  négatifs.  -^105.  Ce  qu'on  entend  par  résoudre  une 
inégalité.  — 104.  Oo  peul  ajouter  ou  retrancher  un  nombre  quelconque 
aux  deux  membres  d'une  inégalité.  — 10^.  On  peut  aussi  multiplier  les 
deux  membres  d'une  inég^alité  par  un  nuDmbre  positif.  Si  on  les  multiplie 
par  un  nombre  négatif,  il  faut  changer  le  aans  de  rinégalité.—  106.  On 
ne  peut  pas  toujoai»  élefttr  aa  escré  n$  «atraire  hr  radne  carrée  des 
deux  memlAres  d'une  inégalité.  — 107.  On  peut  ajouter  deOx  Inégalités 
qai  eat  Oéu  dans  le  néme  sens  /nais  Te  réadluit  ne  peut  pas  remplacer 
rone  d'eues.— 106.  InégaUtés  du  premier  degré  à  mia  inconnue.  — 
108.  OoDQaiasaiit  la  base  d'an  triingle  et  la  somme  de  ses  oôlés;  trouver 
sniBa  qoeitos  limilés  ssaC  ooaipnsM  «étéa^  140.  laégalilésda  aeoond 
degré  ;  la  qnestioa  se  ramène  toiyoïirs  à  savoir  pour  quelles  Valeurs  de  m 

.  le  triopme  ùl^+œp-{-  q  est  positif  on  n^tUl  On  doit  distinguer  trois 
«•s  :  4*  Si  le  trinôme  ^+pai+q  égaléi  aéro  a  les  raciaes  réelles  » 
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il  est  négatif  lorsque  x  est  compris  entre  les  racines ,  et  positif  dans  le 
cas  contraire  ;  2"  Si  les  racines  sont  égales ,  le  trinôme  peut  s'annuler, 
mais  ne  devient  jamais  négatif;  3"  Si  elles  sont  imaginaires,  il  ne  peut 
ni  s'annuler  ni  devenir  négatif.  —  iii.  Application  de  la  théorie  précé-  * 
dente  à  la  discussion  de  quelques  problèmes.  '  ' 

EXERCICES. 
1.  Déduire  (l6  l'kié0ftUlé, 

•  •  •  .  .  / 

les  limites  entre  lesquelles  dr  dk>it  être  compris,  a  étantphis 
grand  que  6.  . 

n.  tlonditioiis  néeessâîres  pour  qaê  FinégalHé 

é 

Ay« + Bay  +  C«» + Dy  +  E» +F  >  0 

•»  •  • 

soit  satisfaite,  quels  que  soient  ««fr y.  •. 
ffl.  Gcmditions  pour  que  rinégalké 

+ 2Ca? + 2C'y + 20"  J + D  >  0  > 

soit  satisfaite ,  quels  que  soient  x,yei9. 

fV.  Hener  d'un  point  .à  un  cercle  une  sécante  de  longueiir 
donnée,  et  cherdier  les  conditions  de  possibilité.  On  donne  la 
perpendiculaire  b  abaissée  de  ce  point  sur  un  diamètre  dtt'o^ 
de,  la  distance  a  du  pied  de  cette  perpendiculabre  au  eaitre,et 
le  rayon  R  du  cerde.  •      *  . 

V.  On  donne  un  point  0  et  un  cercle  dont  le  centre  est  en  C, 
et  le  rayon  égal  à  R.  La  polau*e  du  point  0  e$t  une  perpendi- 
cuiito  à  OC  menée  par  ud  point  X  de  cette  droite,  tel  que 
GX.OC^R*.  Deux  cerdes étant  donnés,  troutersinnpdnide  ' 
leur  plan  peut  aToir  même  polÉù»  dans  l'un  et  dansrtmtre. 

YI.  *^'^'*7adê3  est  compris  entre  la  plus  iprande  et  la  plu».  • 

petite  des  expressions  y  a,  f^ï,  ^o,  J^.. 
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VIII.  ^r'+y' — ^y  —  y^x  est  toujours  positif ,  quelles  que 
«lient  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  »  et  de  y. 

IX.  3(l  +  a*  +  a*)  est  plus  grand  que  (i+a  +  o*/,  quelles 
que.  soient  les  valeurs ,  positives  ou  négatives,  de  a. . 

X.  est  plus  grand  que  (a+6— c)  (a+c— 6;  (^-j-c—o), 
'  quels  que  soient  les  nombres  positifs  o,  6,  c. 

XI.  ûfr(a+d)-:hac(a+0+M^+^»â^>  ^  soient 
•Jes  nombres  positifis  a,  6,  e. 

XII.  Quels  que.  soient  les. nombres  positifs  Oi,  ot,  ai...a«, 
prouver  que 
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CHAPITRE  XI.  '  . 

QUELQUES  QUESTIONS  DE  MAXIMUM  OU  MINBRItf. 


llii.  Lorsqu'on  cherche  à  rendre  une  grandeur  égale  à  une 
quantité  donnée ,  le  problème  n'est  souvent  possible  que  sous 
certaines  conditions.  Dans  la  plupart  des  cas,  il  faut  que  la 
quantité  donnée  soit  comprise  entre  certaines  limites  que  la 
discussion  fait  connaître.  Ces  limites  déterminent  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  que  l'on  puisse  attribuer  à  la 
gi'andeur  considérée,  c'est-à-dire  le  maximum  et  le  minimum 
de  cette  grandeur.  On  en  a  vu  des  exemples  dans  le  chapitre 
précédent;  nous  en  ajoutons  ici  quelques  autres,  en  y  joignant 
la  solution  de  quelques  questions  de  maxima  et  minima  qui  se 
résolvent  d'une  manière  moins  directe. 

115.  Problème  I.  La  somme  de  deux  nombres  x  et  y  étant 
donnée  et  égale  à  2a ,  entre  quelles  limites  peut  varier  leur  pro- 
duit^ •    -»    •  ;i  •      »  ^»..'   •»*:•  .'^  • '.'î 

Nommons  p  le  produit  des  deux  nombres  x  et  y,  cherchons 
à  les  déterminer  :  nous  verrons  ensuite  quelles  conditions  p  doit 
remplir  pour  que  le  problème  soit  possible.  . 

On  a  ' 
\W  x  +  y  =  1a, 

'[2]  3cy=Py 
X  e\  y  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

[3]  2az-fp  =  0, 

cl  leurs  valeurs  sont  réelles  (82) ,  si  l'on  a 

a*  est  donc  la  limite  que  p  ne  peut  surpasser  et,  par  conséquent, 
le  maximum  du  produit  xy.  Il  n'y  a  pas  de  minimum. 
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ommcm  m  wàmtm  ou  Mmiimi. 


Si  l'on  suppose  p~a*,  Téquation  [3]  a  ses  deux  racines 
égales  ii  a  \  le  produit  maxiiiium  correspond  doue  au  cas  où  x 
et  ij  sont  égaux  à  a. 

.   Du  résultat  précédent,  on  peut  en  déduire  plusieurs  autres 
qu'il  ae  serait  pas  aussi  fodle  d'obtenir  directement. 

Aâ4.  TaioRéirE.  La  somp»  d9 piuHsitt^  nmiwies  jMmitifs  Am< 

donn^,,  leur  produit  est  le  plu9  grand  possible  quand  ils  sont  tous 
égaux. 

Les  nombres  considérés  ('tant  tous  moindres  que  la  somme 
donnée,  leur  produit  ne  })eut  surpasser  toute  limilei  ilest  donc 
.  susceptible  d'un  certain  maximum.  ... 

Soit  .  . 

-ce  maximum.  Je  dis  que  les  facteurs  a,  6,  ...  /  ne  peuvent  être  • 
inégaux ,  car  si  deux  d  entre  eux,  a  et  6  par  exemple,  étaient 
MfS^reaàif  M  poiurait,  sans  altérer  leur  sooune,  les  replacer, 

ran  et  Fantre,  par    ^  ,  ce  qui  augmenterait  leur  produit 

•  puisque  fliS),  la  somme  étant  constante,  le  [>roduit  est  le  pliit 
grand  possible  quand  les  (acteurs  sont  égaux,  ûn  aaraii^MÎc 


.  <il  j>iU'  suite,  abc, kl  n'est  pas  le  plus  grand  produit  que  l'on 
.  puisse.faire  avec  des  facteurs  ayant  la  somme  donnée. 

iâH/  ffnOkBQofe.  Nous  supposons,  daîn le  Taisonnement  firé- 
eédeiit,qiie  a,  b,...k,t.„  soient^ Tiomlires  positifs.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  le  produit  n'aurait  pas  de  matinraiii,  csrll 

.somme  des  facteurs  restant  la  même,  leur  valeur  absolue  pour- 
rait augmenter  sans  limite,  et  si  les  facteurs  négatifs  étaient 
en  nombre  pair,  le  produit  Serait  posiLil  et  aussi  grand  qu  on 
le  voudrait. 

116.  pBOBite  n.  La  tmmiB  de  âemx  wmibrei  pmtUfk  x,  y 
étàM  éùnmée,  ifwam  M  wmœiHtmm  du  produit  x*y%  m  sf  n 
étant  des  nombres  entiers  donnés. 

Le  maximum  dierché  correspond  aux  mêmes  valeufs  de  9 

'  et  de  y  que  celui  de 


abc^,M<, 


9 
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OramONS  DE  MAXIMmi  ou  MINiMim.  119. 

car  cette  eiqpre^sKMi  ne  ilifière  4e  k.  première  que  paru» 

leur  coiistanl  ^J^_  ;  mais  ce  nouveau  produit ,  peut  ôlre  con- 
.  flidéré  comme  composé  de  m -f- Meors 

X  X  X  y  y  y  ' 
m' j»     m    n   n     n  • 

dont  la  somme 

est  donnée.  Le  produit  sera  donc  le  plus  grand  possible»  (114), 
si  les  iiicleurs  sont  égaux,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

celte  relation  permettra  de  déterminer  »  et  jr,  puisque  l'on 
conmltf'pifr hypothèse,  la  somme  jp-f^y. 

.  117.  PftOBjLÈiis  m.  On  donne  le  produit  p  dmsB.Êimbi^ 
potitifs.  Trouver  U  fHimwmm  de  imur  #ofiM#> 

Jedisqaela  somme  sera Bdnlinaieiifiie  leedeiKneBAm  . 
Seront  égan  à  /jp,  et  leur  somme  égalé»  par  eonséqMt^ 

En  effet,  le  plus  grand  produit  possible  de  deux  nom- 
bres qui  ont  pour  somme  2\/p  est  égal  (115)  à  ^p-yjp  ou  à  p. 
Donc  :  si  deux  nombres  ont  pour  somaie  âVp  »  leur  {produit  est, 
alpins,  égal  à  p.  *.  . 

n  est  éfident,  d'iq^  œla,  qoe-jâ  les  demt  nonlMieBlnps  • 
somme  mobdie*  ^  Sf^if  ieor  prodidl  est  moMie  ^ 
Hvst  donc,  pour  que  le  proMI'  deàewc  hobAm  «oit  ji,  qar 
lettr-mmneiiesfliltftenoilidre  que  2v^p;  2v^p  est,  parsuilsy 
la  plus  petite  valeur  que  cette  somme  puisse  avoir.  • 

Mittft.  ThmverUminimiumdêiem'mmmiê.' 
Je  dis  qiie  la  somme  sera^minimkin^  Ions  If»  nombiie» 

seront  égaux  à  y/p. 

En  effet,  le  plus  grand  produit  possible  de  n  nombres  qui 
ont,  pour  sommç,  n^lp  est  (ii4)  (v^>  on       •  " 
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Donc,  si  n  nombres  ont  une  sonuue  égale  à  n^p,  leur 
|M"oduit  ne  peut  surpasser  p. 

A  fortiori,  si  n  nombres  ont  une  somme  moïiidre  que  n'^pf 
leur  produit  sera  moindre  que  p. 

I>  après  cela»  pour  que  le  produit  de  n  nombres  soit  il 
faut  que  leur  somme  ne  soit  pas  moindre  qute  n^/p^  et  n^p  est 
par  conséquent,  la  valeur  minima  de  cette  somme. 

110.  Problème  V.  On  donne  le  produit  x'"y"=p.  Trouver  le 

minimum  de  x  +  y. 

•  -  • 

le  dis  «le  ce  minimuna  correspondra  au  cas-  où  -  =  ^, 

Soient,  en  eiïet,  a  et  p  deux  nombres  tels  que 

»... 
m  n' 

Parmi  tous  les  nombres  x  et  y  qui  ont  pour  somme 
a-f-.S  (**^)»  a  et  p  sont  ceux  qui  donnent  au  produit  ar^y"  la 
phis  grande  valeur.  Si  donc  deux  nombres  a;  et  y  ont  une 
somme  moindre  que  a  +  P»  le  produit  aî^y*  sera,  à  fortion , 
moindre  que  a*"^",  c'est-àrdire  qu^  p.  Par  suite«  pour  que  x'^y^ 
soit  égal  II  p,  ÀtBitt  igÊB  m+f  soit  au  moins  égal  à  «-^^t 
.^i^,  par  oons^^pient»  sa  vdeur  minima. 

120.  Kemarque.  Les  trois  problèmes  précédents  (117),  (118), 
(119)  sont,  en  quelque  sorte,  réciproques  de  ceux  que  nous 
avons  résolus  en  commençant  ce  cliapitre  (113),  (114),  (11^). 
Cette  réciprocité  entre  certains  problèmes  de  maximum  et  mini- 
mum peut  être  formulée,  comme  il  suit, d'une  manière  générale. 

Si»  une  quantité  B  étant  donnée,  une  autre  quantité 
naxima,  dans  certaines  circonstaneet ;  A,  étant  donné,  B  seia 
minima  dans  les  mêmes  eircantianees,  pourvu  que  la  valeur 
maximada     diminue  lorsque  b?aleQrd<mnée4le  B  dimimie 
eUe-mème. 

-Admettons,  en  effelf  que  At  Mil  la  plus  grande  iralenr  de  A 
qui  puisse  se  concilier  avec  la  valeur  Bi  de  B.  A  finHori^  une 
valeur  de  B  ifibindre  que  Bi  exigerait  que  A  fftl  moindre 

que  Al,  puisque,  par  hypothèse,  le  maximum  de  A  est  d'au-- 
faut  moindre  que  la  valeur  de  B  est  plus  petite.  La  valeur  A, 
de  A  ne  peut,  d'après  cela,  correspondre  qu'à  des  valeurs 
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de  B  «Il  moins  égales  à  el  Si  est,  en  d'autres  termes,  la 
moindre  valeur  de  B  qui  eorresponde  à  Â=Ai,  c'esl-à-dkeie 
igdoaamaàe  B,  «emtpondant  4  la  valettr  Ai  de  A. 

Exemples.  On  démontre  en  géométrie 

Que  le  cercle  est  la  courbe  qui*  sous  une  lougueur  doniiée» 
renferme  la  plus  grande  surface  ; 

Que  le  triangle  équilatéral  est  le  triangle  qui,  sousmi  péri- 
nitre  damié ,  ooDlieiit  la  ^8  grande  surfilée. 

Denrésutte: 

Qm  le  eerd0  est  la  ooinbe  qid»  aiiee  «lié  aire  d«miîée»«  1^ 
petit  périniètre; 

Que  le  triangle  équilatéral  est  le  triangle  qui ,  avec  une  aire  .  ' 
donnée,  admet  le  plus  pclit périmètre. 

i9f .  Iloiis  appliquerons  la  méthode  générale  qui  a  fourni  le 
tfaéorème  I,  à  des  questions  un  peu  plus  composées. 

PiobUmbVL  y  et  x  étant  deÊisevàriaMe»  UéM  entre  eUetpar^ 
me  éçiuatianéfuêeemid  degré 

[1]        af^+tey+c«'+dy+>t+/;=o,    .  .. 

tnmver  lee  ntdeure  e^trémee  que  puisée  prendre  fwie  4teUee, 
X  par  exemple,- 
Si  on  résout  Téquation  [1]  par  rapport  à  y,  oo.aara 

la  quantité  sous  le  radical  est  un  trinôme  du  second  degré  que 
nous  pouvons  remplacer  par  inx^-^  nx  -\-q\  m,n,  q  étant  des 
quantités  connues  dont  ou  formera  fadlemeut  Texpression , 
savoir  : 

firsSAd— 40S 

et  1  ou  aura 

Or,  il  est  évident  que  Ton  ue  pQurradcmner  à  x  que  les  valeurs 
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qui  rendent  fna^'^nX'\-p  positif,  car,  sans  cela,  y  serait  ima- 
ginaire;  â;  4pii  .done  satîsfairç  à  l'iaégalilé  *  * 

et  on  a  vu  (iiOj  comment  on  i)€ut,  dans  les  différents  cas,  dé- 
duire de  l'inégalité  [4]  les  limites  entre  lesquelles  x  doit 
ètr€  ou  ne  d(Ài  pas  être  comprise. 

Problème  VII.  La  somme  x-f  y  étant  (jfljlHife  et  égale  à  2a, 
entre  quelles  limites  peut  varier  x'  -f- 

\péei$aQm  a^-^f^  {Mm:     et  cherchons  à  détmniner  «  «l|f, 
nous  verrons  quelle  condition  ^  doit  remplir  pour  ^  le  pm*- 
Uème  8oil  porâiWe;  op  « 

•  * 

on  déduit.de  [l]  jf=*2a-r-jc, 

*  »•        •  '  •  •      *  •   *    *  * 
.  et,  en  substituimt  celte  valeur  dans  [2] , 

p}  .«•+ (te 

•  •  •  • 

ou,  eu  développant  '  ^  ' 

et,  en  supprimant  les  termes  et.  — qui  se  détruisent,  et 
ordonnant  par  rapport  à 

on  en  déduit 

et,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 

si  a  est  positif,  nous  pouvons  supprimer  le  facteur  24a,  et  il 
Tient 

«  — W  +  «»>0, 

d'où  l'on  déduit 
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gH  ikmc  la  seule  condition  imposée  h  la  somme 
falique,  x  jéÉuit  iéeUe«  l'é^ialiâià  U]  iouikma  toi^au»  ame 
i^ateorrôeile-ponr  f. 
Le  ininirniim  demandé  est,  par  conséquent,  2a». 
Siest  facile  de  voir  que  l'hypothèse. 4^ s ic^,  introduite dfois 
Yém^iSm^JRi  àoni^^  ët  que  ion  a»  pal^'snite/sf  âsia. 

vtà  «SHip^P^y  W^<tm^  vmi  <p  et  f  sont  ^aux 

entre  eux,  .  . 

iiSL  Définition  du  maximum  et  du  minimum  dp?  grandeurs  assujetties  à  • 
certaines  conditions.  —  1 13.  Maximum  du  produit  de  deux  nombres 
lorsque  leur  somme  est  donnée.  —         Extension  du  résultat  au  cas  . 
d'un  noml>re  quelconque  de  facteurs  positifs.  —  1  lî>.  Si  Ton  donnait  la 
somme  do  plusieurs  nombres  sans  les-assujoUir  a  (Mre  positifs ,  le  pro- 
duit |K>urrait  croître  sans  limite.— H6.  oo^y  étant  donné,  ar-y*  est 

nombres  positifs,  trouver  le  minimum  de  leur  somme. —  il 8.  ExlensroB 
au  casd'un  nombre  quelconque  de  facteurs. —  119.  Connaissant  a?^,  «  . 
trouver  le  minimum  de   r-f-»/.         ^20.  Remarque  sur  un  certain 
genre  de  réciprocité  entre  des  questions  do  maximum  ou  de  minimum. 
—  121.  Solution  de  deux  problèmes  de  maxima  et  minimiL 

I.  «  et  y  étant  dotiné8,']a  règle  qui  fonniit  le  maximum 
de  j^V*  8*étend  au  cas  de  M  6t  n  fractionnaired. 

.1  * 
n.  Minimum  de  +  — , 

m  et  n  étant  entiers  en  Cractionnâires  et  x  positif.  . 

m.  mTY  étant  donné,  a:"''y*'  csl-il  susceptible  de  maximum 
^  de  min! mnm,  iff»  »,  M  »  »' étant  domiéa  ,ei  «  et  r  aea^^ 
à  être  positifs? 

lY.  Parmi  les  parallélipipèdes  rectangles  de  mômes  surfaces, 
quel  est  celui  qui  a  le  plus  grand  volume,  et  parmi  ceux  4e 
même  Yolume ,  lequel  a  la  plus  petite  surface? 


r 
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V.  Quelle  est  la  zone  sphérique,  à  une  base,  qui  contient  le 
plus  grand  volume  parmi  celles  de  même  surface,  et  la  zone  . 
de  plus  petite  surface  parini  celles  qui  cont|eanent  même 
lumeî  .  *  .  • 

VI.  Quel  est  le  plus  grand  cylindre  inscrit  dans  une  sphère 
donnée  »  et  parmi  les  cylindres  de  même  yol^me»  celui  qui  est 
inscrit  dans  la  plus  petite  sphère? 


VIII.  Deux  corps  de  masÉes  m  et  «inanimés,  dans  le  même  sen», 
de  vitesses  v  et  v'  viennent  à  se  dioq|uer.  Trouver  les  vitesses 
■qu'ils  prendront  après  le  dioc»  d'^irès  la  condition  que  la 
somme  des  produits  obtenus  en',  multipliant  chaque  jnasse  par 
le  carré  du  changement  de  vitessersoit  la  moindre  poeiible. 

IX.  On  marque  sur  une  droite  des  points  équidistants  que 
FonnuméMe  l,  2,  S...».  Trouver  sur  la  dnûte,  us  peint  tel 
que  la  son^me  des  carr^  de  ses  distances  aux  points  donnés 
]inilti|diées  par  te  numéro  correspondant  sott  un  miidmum 

X.  Iféiûé  question,  en  supposant  que  les  points  soient  numé- 
rotés i,  3, 6, 10 ...  îSiiii. 

XI.  On  donne  une  feuille  de  carton  carrée 

« 


aux  quatre  coins  de  laquelle  on  supprime  des  carrés  égaux  qui 
sont  ombrés  dans  la  figure  ci-jointe.  Déterminer  le  côté  de  ces 
carrés  par  la  condition  que  la  boîte  qui  aurait  pour  fond  mnpq 
et  pour  faces  latérales  les  rectangles  restants  qui.  ont  lotis  même 
hauteur  ait  un  volume  maximum.  .  - 

XU.  Minimum  de  0^6^, 

«  et  6  étant  deux  nombres  positifs  donnés.  . 


vn.  Valeur  minima  de 


tang'a 


lorsque  a  varie  de  0  à  - 
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Xni.  laîpmiimâe  ^LtSi^Lz^^  a  et  »  étant  donnés. 

XIV.  Miniim^de  a+x+  ^V^lf- 

XV.  Minimum  de     r^^  +  r-rr» 

XVI.  Quelles  valeurs  doit-on  donner  kx  ei  y  pour  que  la 
valeur  d^  a,  déduite  de  l'équation   .  n 

soit  la  plus  petite  possible?  / 


GHAPITflË  XII. 

biVISIOlV  ms  POLYNOMES. 


Des  divisions  qui  peuveot  ft'éffecliier. 

122.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  pour  indiquer  la  division 
de  deux  polynômes,  on  se  borne  à  les  séparer  par  une  iMure 
horizon  laie,  et  il  est  impossible  de  tnuisformer  Topération  en 
une  autre  plus  simple.  . 

Lorsque  cependaui^  le  dividende  et  le  diviseur  contieiinent 
une  mùiB  lettre,  on  peut,  qttél^uefbis,  mettre  leur  quotient  aoue 
fa  forme  d'un  nouveau  polpiproe.  Nous  supposerons  ici  que  les 
polynômes  soient  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantea 
d*une  mèmelettre,  et  nous  dierqherona,  s'il  est  pouible,  à  re-^' 
présenter  leur  quotient  par  un  polynôme  ordonné  de  la  même 
manière  :  c'est  ce  qu'on  appelle  effecttter  la  division. 

Le  procédé  de  division  repose  sui*  les  théorèmes  suivants  : 

ISS.  TaiORÈiiB  L  Si  dmuBpotpumês  sont  ordmnég  misant  Is» . 

puissances  décroissantes  d'une  même  lettre ,  et  que  le  quotient  de 

leur  division  soit' égal  à  un  polynôme  ordonné  de  la  même  manière, 
le  premier  terme  de  ce  quotient ,  est  le  quotient  de  la  division  du 
^emier  ternie  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

Le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  ddt,  en  effet,  repro- 
duire le  dividende;  or,  le  premier  terme  du  produit  de  deux  po-  - 
linoijies  provient,  sans  réduction  (M),  du-produit  des  premiers 
termes  de  chacun  û!mx^  Le  premier  terme  du  dhidende  eét 
donc  le  produit  du  premiei>  terme  du  quotient  par  le  premier 
terme  dû  diviseur,  et  le  premier  terme  du  quotient  résidte,  pai* 
conséquent,  de  la  division  du  premieir  terme  du  dividende  par 
le  premier  terme  du  diviseur.  *  -  • 
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124.  Théorème  II.  Si  l'on  multiplie  le  diviseur  par  le  premier 
terme  du  quotient,  que  l'on  retranche  le  produit  du  dividende,  on 
obtiendra  un  reste  qui ,  divisé  par  le  diviseur,  dmnera  pour  ré- 
sultat l'ensemble  des  autres  termes  du  quotient. 

Le  dividende  est  égal ,  en  cflet ,  au  produit  du  diviseur  par  le 
quotient.  Si  donc  on  en  retranche  le  produit  du  diviseur  par  un 
des  termes  du  quotient ,  le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par 
la  somme  des  autres  termes  du  quotient  :  cette  somme  sera,  par 
suite,  le  quotient  de  la  division  de  ce  reste  par  le  diviseur.  On 
peut  remarquer  (54)  que  le  premier  terme  du  quotient  sera 
positif  ou  négatif  suivant  que  le  premier  terme  du  dividende 
et  le  premier  terme  du  diviseur  auront  ou  n'auront  pas  le 
même  signe. 

125.  Les  deux  théorèmes  précédents  permettent  défaire  une 
division  quelconque  ,  car  ils  donnent  le  moyen  de  liouvcr  le 
premier  terme  du  quotient,  et  ramènent  la  recherche  de  tous  les 
autres  à  une  division  nouvelle.  Les  mêmes  tiiéorèmes  appliqués 
à  cette  division  nouvelle  permettent  de  trouver  le  premier  terme 
du  nouveau  quotient ,  c'est-i\-dire  le  second  du  quotient  cher- 
ché, et  de  ramener  la  recherche  des  suivants  à  une  troisième 
division,  et  ainsi  de  suite. 

120.  Remarque.  Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent, 
essentiellement,  que  le  quotient  puisse  s'exprimer  par  un  poly- 
nôme. On  peut  voir,  du  reste,  que  le  procédé  auquel  ils  condui- 
sent apprendra,  dans  tous  les  cas,  si  réellement  il  en  est  ainsi. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  est  .que  l'un  des  termes 
du  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  donne  un  produit  pré- 
cisément égal  au  dividende  partiel  qui]  l'a  fourni.  V  Celte 
condition  est  nécessaire,  car  après  avoir  trouvé  tous  les  termes 
du  quotient,  et  retranché  successivement  du  dividende  le  pro- 
duit de  cliacun  d'eux  par  le  diviseur,  on  doit  trouver  un  reste 
nul.  2°  Cette  condition  est  sufflsante,  car  si  elle  est  remplie, 
le  dividende  est  égal  à  la  somme  des  produits  du  diviseur  par 
les  termes  trouvés  au  quotient,  puisque,  en  retranchant  soc- 
cessivement  ces  produits,  il  ne  reste  rien. 

Dans  le  cas  où  les  opérations  ne  doivent  jamais  s'arrêter,  il 
est  important  d'examiner  comment  on  pourra  s'assurer  qu'il 
en  est  ainsi,  et,  à  quel  moment,  on  peut  affirmer^ qu'aucun 


I 
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^ybfl^nepeul  représenter  le  quotient.  Remarquons ,  pour  y  : 
'a^ilta>,que,  lorsqu'une  division  peut  s'effectuer,  le  dividende 
;  Itent le prpdnii du  diviseur  par  le  quotient,  le  dernier  terme  du 
dividende  est  le  produit  du  dernier  lernie  du  diviseur  par  le 
damier  du  quoâent  De -là  résulte,  qMe  Ton  peut  déterminer, 
jinmédisfçimt,  le  denuer  teSrme  du  quotient,  en  divisant  k 
dernier  terme  du  lUvideiide  par  le  dernier  du  divisrar.  Uws 
donc  qu  en  formant  les  Wmes  sueeesulli  du  quotient,  ûù  m 
trouvera  un  de  degré  itiôinto  que  te  ternie  ainsi  calculé, 
pourra  affirmer  que  l'opération  ne^  termlBè  pas.     -  ^  '  • 
:  On  donne  quelquefois  une  autre  règle,  ert  disant  qu'il 
regarder  l'opérai  ion  comme  terminée  quand  on  est  conduit  è 
mettre  au  quotieni  un  terme  dont  l  exposant  soit  négatif.  Cette 
règle  n'est  exacte  que  si  l  on  veut  s'imposer  la  condition  de 
^'admettre  que  des  exposants  positifs.  Mais  cf  lie  r^^^pctioa.^^ 
'  presque  to^ijcunsans utU^jié.  '  ;  : ,      /  .c^^^^ 

'  187.  Exemple.  Soit  à  diviser  ar"^  +  6x'  + 4«*— 4«^4-*'^'  * 
pai*  ar'  +  x— 1,  on  écrira,  comme  il  suit,  le  diviseur  àia 
.g^pdie  du  dividende^  en  1^  sép^uml  par  une  barre  verticale  : 

0 

Le  premier  terme  ilu  quotient  est  a^,  quotient  de  la  division 
de  a:*  par  a^. 

On  moltipBe  le  diviseuf  par  a^i  et  Ton  retranche  le  produit 
du  dividende,  en  soustrayant  chaque  termedu  proditit,  du  terme 
de  dcjîré  égal ,  dans  le  dWîdende ,  fcû  hir  et  à  mesure  qqe  Von  Ml 
la  mulliplication.  Un  trouve,  ainsi,  pour  reste,  un  premier  divi- 
dende partiel  ' 

ôa:*+ôf*— 4«*  +  «  — 1. 

Le  second  terme  du  quotient  est       quotient  dé  la  division 

de  5x*  jKir  x^. 

Si  on  multiplie  bx*  par  le  diviseur,  et  que  l'on  retranche  le 
produit  du  dividende  partiel,  on  obtient  pour  reste  un  second 
dividende  partiel  x^+  x—\. 

Le  troisièaie.teiBie  du  quotient  esl  l.f  quotient  de  la  division 
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de  .r*par  x-.  Si  on  niiilliplic  le  diviseur  par  1 ,  et  que  l'on  re- 
tranche le  produit  du  dividende  partiel  précédent,  on  obtient 
pour  reste  0.  La  division  se  £ait  donc  exactement,  et  le  quotient 
est  «»+fi««  +  l. 

Exemple  II.  Diviser  or'-J'^^+^^^P^  ^*  +  ^- 


Le  premier,  terme  du  quotient  est  or*,  quotient  de  la  division 
de  a:"  par  or*.  On  multiplie  par  le  divifloor,  el  l'on  retranché  le 
produit  du  dividende  :  le  reste  est . 

4^,dm8éparâ!*,  donne  pour  quotient  4âr*,  qui  devrait  être 
le  second  ferme  du  quotient.  Mais,  sans  aller  plus  loin,  on  voit 

que  l'opération  ne  réussira  pas ,  car  le  dernier  terme  du  quo- 
tient (I2i>)  devrait  être  le  quotient  de  la  division  de  par  x, 
c'est  à-dire  2a*',  et,  par  suite,  s'il  existe  un  quotient  exact,  le 
terme  4x*  ne  peut  en  faire  partie.  '  .  . 

'  198.  RiMAitQux.  Les  règles  précédentes  ne  supposent  Mille* 
ment  que  les  puissanoesde  la  lettre  ordonnatrice  aient  des  coef- 
ficients numériques.  Ces  coefIQdents  peuvent  èire  littéraux  et 

même  composés  de  plusieurs  termes ,  sans  qu'il  y  ait  rien  k 
changer  aux  règles  ou  aux  raisonnements. 

é 

ExiHPLB.  Diviser 

2c*)«*— (a*-— c'>4*— a"'— 2a*<;'— a*c*  par        a'— ^ 

Le  premier  terme  du  quotient  est  le  quotient  de  la  division  de 
a;*  par  X*,  ou  Chi  multiplie  par  le  diviseur,  et  Ton  retranehe 
le  produit  du  dividende  :  il  reste 

C2a« — c«)a:* — («^ — c  ^ — — aa V — aV, . 

Le  second  terme  du  quotient  est  (Sâ*— c^',  quotient  de  la  divi- 
sion de  (2a' — c*)x^  par  oi'.  On  multiplie  le  diviseur  par  (2a'— 
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et  1  un  relranche  le  produit  du  dividende  :  il  reste 

Le  troisième  terme  du  quotient  est  wc\  quotient  de  la 
division  de  (a*  +  «*^)^'  \}^^  Le  produit  tic  a*  +  û'c*  parle 
diviseur  étant  retranché  du  dernier  dividende  partiel  laisse 
pour  reste  0;  la  division  se  îÊkk  donc  etactement  et  le  quo- 
tient est 

.  fitNirkall*  8oît à diviner 

par  (<<-f  6>«-r.âto-Hi*. 

Le  premier  tenue  du  quotient  est 

en  oontmuant  l'opération,  on  verra  que  le  calcul  de  chaque 
tesus  du  quotient  c^ige  la  division  de  deux  polynômes  algé- 
brique» ordonnés  par  lapport  è  »,  le  diviseur  étant  toi^ourB 
^+^9  et  Ton  trouvem,  efEsctuant  les  calculs,  qvo  le  quo^ 
tient  est  . 

Dm  diviiioiis  qui  ne  peuvent  m  tais%  exaeteneoL 

ifi8.  Lorsque  deux  polynômes  n'ont  pas  pour  quotient  iin 
troisième  polynôme,  on  dit  qu'ils  nosont  pas  divisibles  Fun  par 
Tautre.  On  peut  néanmoins,  dans  ce  casi  donner,  en  général,  à 
Texpression  de  leur  rapport ,  une  forme  plus  simple  que  celle 
qui  italterÉit  de  bi  seide  Indication  de  ropération.  Itous  allons 
démontivr,  en  effet,  le  ttièortoie  suivant  ; 

Si  deux  polynômes  entiers  A  et  B  eoniimnent  une  même  lettre  x , 

A 

on  pemi  tm^mn  metire  le  n^ppart  g  seus  ta  fmte  ePun  polf^ 

R 

nmmQmUkrgarrq^iàjifmigmmUéd'mefirêciUm  g  i^an< 
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mémè  déttominatàtr  que  ^  et  peur  mmérateur  un  pidffnme  R 

de  degré  moindre  en  x  que  B. 

Appliquons,  en  effet,  aux  deux  polynômes  A  et  B,  lainc- 
(hodc  de  division  cxpos(^e  (124),  jus(|n'ù  ce  que  l'on  trouve  un 
reste  de  degré  moilldi^  qpie  B.  On  obtiendra,  mi  quotiniit,  dir- 
férents  termes  dont  les  exposants  seront  tous  |>osi tifs,  caries 
dividendes  parlids  qiû  les  fournissent  sont  tous  de  degré  supé- 
lienr  à  B,  et  liqur  ptrcpier  term«  contient,  par  suite,  à  uin 
;  j|^;ré  plus  élevé  q[bÉlè|Nremiér  terme  B. 
'j'f^  ij(  Ï9mtvM»àei  termes  obtenus  lorsque  Ton  pariient  k 
wWriîende  partiel,  R,  de  degré  mk^n.dre  que  i&  R  est  qui 
reste  du  dividende  A ,  lorsqu  on  en  rett'ancbe  successivement 
le  produit  de  B  par  les  divers  termes  de  U  i  il  t'!>l  dune  t'^al 
à  A-BÛ,  et  1  on  a  '        '  ^ 

A  =  BÛ  +  H, 

d'où  ff=  Q+B' 

le  quotient  ^  est  donc  mis  soua  la  forme  aunoncée, 

150.  On  peut  prouver,  de  plus,  que  la  transformation  précé- 
dente ne  peut  se  faire  que  d  une  seule  manière.  Si,  en  effet, 
Ton  avait  à  la  fois 

on  en  conclurait ,  en  retranchant 

ou  (R~R')  =  (Q'-Q)B;  , 

or,  oattètenièM  égaillé  est  împosnbtoi  car  le  premiar  BMBsbrc 
cçmlient  «  à  un  degré  moiaApa^  le  second,  puisque  R  et  R' 
étant,  par  hypothèse,  de  degrés  moindres  que  B,  il  en  est  de 
fliémé  de  letn-  différence,  et  le  prodtiit  de  B,  par  le  polynolne 
0'  —  Q,  entier  par  rapport  à  x,  eSt  au  mollia,  de  tiéme  degré' 
que  B. 
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RiVàiQitt.  SI  k  renfèiimatt  un  degré  moindre  que  B,  le 
quotient  Q  serait  égal  à  zéro»  et  le  dividende  A  serait  lui-même 
le  reste. 

Eximis.  On  trouve ,  {mut  la  méthode  précédente, 

 ^0^+0^  +  -^, 

'Rrkaiioub.  Quand  on  applique  au  quotient  de  deux  poly- 
nômes A  et  B  la  tMmsformatiOn  précédente,  ott  donne  aîi  poly- 
nôme entier  Q  le  nom  de  (}uotienf  entier,  et  au  numérateur  R 
R 

de  la  fraction  g-  celui  de  mU  de  la  diviâon. 

151.  Noutf  avons  prouvé  que  les  deux  polynômes  A  et  B 
étant  ordonnés  par  rapport  à  une  même  lettre  a?,  le  quotient 
entier  et  le  reste  ne  peuvent  avoir  qu*une  seule  forme  (tSO). 
liais  si  Ton  cbange  la  lettre  ordonnatrice,  les  mêmes  polynômes 
peuvent  conduire  à  un  nouveau  quotient  et  à  un  nouveau  reste. 
Si  on  considère,  par  exemple ,  la  fraction  * 

en  ordonnant  par  rapport  à  on  trouve  pour  quotient  a^^f^ 
et  pour  reste  Si  Ton  ordonnaii  au  contraire  par  rapport 
à  jr,  on  trouverait  pour  quotient  y*^  ^c*,  et  pour  reste  S«^,  en 
sorte  que  L'ona 


+  »  '  ;r«  +  y«' 


tMmm  t\  «aiIflciM  Mitr«  la  4iviiloa  aHIlaBétique  el  la  dtvM«B 

dfs  potyaoBMi. 

te 

158.  Les  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  d*unc 
lettre,  présentent  avec  les  nombres  entiers,  des  analogies  qu'il 
est  bon  de  remarquer.  Un  nombre  entier  comme  783214 
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ôn  peut  rassiiqUeraupolynomé  . 

dans  leqnisl  on  aurait  supposé  xtslO,  H  né  iàiit  crdhro,  ce- 
pendant, que  toute  question  d*arifhmétique  relative  à  destiom- 

bres  entiers,  soit,  purement  et  simplement ,  un  ens  particulier 
d'une  question  d'nlgèbre  dans  laquelle  ces  nombres  seraient 
remplacés  par  les  polynômes  correspondants. 
Comparons,  par  exemple,  les  deux  questions  suivantes  : 

Diviser  783214  par  331. 

Diviser  îx'-^Sx'+^'+^c'+x+i  pm-  3«*+2«rfi,  .  ^ 

Les  conditions  des  deux  problèmes  ont  mire  eHesdesdlfB&eii»  . 
ces  essentielles  qui  ne  permettent  pas  de  ecmsldérer  le  premier 
comme  un  cas  particulier  du  second. 

!•  Le  quotient  de  la  division  arithmétique  doit  être  un  nom- 
bre entier,  tandis  que  le  quotient  de  la  division  algébrique  peut 
ôtre  un  polynôme,  entier  par  rapiwrt.à  a;,  dont  les  coellidents 
soient  des  n()m!)res  fractionnaires. 

2°  Les  chiffres  du  quotient  et  du  reste,  dans  la  division  arith- 
métique, doivaiit  élrc  moindres  que  10,  tandis  que  rien  ne  li- 
mite les  cœfiicients  des  diverses  puissances  de  x  dans  ia  division 
algébrique. 

•  8"  Dans  la  division  arithmétique,  le  reste  doit  être  moindni 
que  k  dHseiir.  Dans  la  divisloa  algébrique»  il  doit  dtn  de  degré- 
moindre. 

4*  Enfin ,  en  dgèbre,  les  résultats  (Aienus  conviebnent  pour 
toutes  les  valeurs  de  «  :  il  n*y  a  pas  de  condition  analogue  en 
arUlimétique. 

CoDdiUoos  pour  qu'un  polynôme  soit  divisible  par  ua  binôme 

de  la  forme  x  —  a. 

133.  Si  l'on  divise  par  x — a  un  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissancesdc  x,  le  reste,  devant  être  (150)  de  degré  moindre 
que  le  diviseur,  ne  contiendra  pas  la  lettre  ordonnatrice  x.  On 
peut,  d  après  cela,  le  calculer  sans  effectuer  la  division»  et  en  * 
déduire  la  condition  pour  que  celle-ci  réussisse. 
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t.S4  sÉfHioM  1^  toLtumm. 

Soit  X  le  poIynoDiiî  dividende,  U  le  quotient,  £i  R  le  reste  ;  on 
a  identiquement 

Daqs  cetio  égalité ,  qiM»i|jcu  quel  (juc  soit  on  peut  suppo- 
ser X = a  i  pctie  lijfiîQtUèsç  a«»ulftiU  k  vimW  UC-ç — ^)  i  o«  ?P 

en  déstgnraiparJkM^wâeviftiit  Kqimdoii  y  rtm^ltut» 
p9r«.  taatàlt.MmiiieUBÉoaQtlaQtpMfl'fUn/es^ 

par  cette  substHulion,  et  la  y^eur  cbçrcliéc  de  R  est,  [tar  çoQr 
séquent,  \„.  Ainsi  donc 

/;«  reste  de  In  âivhion  d'un  pohjnome  par  \ — a  est  le  résultat 
ffe  la  mbstitulian  de  a  à  x  dam  ce  polynôme. 

\\  eu  résulte  que  lu  diviiiion  \\c  rçu^il^  ft^.^V^  ^UMUO-- 
tion  donne  im  résultat  égal  |il<^rQ«  • 

154.  Celte  dcrniore  proposition  est  d'une  grande  importance, 
Nous  nous  bornerons  ici  h  en  déduire  quelques  conséquences. 

|o  —  gm  divisible  par  x  —  a,  car  il  s'i^mulc  évidepi- 
ment  pour  x  —  a. 

Si  l'on  effectue  la  4iviâion  on  trouvera  poup  (juotiept 

et  l'on  peut  vérifier,  du  reste ,  que  les  termes  du  second  membre 

jormeai  une  progrewi^n  géométrique  dont  la  eomioe  e#t 

»  •  •  • 

0?— tf 

2"  x"^  —  a"  est  divisible  par  x-\-a  lorsque  m  est  pair,  car 
x-\-a  équivaut  à  x — ( — a);  or  a?" — o*  devient,  par  la  sub- 
•litution  de  — a  à  f?, 

p'est-ù-dire  zéro,  puisque  m  étant  pair,  ( — af^r^f^t 
Si  Ton  effectue  U  liivisiQii ,  on  trouvera 

Celte  formule  suppose  que  m  soit  pair. 


3*  j?^+ûr  est  divisible  par  .r-j-fl  quand  m  est  impair,  car 
.  x-\-a  (équivaut  à  a:— (— o),  et,  en  substidinnt  — a  h  x,  dans  le 
dividende  a;*^- a*,  celui-ci  devient,  (— a)'"-f     c'est-à-dire  0, 
puisque  m  étant  impair  (—A)'"  est  égal  à  —  a«*.  On  trouvée  «  eii 
fiiisaot  .la  division, 

cette  formule  suppose  que  m  soit  impair. 

«       «  • 

Rbmarqdb.  Les  formules  [^]  ét  [3]  ne  (ti£fèrent  pas  réelle- 
ment^de  [l],-  elles  s'en  âéâofsenlt  Tmie  et  faufre  en  y  rem- 
plaçant le  -nombre  arbitraire  à  par  a;  on  obtient  ainsi  la 
premières!  m  est  pair,  et  la  seeondè  if  m  est  impair.      • .  ' 

idsiniÉ. 

iSS.  Il  arrive  le  plus  ordiaairemenl  que  pour  tndîqiier  la  divisiiOBiié  dm 
polyooiiies  m  se  borne  à  les  séparer  par  oae  barre  horicontàle,  saas 
pouvoir  trensfonner  'l*opératioii  en  aoe  autre  filin  simple.  — 125.  81  ' 
deux  polyn^foes  sont  ordonnés  par  rappprt  |k  uj)e  méma  l«ttre  et  qoe  le  ' 
quotient  de  leur  division  soit  égal  à  un  polynôme  de  même  Immie,  jQa,  ^ 
peut  en  trouver  tmmédiatement  le  premier  larme.  ^  i  24.  Si  en  moiti- . 
plie  le  diviseur  psr    premier  terme  da  qaoUent,  que  l'on  retrané|i^ la  ' 
produit  du  dividende,  on  obtiendra  un  reste  qui,  divisé  par  le  diviseur,, 
donnera  pour  résultat  l'ensemble  des  aalasi  .termea  #i  qatlêmÊ^'i^ 
ISit.  Les  deux  théorèmes  pfécédents  permeUaat  de  faite  une  divisioa 
quelconque,  en  admettant  toutefois  qu'il  existe  un  polynôme  pouvinC 
représenter  le  quotient.  —  196.  L.e  pronédé  de  division  sppfijMd ,  dans 

.  tons  les  cas,  si  réellement  il  exista  un  quotient  entier;  la  condition  né^ 
coBsaireet  suflQsante  est  que  l'un  des  termes  du  qiiotlent  multiplié  par 
le  diviseur  dpnaa>ua  produit  égal  au  dividende  partiel  qui  l'a  founp, 
Symptôme  auquel  on  peut  reconnaître  que  l'opération  ne  s'arrêtera  pas. 
—  127.  Application  à  quelques  exemples. —  120.  Il  n'est  nullement 
nécessaire  que  les  cuoflicientâ  de  la  lettre  ordonnatrice  Boieot  numé- 
riques. — 129.  Ce  qu  oti  entend  parquotient  et  reste  dans  les  divisions 
qui  ne  peuvent  se  faire  exactement.  — 130.  Quand  on  a  choisi  la  lettre 
ordonnatrice,  il  n'y  a  qu'un  geul  quotient  et  qu'un  seul  reste.  — 
151 .  Quand  on  change  la  l'  ttre  ordonnatrice,  les  mêmes  polynômes  peu- 
vent conduire  un  nouveau  quotient  cl  à  un  nouveau  reste. — 132.  Dif- 
féreooes  et  analogies  qui  existent  entre  le  division  algébrique  des  poly> 

•  •  'm 
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naMaHiNi  et  laiSviaâoiialgébriqiiedes  nombrw  enlien^  MS.  Qm- 
dUiolis  pour  qu'un  polynôme  ovdoBiié  par  rapport  à  >  mit  4ivtoible  per 
un  biiioine  m-^a.  —  134.  Diviaîpn  de  ir>— a"  ,et  de.  «"^^tf"  par 
ei  x+a,  dans  le  cas  où  eltea  peufent  s'eflècCuer^ 

EXERCICES.  .  * 

•  * 

est  divisible  par     X+x+a^-^  ...-j-.af-*, 

les  nombres  .entiers  p  et  »  étant  premiers  entre  eox. 

II.  Si  a  désigne  une  racine  primitive  du  nombre  premier 
c'est-à-dire  si  les  nombres  1 ,  a,  a' ...  a''-*,  divisés  par  p,  lais- 
sent, peu  importe  dans  quel  ordre ,  des  restes  égaux  à  tons  les 
nonÂres  entiers  inférieurs  à     le  polynôme 

est  divisible  par  l^^. 

ni.  a  et  /;  étant  des  nombres  entiers  définis»  comme  dans 
l'cj^ercice  précédent,  si  i  on  pose 

IPqip  sera  divisible  par  1 + 

IV.        «V  +  y'-'  +  'S'^'-T^V— /s'— a'j?» 
est  divisible  par  le  produit  • 

(«—y)  (a? —  3)  (y— a).  ' 

est  difisible  par  le  même  produit. 
VI:     (ar— 1) 

est  divisible  par    («— l)(ar  —  l) ...  (x"  — ij.  . 

vn.  St  m  est  impair,  (a+d-t-^)*— ^--e"  est  divisible 
par  («+ ^)(a+e)(ft-|-<?). 

VIII.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  a?"— a"  soit  divi- 
sible par  a'*— a". 
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CHAPITRE  XIU. 


DéflniUons. 

I3i$.  On  nomme  combinaisons  n  à  n,  de  m  objets  distincts^ 
les  (lifrc^rents  grou{)C8  que  Ton  peut  former  avec  n  de  ces 
objeto;  il  est  utile  d'en  calculer  le  nombre. 

La  qnestiOB  ètrd  considérée  soas  deux  points  de  Tue» 
savant  qae  Yùà  iie9M«l«6ti.Bon,.eoiiiiDé  dîsttticts»  les  groupes, 
qiii  ^  éUnii  eomposés  des  mêmes  oEyet»,  dillèrenl,.settlemaiit) 
pisr  Perdre  dansleiiuel  on  lesplaee. 

Dans  le  premier  cas,  les  combinaisons  reçoivent  le  nom  d*àr> 

rungemenit;  et  dans  le  second ,  celui  de  pi^uiU  diffiriwU. 

•        •  •  .  •  • 

Nombre  (les  amuigeoiMUt. 

136.  Calculons,  d'abord,  le  nombre  des  arrangements  dis- 
tincts de  m  objets  pris  n  k  Désignons  ce  nombre  par  A» 
et  par  An-i  celui  des  arraogemeiilSt  des  mêmes  objets,  n  —  1 
à  II — 1,  Si  tous  les  arrangements  1  à  n-*-i  étaient  for* 
més,  en  plaçant  SHoees8iTeiBent,.è  la  Mdte  de  ebaenn  d'eux,  les 
Ét.^  1)/  oftjets  ^  n'y  entanent  pas»  on  fôroientt  êm ar- 
rangements «  à  ii,  dont  le  nombre  serait 

car  cbaqne  arrangement  ii-r-i  à  i^l ,  Xonmity  de  cette  manière,  ' 
l}],  aiTangements  n  à  ».  ^  dis  qoe  A«^[iii— ^-*])} 
est  précisément»  le  mmibre  des  arrangementa  n  h  i»;  et  ponr 
eela,  il  faut  montrer  qu'ils  ont  toiis  été  formés,  et  que  chacun 
d'eux  ne  Ta  été  qu'une  seule  fois. 

!•  On  a  obtenu  tous  les  arrangements  n  h  Uy  car  on  peut 
former  tout  arrangeaient  de  n  objets ,  en  playQpt  le  dernier 


f as  OOmiKàlSOIIS  BT  FOMVU  M  BUOlll. . 

(l'entre  eux  la  suite  de  rarraugement  formé  par  l'ensemble 
des  n —  1  autres.  '  • 

2"  Fn  même  arrangement  n'a  pu  être  formé  qu'une  fois,  car 
les  arrangements  n —  1  à  n —  1,  éUnt  distimis,  ainsi  que  les 
m  —  w  +  1  ,  objets  que  l'on  place  à  la  suite  de  cliacun  d'eux, 
les  gro^pef  l'oy  forme  dt Aèrent,  toU  par  les  n-^l  premiers 
objets  s'ils  proviennent  de  deux  arrangements  n —  1  à  «  —  1 
difiéreats,  soH  par  le  dernier,  s'ils  proviennent  du  même  amn« 
gement  n — 1  à  »-^].. 

On  a  done  la  relatiOB 

A„  =  (m  — n-f  1)A„_,. 

•  Celte  relation  étant  démontrée,  pour  une  valeur  quelconque 
de  »,  on  aura  de  même,  &\  désignant  par  .A».^, 
le  nombre  des  arrangements  II— 2  à  «— 3,  »— 3àit  — 3,... 
un  à  Hnt 

A»_t  =  (in  —  ii-|-3jAi,-3, 
:  j 

En  multipliant  ces  équations  mcmhre  à  membre,  les  factcurs' 
A«-f,  A«^,  At  dMparoIlroPti  ^  U  vient •  en  remarquant  que 

A|  M., 

*  » 

Nombro  dsi  permutatioiM* 

.  i5f.  La  formule  précédente  i  s)  on  ;  suppose  n—»!,  fera 
connaître  le  tiombre  des  arcmgcmcntf?  de  m  lettres  m  à  m. 

Ces  arrangements ,  dans  lesquels  figurent  toutes  les  lettres,  se 
nomment  permutations,  La  désignant  leur  nombre  par  P« , 
9Uîl        '  .  •  ♦ 

Iiiil9qii0  pour  mmMt  m  ^  «H- 1  devîMit  égal  h  Tunité. 


Monbre  des  produits  diflTérenls. 
158.  Les  produits  dilïérents  de  m  olijets,      à  ft,  sont  les 


osmfu^noMi  vf  pormili  m  iMon.  1119 


groupes  distincts  que  Ton  peut  former,  avec  ces  m  ol)jetB,  en 
regardant  oûouae  idanti4iiM4seux  qui  ne  dittèrent  qm  par  l'ardas 
|l«8  0l)Jets. 

Repréeciçtpns  par  C«  le  ombra  de  w  pr^âuiiêi  linagûioiii 
l^U>p  les  flonaid^  toiM^aiiieadile,  al  fua  fan  toma  las  per- 
muUUtbiia  daa  n  ol|)at8  caalamia  da^s  tlumm  â'mm;  latgronr 
paa  ainsi  iMpinéa^  leront  dei  ammfmmu  daa  m  oh^ato  dan-*- 
Béavfi  à  «I.  Or,  ja  dis  qu'ils  y  serani  tout,  at  aliaeitt  oaia taida 
Ibis.        .       • .  •  .    •  • , 

1*  Ils  ysamnt  tous,  oat^ las  objets  qui  forment  un  arranga»- 
ment,  étant  considérés  indépendamment  de  leur  ordre,  com*- 
poseiil  1  un  des  produits  difl'érents;  et  lorsque  l'on  pernmlera 
de  toutes  les  manières  les  ol)jctï>qui  composent  ce  produii,run 
des  groupes  ainsi  formés  sera  rarran^^omcnt  considéré. 

J**  Chaque  anaugemenl  sera  formé  une  seule  fois,  car  les 
^^l^g^emenls  qui  provieapeiU  d'un  m^m  pr^diiit,  difC^rant  -  ' 
par  l'ordre  des.  o^eis»  et  e^iN(  qui  proyicmient  de  deix^  pjn(b> 
duits  différents ,  ne  sont  pas  composés  des  mêmes  objets. 
'  On  peut  donc  oblenir.  toute  la  sfSria  das  arr^qgem^ntSj  en 
permutant  les  produits  diffk^rents»  4e  Iputes  lej|.mtMiière4  ppssl? 
bles.  Or,  chaque  produit,  fournit  ainsi,  1  .S  arrangements 
distincts;  le  nombre  total  des  arrangements  À»  est  donc  égal 
au  nombre  des  produits  C,  multiplié  par  1 et  l'on  a» 
par  cpnséqueut,  ' 

An      Cn  •  1  •  9  •  «  •  Ht 

'  ia^-  ItEifABQUBl.  La  formule  précédente  peut  se  mettre  sous 
une  forme  que  l'on  trouve  quelquefois  plus-commodé.  SU  l'on 

multiplie  en  effet  par  1 . 2 ...    —  7t  les  deu.x  termes  de  la  frac^ 

lion  qui  représente  Cn,  elle  devient  * 
'  •  •     *    '  .....  »"•,.*. 

en  sorte  que,  au  numéraleur  se  Irouve  le  produit  desnoml)res 
entiers  depuis  1  jusqu'il  m,  et  au  dénominateur  le  produit  des 
nombres  entiers  de  t  ^usqu'À.  a»-  -  li,  et  le  produit  des  nom-  .  ^ 

bres  enéers  de  1  }i  a.  •  - 

* 

I 

%  •      .  •  . 
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140.  Hemarouk  II.  La  t'ormiilo  [2]  resl<'  ('vidcnmHMil  la  inènic 
si  1(111  tliaiigc  «  on  ;//  —  w;  retlo  substilulion  aura  seulement 
pour  t'ITot  (le  clianjior,  l'un  dans  l'autre,  les  facteurs  1 .2...i»^ 
M  1.2...(»t  — n)  du  dénoniinalcur.  . 

Le  nombre  des  produite  dillérents  de  m  objets,  it  à 
l>ar conséquent,  le  mèmé^i^  C6liii  de  m  objets,  m — nkimfffr%. 
^fîli'^alité  de  <se8  éèiix  nondutes  eA  d'aatei|i«é«d<alfcjt^jifi^ 
^f^  eSel^^  dflûè  «  ofijetoion  preiid  iia  |rai^ 
iéra  fm  groÉpc  de  m-^»  :  les  groupes  ou  predalte 
m.r^^h  m^n^  se cotrespoiidènt  donc  deia  Adm^  élsiiit, 
iM^MMéqveiKt;  eBmAme  nooibiie.  -       î       Jf^  c.- 

Pttiistnoe  d'un  trinôme. 

.  ■  •  -  ■ 

i4t.  Nous  avons  vn  (8iS)  que' le  produit  d'un  nombre  qnel- 
eonqiae  de  polynômes  est  la  somme  de  tous  les  produits  qod 
Ton  petit  former  en  prenant  ponr  fi&cteur  un  terme  de  ehacuii 
d'eux'. 

Appliquons  cette  règle  k  là  formi^oïi  du  produit  d^  n  bi* 
'Homes  ayant  même  premier  terme 

si  nous  ordonnons  oe  t»Foduit  suivant  les  puissances  décroie- 

santés  de  il  est  évident  que  le  premier  terme  sera  of",  pro^ 
duit  formé  en  prenant  comme  fadeurs  les  m  premiers  termes 
des  binômes. 

Le  terme  en  a?""*  se  composera  des  produits  dans  lésquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  m — 1  bi- 
nômes, avec  le  dernier  du  binôme  restant,  et  le  coefficient  de 
x**-*  sera,  par  conséquent,  la  somme  des  seconds  termes  de  nos 
binômes»  .' 

Le  terme  en      se  composera  des  produits  dans  lesquels  oh 
prendra,  comme  foeteurs,  les  premiers  termesde  «>— S  binômes, 
etlesdernlersdesdeux  binômes  restants.  LecoelBcient  de 
.  sera,  par  conséquent,  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des 
•seonds  termes. 

On  verra,  de  même,  que  le  coefficient  de  a?*-*,  est  la  somme 
des  produils  trois  à  trois  des  seconds  termes,  et  qu'en  général, 
le  coellieient  de  a*"     est  la  somme  de  leurs  produits  n  à  «. 
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en  représentant  par  la,  lah^  labc ...  la  somme  des  se- 
conds termes,  la  somme  de  leurs  produits  deu^  à  deux,  trois 
à  trois  ,  etc. 

142.  Pour  déduire  de  ce  qui  précède,  l'expression  de  (^-f^)**» 
il  sultit  de  supposer  a=6=c...=^,  le  développement  se  sim* 
pldie  alors  notablement. 

I.e  premier  terme  reste  égal  à  a?**. 

Le  coefficient  de  égal  à  la  somme  des  seconds  termes, 
devient  égal  k  ma. 

Le  coefAcicnt  de  a:*-',  épral  h  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  seconds  termes ,  devient  égal  à  omltipUé  par  le 
noiidire  de  ees  produits,  c!esV4i-dire  k 

Lecœffldent  de  égal  ù  la  somme  des  produits  trois  à 
trois  des  seconds  termes,  devient  égal  à  multiplié  par  le 
nombre  de  ces  produits,  c'est^rdire  h 

1.2.3  - 

En  général,  le  coefficient  de  x'*-'',  qui  est  la  somme  des  pro- 
duits jp  à  p  des  seconds  termes,  deviendra  égal  à  multiplié 
pw  le  nombre  de  ces  produits,  c'est-à-dire  à 

on adone,  enfin,  • 

,  m(«i  — 1) ...  (m — p+l)  .       ,       ,  « 

+■  .  • 

RnuioeK  L  Dimale  dévetoppement  précédent,  les  coeffi- 
cients de»  leimes  à  égale  distance  des  «xtrèmes  sont  égaux.  En 
eflfet,  le  eoefficient  de         est  le  nom^  des  produits  diffi^ 
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rentode  mlMm  php  eioéMdê  mT-^  \eiÊMàttnémpto>' 
4trîf8  différents  de  m  leltm  m—p  k  m  ^p  ;  or  oeè  nombres 
sont  égaux  (140). 

144.  RBMAR(^n.  Quand  on  Conrmeniecéeti 
rents  termes  du  d^eloppement  de  ss-^-tit  le  calcul  de  chaque 
terme  peut  6tre  simplifié  {Mir  la  connaissance  dn  terme  précé- 
dent; en  examinant  avec  attention  les  termes  successifs,  on; 

apervoit,  en  effet,  cette  règle  générale  : 

Pour  passer  d'un  ternir  au  suf'mnt,  il  faut  multiplier  son  toeffi' 
dent  par  l'cTposanf  de  x  dans  ce  ferme,  et  le  diviser  par  le. 
nombre  qui  marque  son  rang,  ajouter  une  unité  à  l'exposant  de  a 
et  en  retrancher  une  à  celui  de  x.  - 

Remarque  III.  On  n'a  fait  aucune  hypothèse  sur  le  signe 
(les  nonihres  x  ci  a\  a  peut  donc  avoir  une  vuieur  né^live 
.-^6p  et  ion  a»  par  conséquent,  ^-  * 

{X — = ^'"+  m  (—  b)x^-'  +  ^^"^^^  (—  +  br\ 

ou,  en  remarquant  que  les  puissances  paires  de  -^b  sont  égales 

à  celles  de  6,  et  que  les  puissances  impaii'es  sout  égdlcs  et  de 
signes  coulraires 


Puteanfies  ^aa  trinôme. 

0 

146.  Un  trinôme  a+  6  -f  peut  être  cpandéré  comme  un 
binôme,  si  Ton  regarde  les  deux  premiers  termes  (a-f  6)  comme 
réunis  en  un  seul.  On  aura  alors  -  - 

[1]  [(•f ^!H^l^{<^^^r+W«4•ft)'^+2^^^  ... 

1.2 

^«^-1)  ■  (».  -f  t     + vr*^  4- .... 

1  •  2 ...  jP  • 

81'Fofi  dévdioppe  les  ditrenes  pnlssaflces  de  a+ S'  ii^- 
reAt  dans  k  second  meinbre ,  on  obtiendra  une  somme  de 
termes  de  la  forme     6^  c\  dans  lesquels  la  somme  des  expo* 
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sanls  ^,  jï,  Y  sera  conslammcnl  égale  h  m,  8i  1  oa  cousidèrei 
par  exemple,  ceux  qui  provienneut  du  terme 

■ 

ils  contiennent  le  prodtiit  de  c  par  des  puissances  de  a  et  6  dont 
les  exposants  ont  une  ^mme  égale  à  m^p,  de  sorte  que  les 
trois  exposants  réunis  forment  une  somme  égale  à  m. 

Réciproquement,  «,  P,  Y  âombres  quelconques 

dont  1»  somme  soit  égale  à  M»  il  y  aura  dans  le  développenenl 
un  terme  en  a*    et  :  car,  dans  [1],  se  trouve  le  terme 

et  le  tlévcloppeinent  de  (a  +  6)*-^  contient  un  terme  dans  lequel 
a  tîgure  avec  l'exposant  a,  et  6 ,  par  couscqueul,  avec  l'exposant 

^  147.  Cherchonsie  coefficient  de  ce  terme  en  drd*^;  il  (NTO- 
f  ient«  comme  nous  Tavons  dit,  de 

t  «  8  Y 

ce  qui  peut  s'écrire  (159)  • 

i.i...Y.l.a.-(iii— y)^^  • 

or,  dans  le  développement  de  (0+^)*"^  le  cdeflldentdea*^^-^ 
e^t  éffl  (159)  à 

l.S  ...  a.l.S  ...  (m— Y — «)' 

Le  terme  demandé  est  donc 

or,  en  supprimant  le  factedr^oommim  l .  2 ...  (m-- y}i  et  rem- 
plaçant »t— Y~"«  P®*"  P» 

 LliiJ^  

.2...^.1.2...Y*  ' 
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et  le  dérdofipeiiieiit  se  eonfioBede  tm»  les  termes  analogiies» 
qui  correspondent  à  (outee  les  ▼aleun  de  «,  ^,  y*  àonl  ta 
somme  soit  égale  à  m. 

148.  Remarque.  On  trouvera  sans  peine,  par  un  procédé  iout  à 
fait  analogue ,  que  le  développement  de  (a + ^ + ^ + ^^n^  pov 
terme  général 

•  •      •  • 
1.2  •••M  û^^c'd* 
]»3>*.tt*l«9...^.1.2.*«Y»l*2»»*i 

et  se  compose  de  tons  les  termes  analogues  qui  correspon- 
dant &  toutes  les  valeurs  de  « ,  p,  y»  ^9  <iont  la  somme  spit  égale 
à  m. 

« 

BiSUllÉ. 

I5t(.  Défînilion  des  combinaisoiiSi  ce  que  l'on  nomme  arrangements ,  pro- 
duits difiéronls.    186.  Nombre  des  arrangemeals  dé  m  objets  prît  » 

'  à  «.  IST.  Nombre  des  permutations.  —  ISSU  Nombre  des  prodiiila 
dHHronts.  —  480.  -Forme  plus  simple  de  Teipressioii  du  nombre  âm 
produits  dtittreots.  —  440.  Le  nombre  des  prodeits  différents  de  fk 
lettres  n  à  11  est  le  mémeque  celui  de  m  liltres  m— n  à  m— 
141.  Formation  ,  du  produit  c^e  m  binômes  qui  ont  mêmes  premiers 
ternes.  —  44S.  Puissaace  d*uo  binôme.^ '443.  LeseoefBdepts  à  égale 
distaoce  des  eitrêmeesontégaui.  — >  §44.  Uùj^  de  former  an  terme 
aoonalsianl  le  précédent.-^  448.  Paiesanoe  d'an  biaeoM  dont  le  seoond 
ferme  est  négatif.  ~  446.  PuissaBoe  dHin  trinôme.  447.  Terow  gé- 
aérai  da  déveleppeaient.  — >  446.  TemM  général  dv  dévatoppesMat 
de  [a+b+e+df' 

ËXËACIGËS. 

I.  En  désignant  par  M  le  produit  ai(«ir-^l),..  (ai — is+l)» 
vérifier  les  formules 

W+ai[«W+  îî^ii^W  + 
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le  second  membre  comprenant  les  termes  analogues  à  ceux  que 
nous  ayons  écrits,  et  correspoiidaat  à  toutes  les  valeurs  de 

Yf  ppor  lesqoefiesr  a  +  f+ 1  m<  X)h  regarde  [a]  comme 
égalât.  .  ^ 

D.  Nombre  des  tenues  du  défeloppement  de  (a+b-^ef  et 
de'Ca  +  ô+é+d)*.  '  \         .  • 

/III.  Téiiifier  la  formule 

-+i-('+î)"-(-+r+=fe^(-+i) 

IV.  Védiicr 

•  •  • 

y.  Trouver  le  plus  grand  termedu  développement  de  (a?H-a)*, 
X  et  «étant donnés,  et  m  ad^entant  Indéfiniment,  trouver 

lalimite  du  rapport  de  leurs  cxposanls  dans  le  terme  maximum. 

Trouver  le  plus  grand  terme  de  (a  +  6  +  et  les  rapports 
Jiniites  des  exposants  de  a\  b,e  dans  ce  plus  grand  terme,  lors- 
que m  augmente  indéliniment.  .  ' 

VI.  Vérifier  que  (x a)"^ -j- {x — o)*  est  plus  grand  que  2a;"'. 
4é4uire  le  maximum  de  c  +  y  lorsque-     -îr  y*"  est  donné. 

• 

VU.  Yériiier  la  formule  .  ^ 

+ ...  +  moi» — (m  —  1  + (w  —      +  a(a — 

•  '  ■  . 

Celte  formule,  dans  le  cas  de  ,S  =  0 ,  ne  diffèx'C  pas  de  celle  du 
binôme  :  elle  a  lieu  quel  que  soit  p.  ' 

to 
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VIII.  Nombre  de  manières  de  décomposer  un  ^jffmt  ea- 
triangles  par  les  cUagonales  :  démcmirer  les  foonuleB 

.  P  — lîLz5p 

"•H  —  ""J  "uf 

Pli  désignant  de  condiien  de  manières  cette  décomposition  peut 
se  foire  pour  un  polygone  de  »  côtés.  . 

IX.  Si  l'on  considère  une  permutationde  » nonibrss  L^S...»» 
'  ^l'on  dise  qu'il  y  a  drfraa^«m«fi<  qoaihd  ce  nombre 

immédistonent  on  non,d*ttn  tmtre  pto petit  ipie fan» pwmfer 
^  le.  nomlure  total  des  dérangemenls  contenus  dans  les  per- 

vntations de  ces  ji  nombres  est  égal  à  <1.2... n).^'^'^^\ 

X.  *i  étant  un  nombre  impair,  on  a,  pour  ii<iii  '— l , 

XI.  Si  I,  A,  B,  C,  D,... 

sont  les  coefficients  de  la  m**  puisnneed'un  binôme, 

1,    l+A,   A  +  B,   B  +  C,   C  +  D^.. 
ismii  les  eoeflâcients  de  la  (il +1/ puissance.  . 

Xn.  On  écrit  en  cercle  m  noiAbres  - 

â^,  «S|,  4%, 

on  ^oute  chaque  nombre  au  suivant  et  on  écrit  les  sommes  sur 
on  nouyean  cerde*  On  ^ypère  sur  ce  cerde  conmie  sur  le  pré- 
cédent. Profiter  que,  si  n-f  1  est  moindre  que  m,  les  nonibres 
écrits  sur  le  {n-j-iy  cercle  seront  de  la  forme 

*  •  » 

et  que  la  somme  des  nombres  écrits  sur  ce  cercle  est  égale  à 

i^x,  +  x^  +  ,.,+x^, 

XIII.  Parmi  les  diviseurs  d'un. nombre  donné,  combien  y  en 
.  ft-t-il  qui  renferment  •  iiscteurs  premiers  différents  ? 
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t4d.  L'e?itractk>n  des  nidiaes  est  une  opte 
•nz  poljpiomes,  ne  peut  pas,  en  général,  être  effectuée.  Le  plus . 
aourent,  on  doit  se  borner  à  Undiquer.  Dons  oectainsi  cas ,  ce- 
pendant, la  rocine  d*UD  polynôme  pirat  s'exprimer  par  mm  autre 
polynôme;  nous  allons  toir  comment  on  peut  alors  la  trouver. 
Koas  nous  occuperons  d'abord  des  racines  carrées. 

nadne  cvrée  éet  polynoniM. 

*  «  « 

tM).  La  déterminàtion  de  la  racine  earrée  d'un  polynôme 
répose  sur  le  théorème  suivant. 

iHÉoaÉB*  Si  un  polynôme      ordmné  suivant  Ut  puiêtanoê 
4écroà$êmtet  d*wiê  ieUrê,  est  le  eané  d'un  putre  pal$mim  B 
wéimmédoUw^mitrmmièn^Uprmi^ 
ifci  prwiNèr  larvM  d»  B;  • 

En  effef,  le  produit  de  deux  polynômes  aponr  premier  terme 
(26)  le  produit  des  premiers  termes  des  deux  facteurs.  Si  donc 
les  deux  polynômes  que  l'on  multiplie  sont  égaux  à  un  même 
polynôme  B,  Xa  produit  B'  aura,  pour  premier  terme,  le  carré  ' 
du  premier  terme  de  B.  •  .  . 

On  peut  énoncer  le  ttiéo^èmè  précédent  en  disant  que  ai  un 
jlotlBÔme  B  est  la  racine  carrée  d'un  polynôme  A»  son. premier  ' 
termeestUracinecarrj^dupi*e«iier  termede  A..  • 

(kk  pourra  donc;  lorsqu'un  pqlynope  sera  oidopné  suivant, 
puissances  décroissantes  d'une  lettce,  cateuler  le  terme  qui 
doit  être  le  premier  de  sa  racine,  si  elle  existe;  si ,  en  effet,  le 
premier  terme  du  polynôme  proposé  est  Sfo*^  le  premier  terme 
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de  sa  racinecarrée  ne  pourra  être  que  ^Âj^  ou         Ce  lerme 
ne  sera  rationnel  que  si     est  entier,  el  A  un  carré  parfait. 

151.  Ayant  le  moyen  d'oblenir,  dans  chaque  cas,  le  premier 
terme  de  la  racine,  nous  pourrons  déterminer  successivement 
tous  les  autres,  si  nous  résolvons  la  question  .suivante. 

Connaismmt  ie$  n  jtnmien  termes  .4e  ia  raeUte^  irmtver  le 

Soit  A  le  t>olyname  proposé,  S  Tensemble  des  n  premiers 
term^  de  la  mine  et  J  lasQmroedestennessuîvânIsôttenoi» 
âiîpposons  êncore  injCaiiÀus  :  on  doit  avoir  idénfîtfitetàeiit'  '  . 

ou  ^  •      •  '  "    A=iS»4.2S«+^«/  '  " 

et ,  en  faisant  passer  S*,  qui  ^  connu.,  (jlans  1^  preoiier 
membre,  • 

A--S«==2S«  +  ««.  .  • 

Les  deux  membres'dejréquafîon  précédente  devant  être  iden- 
tiques, les  termes  du  plus  haut  degré  en  x  doivent  éire  é^^aux  ;  • 
A  el  S  étant  connus,  on  trouvera  facilenient  le  premier  terme 
de  A — S';  quantjiu  second  membre,  le  terme  du  phis  haut  de- 
gré est  le  produit  du  premier  terme  de  2S  par  le  premier  terme 
de  5  :  ce  produit  est  /  en  elTet,  le  premier  terme  de  283  et  il  est 
de  degré  plus  élevé  que  le  premier  terme  de  s\  puisque  z  élaoi 
de  degré  moindre  que  S,  m*  est  de  degré  inoindte  que 

Si  donc  on  nomro^  v  le  premier,  terme  de  ap,.son  produit  par 
1q  premier  ternie  de^  ^raégal  au  pfen^ier  terme  du  pi;emier 
inemkr6#  f .  eêt^ldonc  .le  .quo^eni  de  Jâ  division^  du  premier 
teme  du  premier  m^bre  JL-tS\  par  ^  premier  Mnpe  de  SS  , 
€'est-4t-dire  parJile  double  du  premier  tenne  de  la  racine.. 

IHd,  RbmarqoS.  L*^prësslon  A— S*  change  à  chaque  ôp^ 
ration,  puisque  SJ^compreiid  un  terme  de  plos.  On  peut  j^nrn- 
ver  9[ue'le  degré  du^premfer  terme  va  sans  cesse  en  dlfiiimiant 
et^que  les  termes  diténus  au  quotient  sont ,  par  conséquent, 
commé  cdadiiHt  être,  d'un  degré  de  môins  en  moins  élevé.  Soit, 
en  elTet ,  t?  le  terme  obtenu  en  divisant  le  premier  terme  de 
A— S*  par  deux  fois  le  premier  Icmic  de  la  racine,  i-our  obtenir 
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.l&|(ir«|i/iuîvi|nij,  il  foiUfi^rodre  comme  dhidcnde  ie  premier 

c*estrà-dire  •  .       '  - 

'  '      '    A— S'— .2S».— y;  "  ■ 

ôr^lepreniiei'iènnède  A— ^.ëlunt'égalaâpremidrtemicdc 
SSt;  sera  déImH  par  lui ,  el  comme    est  de-  dëgr^  moindre  que  - 
SSv,  l'expression  précédente  est  de  degré  moindre  que  A  —  S'. 

.  litfai.  Les  nMûésomml^  ptéeédêuli  sopposeaft  quiil  eiisle' 
imeniciDe  carrée  représentée*  par  un  polynôme,  et  ils  donnent  ^ 
le  moyen  d'en  obtenir  les  dilTérents  termes.  Il  nous  reste  à 

examiner  le  cas  où  la  racine  ne  peut  ùlrc  mise  sous  celle  foi  iue 
et  à  rechercher  comment  se  manifcsiera  rimpossibililé. 

Si  A  n'est  le  carré  d'aucun  poh  iioiue,  A  —  S*  ne  pourra  ja- 
mais élrc  nul,  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  de  S,  el 
l  opéralion  n'aura  pas  de  fin.  On  trouverait,  en  la  continuant , 
une  série  de  tonnes  dont  les  exposants  deviendraient  nég.ilils 
et  croili  aicnt  indéliniment  en  valeur  absolue.  Pour  savoir  àquel 
caractère  on  reconnaîtra  qu'il  en  est  -ainsi,  remarquons  qim; 
si  la  racine  existe,  son  dernier  tenne  peut  se  calculer  immédia- . 
lement^absolpnisnt  eoreme  le  premier;  on  prouTcra,  en  efiel> 
comme  (I46)V  qu'il.est  Ja  racine  carrée  du  dernier  terme  diA 
polynoçie  proposé;  im  dooc'qael!opérationi(MinHiaMB  tenne  ^ 
de  degré  majore  que, celui  qui  ddt  être  ledeniiM>,.cm pourra      *  * 
se  dispenser  de  la  continuer  et  alBnner  .  qu'elle  ae  proloogem 

iudérmiment.  ......       .  . 

* 

IM.  RmiQiiB.  QuetquefèlSt'àVlhspèctîon  d'un  polynôme, 
on  peut,  sans  aucatt^calcttli  afifinaer ^'ilii'ésipasrle  carré  d*im 
autre  polynôme  :  . 

1*  Lorsque  le  premisr  tenobe.el  lé  dernier  jb^ont  pas  une  ra- 
cine carrée  ratlontreller,  il  est  évident' 4^'aiicilh  polynôme  rè- 
tionml  ne  peut  être  là  racine  carrée  du  proposé;  '  **  *'* 

2"  Si  la  racine  carrée  du  premier  terme  a  un  coefficient  iri  a- 
lionncl ,  il  peut  se  faire  néanmoins  que  le  polynôme  ail  une 
racine  carrée  à  coefficients  irrationnels,  contenant  rationnelle- 
ment la  lettre  ordonnatrice.  Mais  si  la  racine  carrée  du  premier 
terme  est  raliounclle,  il  faut  que  celle  du  dernier  le  soit  aiirsi; 
ear«  le  premier,  terme  4e  là  racine  étant  rationnel ,  l'opération 
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qui  fait  connaître  les  autres  ne  fournira  évidemment  que  des*.  . 
termes  rationnels;  U  faut  donc,  en  particulier,  que  le  deniter 
termedelarftdnesQUratkmiûdet,  poqrcekt(t48),  que  le  der- 
nier leniie  du  polynôme  proposé  soit  mi  car^ 

t^.  Exemples.  Soit  à  extraire  la  raciDe  carrée  de 

le  pNmier  teim  est  <iM)  là  iKlM  eM«a  d0 

c^est^-dim       •  •  •  .'  ary^-f  2y-f  i.  . 

Or,  on  pourrait  trouver  par  l'application  de  la  méthode  géné- 
rale, et  il  est  d'ailleurs  facile. de       immédiatèment,  oufi  . 
Ton  a  .  - 

le  premier  terme  de  la  ràcine  dietrdiée,  ordonnée  soifant  1er  . 
(Niiissancesde     esT  dcmc 

k  fèmaarqne  (IM)  n*€st  pas  id  applicri»le  et  Ton  n'aperçoR 
ttocon  syn^ttao  dtmpos^iflHé,  car  le  dernier  terme  dn  po- 
.lyiKWie  proposé  9y*-f-  6y«+  y*  est  un  carré  parfait  (V  +  yf. 
Continmis  donc  Topération. 

Sî  l'on  forme  le  carré  du  premier  Icrmc  de  la  radne  et  qu'on 
le  retranche  du  polynôme  pi^oposé^  il  reste 

«^V+4rH-^(jf»+lsy+9y)a:*-f-(12y»4-4y^4- 

le  premier  terme  de  ce  reste,  x\ii^+iy),  étant  divisé  par, lé- 
double  du  premier  terme  de  la  radne  1)^  donne  pour 

quotient  2xy,  qui  est  (14$!}  le  second  tçcme  de  l&radne. 

Si  l'on  ibrme  le  carré  de  la  somme  des  deux  premiers 
termes 

et  4;pi*on  le  nptraache  du  polynôme  proposé,  on  trouve  pour 
reile 

>  *  »• 
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le  premier  terme  de  ce  reste  ar*(6y*+8y*+2y),  étant  divisé  par 
le  double  du  premier  terme  de  la  racine  2jr^y-|- 1),  donne  pour 
quotient  Sy*-}-  y,  qui  est  le  troisième  terme  de  la  racine. 

Si  l'on  forme  le  carré  de  l'ensemble  des  trois  premiers  termes 
de  la  racine  • 


-'    »  -M 


et  qu'on  le  retranche  du  polynôme  proposé,  on  trouve  un  reste 
nul.  Le  polynôme  proposé  est  par  conséquent  un  carré  parfait 
et  nous  en  avons  trouvé  la  racine,  o      •  ''^  "♦^'j  '«v^r*    .  :  >. 

REMAROtJE.  Lorsque  l'on  a  obtenu  une  partie  de  îa  racine,  il 
faut  en  former  le  carré  et  le  retrancher  du  polynôme  proposé; 
l'habitude  du  calcul  permet  d'abréger  cette  opération,  qui,  de 
toute  manière,  est  d'ailleurs  fort  simple  :  par  exemple,  lors<|ue 
nous  avons  à  former  le  carré  de  •         •    ^  •  , 

[t]  ".ar^Cy+n  +  sxy  +  v  +  y 

pour  le  retrancher  du  polynôme  proposé,  nous  pouvons  remar- 
quer que,  déjà,  pour  calculer  le  troisième  terme  de  la  racine,  ' 
on  a  formé  et  retranché  le  carré  de  x*iy-i- 1)  +  ^^»  et  qu'il 
est  resté  , , . .  ^ 

p]   C6y'  +  8y'+2y)x«-f(12y«+4y^x+9y*  +  6/  +  y'; 

il  suffira  donc  de  retrandier,  de  ce  reste,  les  autres  parties  dont 
se  compose  le  carré  de  [1] ,  c'est-à-dire  le  double  produit  de  la 
somme  des  deux  premiers  termes  a:^y-|-l}+2j:y  par  le  troi- 
sième Sy'-fy,  et  le  carré  de  Sy'+y;  nous  pouvons  même  nous 
dispenser  de  former  le  double  produit  de  x\y-{-\)  par  3y*-}-y,  il 
est  égal,  en  eflel,au  premier  terme  de  [2],  car  3y*-|-y  a  été,  pré- 
cisément, obtenu  en  divisant  ce  premier  terme  par  2a7*(y+  1>. 
Soit  encore  à  extraire  la  racine  carrée  de       =  ^ 

•  x"y'  +  3yx*'  +  y»x*  +  y«-|-r;  ;.- 

à  la  seule  inspection  de  ce  polynôme,  on  voil(lttO)  qu'il  ne  peut 
avoir  pour  racine  carrée  un  autre  polynôme,  car  le  premier 
terme  ar*y*  est  un  carré  parfait  (jr*y)'  et  le  deniier  terme  y'+ 1 
n'en  est  pas  un.  •  *   .  ,  .  . 
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*  • 

itacidê  m"*  d«i  polynooMi.  • 

*  *  . 

IM.  L^àékrwïaAtioÊk  âe  là  ntcine  pdl^noïkne  re- 

pose sur  le  Ihéorème  suivant  : 

4  ^ 

nme  B«  ttnhnné  de  fo  fl^tfme  mâtrièn,  h  prmift  îmmde  A. 

9^laf^ii$9Wi^  nC^  du  pmnUr^^niiè'deh, 

Ce  théorème  résulte  de  ce  que,  dîuis  la 'multiplication  de  . 
plusieurs  polynômes  le  premier  terme  du  produit  est  le  pro- 
duit des  premiers  termes  des.  facteurs.  Si  les  polynômes  que 
Ton  multiplie  sont  tous  égaux  à unrnâme  poljfBOioe  B,  pro- 
duit est  B"*,  et  le  produit  des  premiers  termes  est  la  puis- 
sîfnce  mP*  dû  premier  terme  de  B  ;  ce  qui  démontre  le  théor 
*.  rème  énoncé. 

.  On  peut  énoneep  le  .théorème  précédent  en^diiant  :.  Si  ns 

polynôme  B  e^t 'la racine  m**  d*im  pelynomè  A,  le  premier  • 
terme  de  B  est  Li  racine  m"^  du  premier  teime  de  A. 

On  pourra  donc,  lorsqu'un  polynôme  sera  ordonné  suivant 
les  puissances  décroissantes  d'une  lettre,  calculer  le  premier 
terme  de  la  racine.  Si,  effet,  le  premier  terme  du  polynôme 
proposé  est  AdP*,  le  jvemier  terme  de  la  cacine  ne  pducra  être 

^^^^  m 

que  v'Ax",  c'est-à-di^e  x^'y/k.  Ce  ferme  ne  sera  rationnel  que 
m  *  •  .»  •         •  •  . 

si  ^  est  entier  et  A  «ne  puissance  exacte. 

ltt7.  RiMAïQia  I.  Si  te4X)e(Vh»eiitdH  pmnier  term^Arest  nu^ 
•  mérique,  on  reeonnatfra  flicîlement  sHl  est  une  puissance  exacte 
et  Ton  trouvera  sa  racine.  Mais  s'il  est  lui-même  un  polynoine, 
il  faudra  connnencer  par  extraire  la  racine  de  ce  polynôme. 
Pour  cela,  on  l'ordonnera  par  rapport  à  1  une  des  lettres  (jn  il 
renferme  et  on  lui  appliquera  la  méllMKle  que  nous  exposons. 

iiS8.  RsMAaovE  H.  Le  dernier  terme  de  la  racine  peu(  s*obtênir 
immédiatement  comme  le  premier,  il  est  la  racine  t/i*"'  du  . 
dernier  terme  du  polynôme  proposé;  ou  le  démonlrera  absolu- 
nrent  de  la  même  manière. 
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ll$0.  Ayant  le  moyen  d'obtenir,  dîins  chaque  cas,,  le  premier 
'  ternie  de  la  racine,  nous  pourrons  détermioer^  succeflgiyemeiit, 
Jouft  les  aatres;  si  npus  rÀolyims.  la  qucjBtioii  suiirante  : . , 
iS0anMU4mi  ier  n  pnmkn  Urmês  tte  la  rêofite,  .tramer 

(n  + 1)*».  ^ 

Soient  A  le  polynôme  proposé,  S  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  racine,  et  z  la  somme  des  termes  encore  incon- 
nua;  on  doit  avoir  identiquement 

A^(s+«r,  •  •   '  .  * 

ou(l^i«) 

et  en  {Mstni  passeur    qui  est  connu  ^  dans  le  ^mîer  membret 
'  '  •A-8"=?i»S^'*«  +  2^^^^  -, 

.  les  dem'mémbm'âe  l'équation  précédente  devant  dtre  i(ienti« 
quesv  lemplm^n  tomes  dohontèt^  A*et'S'Miit 
mnus,  on  ealcalèra  fiicilemeni:  le  iN'éniiei'  terme  de  A-^S". 

Quant  au  premier  tonne  du  second  membre,  c est  le  premier 
tenne  de  car  ce  produit  wiS*~'5  est  de  degré  plus  élevé 

que  les  termes  suivantsqui  conlienncnl  S"'-*5',  S"*~V.  Ces  pro-  • 
duits  contiennent  en  effet  la  letire  ordonnatrice  à  un  dej^ré  de 
moins  en  moins  élève,  puisque  pour  former  rliacun  d'eux  il 
faut  remplacer,  dans  le  précédent",  un  facteur  égal  à  S  par  un 
facteur  s  de  degré  moindre.  Si  donc  on  nomme  v  le  premier 
terme  de  jb  ,  son  produit  pal*  le  premier  târttK  de  sera 
égal  au  premier  terme  dû  premier  membre  ;  v  est  donc  le  ^uo^ 
tientde  là  dhision  du  pmnte^leraae  dirprettuér  membre^  par  . 
k  prèmior  . terme  d^  fliS*^. 

Rsmaroue  L  ,Le  pi'Milir  terme  de  mS"*  '  est  égat  à  m  fols  la 
.  (m— l)""  puissance  du  premier  terme  de  S,. de  sorte  que»  dans* 
les  divisions  qui  foornlssenl  les  tMoes  soeée^sifs  de^  . 
le  dmaenr  estlocjoun  la  même. 

160.  Remarque  H.  Le  premier  membre  A— S"*,  chan^^e  à 
diaqueopératieiai  puisque  S  contient  un  terme  de  plus.  On  \)eui 
prouver  que  son  degré  va  sans  cesse  en  diminuant  et^ue  1^ 
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termes  obtenus  à  la  racine  sont  par  conséquent,  tosatm  <xAk 
doit  être,  d'un  degré  de  moins  en  moins  élevé. 

Soit  en  effet  v.  le  terme  obtenu  en  divisant  le  premier  terme 
de  A— S*"  par  tn  foifrléiNremierlèmiede  f  o  di  riimiltj 
de  la  division  qui  donnera  le  iehne  subrant  de  la  radne  esl  le 
pmiiNrlenDede 

c'est-àHlire  de  . 

or,  le  premier  terme  de  A  —  S-  étant  égal  au  premier  terme 
.  de  ?«S"*-'v,  et  les  produits  suivants  S"*"*»*,  S"~*v»  étant  des  de- 
frrrs  de  moins  en  moins  élevés,  l'expression  [1]  précédente  est, 
comme  nous Toulions le  mootrery  dedegré  moiodragne 


* 

161.  Les  raisonnements  précédents  supposent  qu'il  existe  une 
racine  m"»*  égale  à  un  polynôme,  et  ils  donnent  le  moyen  d'en 
obtenir  les  différents  termes.  Mais  il  faut  encore  examiner  lo 
caâ  où  la  i^cine  ne  peut  ètre^  ijiise  souacetta  fome  eimoatcer 
comment  se  maBifesteiariapossibilité.. 

A  n'est  ja  puissance  wi^  4'aii6im  polfnoaM^  ▲--«.S"  ne 
umjnmê  Mtf  et  1  ofiératioir  a  Murm  paa  de  te.  6n  MiieTaiti. 
en.la  contimiaBl«  ime  auite  indétele  de  tepmadonllaaej^ïo- 
sntadeYieadriieiit  iiégltfii  et  miteaieiil  IndéfiniB^  en  na- 
Imabaolue.  IV^r-savoir  à  quel  nioaient  on  peut  afOrnier  qu'il 
en  ien.aiinî,il.6uffil  de  remarquer  que,  si  la  racine  existe,  son 
damier  lenne  peut  se  cakuler  immédiatement  (158).  Lors  donc 
que  l'opération  fournira  un  terme  de  degré  moindre  que  celui 
qui  doil  ôlre  le  dernier,  on  pourra  se  dispenser  de  là  continuer 
et  affirmer  qu'elUr  se  prolonge  iadéfiniment. 

ftnuàom.  Quelquefois,  à  la  s^ile  inspeelion  dim  polynôme, 
ûB  peut  alirnuer  qjB'il  n'çst  pas  la  puissance  t»""  d'un  autre 
poiyDonié: 

l'.Ixwsque  le  premier  terme  et  le  dernier  ne  sont  pas  des 
puissances  exactes,  aucun  pol^nqme  ralionnel  ne  peut 
^tre  la  racine  du  proposé. 

2«  Si  la  racine  du  premier  terme  a  un  coelficicnl  irra- 
tionnel, il  peut  se  faire  néanmoins  que  le  polynôme  ait  une  ra- 
<^e       àcœeOdents  irratioinKis  contenoH r^BMilcmeBl 
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la  teÉlvr  ordonnatrice.  Mais  si  la  racine  m**  dn  pnomier  terme  *  , 
«9t  rationneUe»  ii  finit  que  celle  du  demkr  le  soit  aussi»  car»  Iç. 
pmokr  iffpme  dé  la  racine  étant  rationnel ,  Topération  qui  fait 
•  connattre  leaautret  ne  fèumit  àvldemm^  que  dea  termes  rar 
lioDiieist  il  fàut  donc,  en  particulier,  que  le  dernier  terme  de  la 
raetne  goH'raliopiîel-,  et  pour  cela  que  le  dernier  tàrme  du  po- 
lynôme proposé  soit  une  puissance  mr*  exacte. 

aisuiii. 

149.  Dans  la  plupart  de8t»8,  la  raeine  d'un  polynôme  ne  peut  pas  s'ex- 
primer 80US  une  forme  plussimplei  —  fttO.  Si  un  polynôme  A  ordonné 
par  rapport  à  une  lettre  est    carré  d*iio  polynôme  B  ordooné  de  h  même 
manière,  son  premier  terme  est  k  carré  du  premier  terme  de  1;  tm^  ■ . 
polynoiMorddniéét&DtdooDé,  oiipeut,d'apite'68ia»traiifw  ' 
terme  de  m  raciàe  carrée.— I  Ht .  Conaaissant  ua  nombre  qneloonqoe  de 
luiBMSdeia  radM  Carrée,  on  pont  tnonii^la  nivant ,  il  en  rMle  que* 
roo  pentlee  caieoler  tous  fiicoeail?ement.  —  I  US*.  Les  termes  trouvés , 
par  le  procédé  pfMdeat.soni,  'couiim  œla  (Mi  éira,  de  dsgié  de 
aMina.ao  amins  élevé.  — .  iH^/  Garaetèrea  ainquel^  on.  raornaatt  ^ 
ropération  ne  «'arrtea  pas;  —  1114.  Cas  oft  le  praoder  tanne  et  la 
demiar  ne  sont  pas  tons  deux  dcaoarrés.  -*  IBB  Quélqnes  ei^sples.^ 
IM.  SI  aa  pot3^ioine  A  estia  pttissaaos  fnp"'d*tta  autre  po^^nom 
le  premier  têrma'de  À  est  la  poisaanoè  m"^  dn  premier  terme  de  B.--^ 
IK7.  pt  la  premier  terme  de  À  est  un  polynôme,  pour  a^oir  le  premier 
*  tsnne  de  la  racine  ii  faudra  Irooyerkrw^nedecepoty^oaM.-^  18^^ 
dernier  terme  de  la  racine  peut  s*ol>tonir  immédiatement ,  comme  le 
premisr.-*  1110.  Connaissant  un  certata-nendiia  de  tennesde  la  racine, 
ou  peut  trouver  lésnivant.—-  Il  en  résulte  que  fop  peut  (es.  calculer 
tooIsuccesBivement.  ~~  MO.  Lea  termes  obtenus  sont^oosuM  cela  doit 
4tn,  de  degi<  de  plus  en  plus  petit.  ^  101.  Garadères  âusqnels  oa 
pent  raconaaltre  que  Fopération  ne  sa  termiaera'pas. 

EXERCICES.  . 

I.  Si  ti ,  V,  Si  sont  trois  fractions  algébriques,  rationnelles, 
contenant  une  même  lettre     teHes^  .  .  .  * 

si,  de  plus,  le  degré  de  z  (excès  de  degré  du  numérateur  sur 
le  dénominateur)  est  moindre  que  celui  de  v,  prouYer  que. la 
IMurtie  entière  d^  v  .est  la  même  que  celle  de  «. 
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II.  Trouver  un  triaogle  tel  que  les  trois  c6tés  et  la  hauteur 
'  soient  eh  progression  par  quotient.  En  nommant  ses  cMés  —  / 

.        ...  s .  ...  r 

«,  'y,€t  lalMOtearpareonséqilisYit  ^  -^it  trottine  entré    et  y 

.  une  équation  du  huitième  degré  qui  se.simpliiie,  parce  qu^  SQn 
premier  membre  est  un  carré  parlait.. 

Ul.  Extraire  la  racine  carrée  de 

4/«(/+i»)(/+ii)  +  (^— m«)P,  . 

IV.  Extraire  la  racine  carrée  de  • 

V.  Extraire  la  racine  carrée  de  l'expression 

M.  Extraire  la  racine  cubique  de  lexpi*essipn . 

-Cf +^'+ ^«+6+^^)'  +  e«+^+^^'  +  ià-\-c+d;:i-ia  -\rc+df- 
VU.  Résoudre  l  équation      '         *      '  *  - 

YIU.  Résoudre  l'équation 

pV    pV    ip + \p'    ?V    (y^  H-  y)  •  v//*    ^7  . 

IX.  Extraire  la  racine  carrée  de  l'expression 
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16!i.  Lorsqu'on  cherche  à  déU  rminer,  d'après  certaines  condi- 
tions, un  polynôme  ordonn(^  par  rapport  à  une  léttrc  donnée,  la 
oiéthode  1»  plus  simple  et  la  plus  naUirelle  consislc  à  écrire  ce 
polynôme  en  laissant  indéterminés  ses  coefficientBetquelquefois 
son  ^egifé.  En  expnioant  Amite  qu'il  satisiCait  aux  ôoiidilioDS 
proposées ,  .ou  obtient  des  équations  dans  lesquelles  ces  ceei^ 
cients  et  çe  degKé.*^trciii  comme  autant  d'incpnnues  dont  eliei 
font  connaître,  la  valeur .   

-  ....  , 

Cette  méthode  peut  s'appliquer  à  la  solution  de  deux  ques- 
tions déjà  résolues  phis  haut,  la  division  des  polynômes  et 
l'extraction  de  leurs  racines.  Nous  allons  indiquer  cette  seconde 
manière  de  présenter  la  théorie  de  ces  opérations,  et  l'on  verra 
sans  peine  qu  elle  conduit  précisément  aux  mêmes  calculs  que 
les  méthodes  déjà  exposées.  '  »  . 

165.  Soient  à  diviser,  l'un  par  Fautre,  deux  pd^fnomês  de 
degsés  m  et  '  < 

»    •     '  .  1.       •  • 

-  t     \     -  • 

*1I  faut  que  le  quotient,  multiplié  parle  diviseur,  reproduise 

idenliqueinenl  le  dividende.  Or,  si  l'on  ^lésigne  par  a  le  dej^Té 
du  quotient,  celui  du  prodqit  sera  «  +  "1  et  l'on  devra,  par 
conséquent,. avoir         *  ,    ,  .       .  .  •  . 

ou  '  '    *    a  =  //t  —  »; 

*  •  • 

connaissant  ainsi  le  degré  du  quotient  et par  suite,  le  nombre 
.de  ses  coefficients  é^l  à  «-|-1,  on  pourra,  én  désignant  cbacnn 
d'eux  par  une  lettre  particulière,  eUccluer  le  produit  du  quo- 
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tletit  par  le  difiseur.  Ce  produit  étant  de  degré  M/teràoompqoé 
de  m+t  termes;  en  les  égalant  aux  termes  correspondante 
du  dHdende,  on  obtiendra  m+l  équations  du 'premier  degré 
entre  les  m— ii+i  coefficients -inooimos.  m — fi-|^i  de  ces 
équations  suffiront  pour  les  déterminer;  les  lAitres  demntètre 
satisfaites d'eUes^fnâmesotssKonldeséquatioB^  detCon^iUon. 

164.  Si  ronveut  appliquer  la  méthode  des  oœffidente  indé- 
terminés à  la  redierdie  du  quotient  et  du  reste  dans  le  cas  où 
la  division  n'est  pas  possible,  la  question  doit  être  posée  de  la 
Hianière  suivante  :     '  '*  -  '        •  * 

Trouver  un  polynôme  qui ,  multiplie  par  le  diviseur,  donne 
•itn  produit  dont  la  différencê  avec  ie  dividende,  $oit  de  degré 
moindre  que  le  diviêeur , 

On  devra  donc  seulement  égaler,  aux  termes  correspondants 
du  dividende,  ceux  des  termes  de.ce  produit  dont  le  degré  sur- 
ÎMOsele  dègré  n  du  diviseur;  on  obtiàiidm  idn^  équa- 
tions (les  mêmes  que  si  Ton  diercliait  im  quotient  exact)  qui 
-permettront  de  déterminer  tous  les  coefficients  du  quotient.  La 
diflércnee  entre  le  dividende  et  le  proditit  du  quotient  par  ce 
diviseur  sera  le  reste. 

IM.  Les  m-^n+l  équations  qui  détermmenl  ts  quotient 
offrent  line  forme  remarquable,  qqi  rend  ImsolutiiNL  très» 

flM!ile. 

Soit  C«*-^+Ciar-*-'+...C*«^'^'+...i^ 

le  Retient  inoonna. 

La  première  équation  ne  contient  que  Tincemnue  C;  C  étant 
connu,  la  secoiule  permettra  de  calculer  Ci,  qui  n'y  enlrc  qu'au 
premier  degré;  G  et  Ci  étant  connus,  la  troisième  équation 
permettra  de  c<ilculcr  C,,  qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré. 
En  général,  chaque  équation  renferme  au  premier  degré  une 
inconnue  qui  ne  figurait  pas  dans  les  précédentes  et  qu'elle 
permet  de  déterminer.' 

Pour  démontrer  qu'il  en  est  ainsi,  remarquons  qu'en  for- 
mant le  produit  de 

Ba:"  +  BiX-«  +  ...+B,» 
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Ci  ne  figarna  dw  aocuB  terne,  de  d^gré  ]jinà  âeié  que 
m^k;  en  aorte  qae  les  k  firemières  équations  ne  renferme- 
ront pas  cette  inconnue;  quant  àla  ik+i)r,  elle  renlBmMr  G» 

au  premier  degré,  car,  dans  le  prodiiit,  le  seul  terme  eu  a?"^ 
qui  contieune  Ci  est  évidemment  BC»«^. 

1G6.  Appliquons  la  méthode  précédente  à  uu  exemple.  Soit 
à  diviser 

4 

par 

le  quotient  doit  ôtre  du  quatrième  degré.  Désignons-le,*  par, 

« 

en  ferméiit  son  produit t»ir  le  dtfiaeor»  ea  oktient 

en  égalant  les  ternies  de  ce  produit  dont  le  degré  surpasse 
l'unité  aux  termes  correspondants  du  dividende,  on  aura,  pour 
déterminer  mu  mi,  »it,.»t»,  les  équations 

k  première  fera  connaître  mi;  mt  étaht  connu,  la  seconde  fera 
connaître  «4;  «ii  et  eit  étant  connus,  la  troisième  fera  con- 
natlre  wi$;  et  enfin  la  dernière  détmdnera  «ii. 

167.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  s'applique 
fnns  difficulté ,  à  l'extraction  de  la  racme  d'un  polynôme. 
.  jt  un  polynôme 

•  "  ^A\e  par 

* 
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il  fiiut ,  par  définition»  que  l*on  nt  jdentiqueinelit 

•  *  ■ 

pour  que  les  deux  membres  soient  de  même  de^é,  on  dc\  ra 
avoir 

Si  donc  p  n*e8t  pas  un  multiple  de  m,  le  problème  est  im- 
possible. 8i  p  est  divisible  par  m,  on  connaitra  le  degré  ^ 
•  .  ^ 

de  la  racine,  et,  par  suite,  le  nombre  de  ses  ooefflcients.  On 

pourra  élever  celte  racine  h  la  puissance  m;  le  résultai  sera  un 
polynôme  de  Jcf^ré  p,  cl  en  éj;alanl  les  /?  +  !  premiers  termes 
aux  termes  correspondants  du  polynôme  proposé,  ou  aura 
p-\-l  équations  pour  délerniincr  les  coefficients  inconnus.  Les 
équations  qui  expriment  l'é^alilé  des  termes  suivants  devront 
être  satisfaites  d'elles-mêmes  :  ce  sgut  des  équations  de  cou- 
dilion. 

168.  Les  p  +  1  équations  qui  déterminent  les  coefficients  de 
la  racine  oiit'une  forme  remarquable  qui  rend  leur  résolution 
tr^-Dscilc.    •  •  * 

La  première  équation  ne  contient  ^erinconnue  B. 

*  B  étant*  oonnu«kaécondepemiettia.éecalciiler  Bi  qui  n'y 

entre  qu'au  premier  degré. 

B  et  Bi  étant  c-onnus,  la  troisième  équation  permettra  de 
calculer  Bi  qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré.  En  général, 
chaque  équation  renferme  au  premier  dc-^ré,  une  inconnue  qui 
ne  figurait  pas  dans  les  {tféccdeutes  et  q^ijijUe^^rm  dé- 
terminer. -  V  ,t  .  .  - . 

Pour  démontrer  qu'il  en  e8taû^9i>  romilr;Ct^o^SJ^'fn  fi>jrinant 
le  développement  de     .   .  .  * 

Bt  ne  ligure  dans  aucun  terme  dont  lé  degré  en  ii  soit  plus 
élevé  que  mn — k;  en  sorte  qyie  las.  4p  premières  équalk>ns 
ne  contiendront  pas  cette  inconnue.  Quant  à  la  (i(  -f- 1;**^ , 
elle  le  renferme  au  premieit.deg;ré ,  car  dans  le  développement 


• 
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de  la  puissance  m  du  polynôme,  il  n'y  a  qu'un  terme  en  a:""*-* 
dans  lequeUigure  B*,  c'est 

Applicalion  à  quelques  problèmes. 

160.  Nous  appliquerons  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés à  des  problèmes  que  nous  n'avons  pas  encore  traités. 

PaoBL&MB  I.  Déterminer  la  relation  nécessaire  pour  que  le  tri- 
nôme 

x*-\-px  -(-  q 

.<oit  divisible  par  le  carré  d'un  binôme  convenablement  choisi 

Si  x-\-p  désigne  le  quotient  de  cette  division,  on  aura 

j:* + pa:  +  7  =  (  x — a)«  (a:  +  p)  =  (x' — 2otx  +  a»)  (X  +  p) 
=    4-  (P  —  2«)a;«  +  (a«_  2ap)j;  -f  a«p , 

d'où  l'on  conclut  en  identifiant  les  deux  membres, 

p  — 2o=0,    p  =  a«— 2ap,    7  =  a'p; 

remplaçant  dans  la  seconde  et  la  troisième  de  ces  équations  p 
par  sa  valeur  2a déduite  de  la  première ,  il  vient 

g  =  2a»; 

la  première  de  ces  équations  donne  a  =  y/-^,  ce  qui  met 
la  seconde  sous  la  forme 

ou  4/7^+27(/'=0. 

Problème  II.  Déterminer  les  coefficients  m  et  de  telle  ma- 
nière que  l'expression 

mià  —  a:\2m*  +  3»)  +  x{m^  +  6m»}  —  Sw'n 

soit  un  cube  parfait. 

11 
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S  &ut^pour  cela,  identifier  cette  expreosimi  aveck  cube  d'im 
liinome  M+b^  c'est-à-dire  avec 

ce  qui  fournit  les  équations 

les  deux  dernières  donnaal 

— —  m'4-6mn 

«  et  6  élant  déterminés,  les  deux  équations  restantes  sont  des 
équations  de  condition.  Si  on  y  substitue  ha  eikb  ieurs  ya- 
leurs»  elles  deftemiaol 

(m'  -f  6mny 

'  W    .       ■  27 . 9 . 7«V  *        *  ' 

en  chassant  les  dénominateurs  dans  cette  dernière  «équation  e| 
supprimant  le  fiMïlairGOBiaiim  in^>  elle  devient  ' . 

(^«+3»)9»=i»*-f  12m«»+36«^,  / 
OU  en  réduisant 

o=»iiP— 6w»»+»i^  ;.     .  ' 

qui  donne  pour  Valeur  unique  de  n 

«* 


ndée  se  réduit  done  à 


use:  — 

3 

€t  le  polfvonie  propeséest alors»  oommeon  s'en  aiMelaGi- 
lem»t,  le  culïe  de 


i 

■ 

11 
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RÉSUilB. 

162.  La  méthode  des  coefiBcicnts  indôlerminés  s'applique  aux  questions 
dans  lesquelles  on  veut  déterminer  un  polynôme  d'après  certaines  coq- 
dilions.  —  163.  Application  de  celte  méthode  à  la  théorie  de  la  division. 

—  164.  Cas  où  l'on  cherche  le  quotient  et  le  reste.  —  I6i>.  Toutes  les 
équations  que  l'on  a  à  résoudre  sont  du  premier  degré  à  une  inconnue. 

—  166.  Application  à  un  exemple.  —  167.  Racine  des  poly  nômes.  — 
168.  Les  équations  que  l'on  a  à  résoudre  pour  déterminer  les  coefficients 
de  la  racine  sont  toutes  du  premier  degré  à  une  inconnue.  —  169.  Ap- 
plication de  la  méthode  des  coefficients  indétermin/s  h  la  solution  de 
quelques  problèmes. 

EXEKUCES. 

L  Contlitions  pour  que 

Ax^^4px^  +  4qx*  +  2p{m  +  l)x  +  (m  +  \)^ 
soit  le  carré  d'un  polynôme  entier  par  rapport  î\  x. 

II.  Conditions  pour  que 

Ay«  +  Bj:y  +  Cx»  +  Dy  +  E.r  +  F 

soit  le  produit  de  deux  expressions  du  premier  degré  en  x 
el  y.  Décomposer  de  cette  manière 

2a:*— 21xy  — 11/ —  a;  +      —  3. 

III.  Mettre  l'expression 

4(a;'+x*  +  a:«  +  £c  +  l) 

sous  la  forme  de  la  différence  des  carrés  de  deux  polynômes 
entiers,  du  second  degré,  et  par  rapport  à  x. 

IV.  Conditions  pour  que 

*(«y  +       —       —  (X  —  a)*  —  (y  — 
soit  le  carré  d'un  polynôme  en  x  et  y. 

V.  Mettre  Ax«+2Bxy+Cy'  sous  la  forme  («x+py)'-f  (yasf  oy/. 
Cela  est-il  toujours  possible?  y  a-l-il  plusieurs  solutions'/ 

VI.  Mettre  Aar»  +  3Bx*-f  3Cy«x-f  Dy»  sous  la  forme 


7-'-  ; 
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CHAPITRE  Xft. 

VÉRIFICATION  DES  FORMULES  D  ALGÈBRE. 


GoDdittoD  d'idtiUité  de  d«iix  pol  jnomoi, 

170.  La  vérification  d'une  formule  d'algèbre  consiste  presque 
toujours ,  ou,  tout  au  moins»  se  naiène  très-facilement,  à  dé» 
jBOBtrer  Tégalité  de  deux  expressions  algébnques.  Nous  allons' 
.  indiqua  nn  théorème  lûrt  important»  qui  peut  guider  dans  la 
8oliiàotades<inestioiisdèoe  ganie:> 

Théorème.  Deux  polynômes  entiers  et  rationnels  qui  renferment 
un  nombre  quelconque  de  lettres  arbitraires,  et  indépendantes  les 
unes  des  autres,  ne  peuvent  être  égaux  que  ê'iU  sont  eomp(nés 
identiquement  des  mêmes  temn,  •  • 

Considérons  d*abord  deux  polynômes  qui  ne  contiennent 
qn'iiné  seule  lettre  indéterminée  pnr  rapport  à  laquelle  nous  les 
supposerons  orddonés.  Soient  eés  polynômes 

P,  P,,  ...Pn,  Q,  Qi,  ...Qn  étant  des  nombres  déterminés.  ' 

Si  les  deux  polynômes  [1]  et  [2]  doivent  ôtrc  égaux  quel  que 
soit  X,  ils  le  seront,  en  particulier,  pour  x  =  0,  et  par  consé- 
quent, on  doit  avoir  P,»  =  Q„.  En  supprimant  ces  deux  termes 
.conununs,  les  restes  seront  encore  égaux,  et  en  les  divisant  l'un 
et  l'autre  par  on  devra  encore  trouver  des  quotients  égaux; 
on  aura  donc 

P«-« + ?fX^*  + . . .  +  P-i = Ûâ?-«  +  Q,x^-''  +  . . .  +  Q,_, . 

En  ûiisant  encore  x  =  0  dans  les  deux  membres,  on  verra,  de 
même,  qne  l'on  doit  avoir  P«»-i  =  Q«-i-  En  supprimant  ces 
termes  communs  et  divisant  le  résultat  par  x,  on  trouve 

Px^+ Pta;-'  + .. . +P«-.=Qx"-> + Q,x"-»+ ...  +  Q.-,  ; 

d'oi)  Ton  conclura  encore  P^^ssO,^,  et  en  continuant  on 


*     ^  viRlFlCATION  DES  FORMULES  D'âLGÈBRB.  165 

verra  que  les  termes  de^Tonl  être ,  dans  les  deux  polynômes, 
les  mômes  et  en  môme  nombre.  • 

Remarque.  On  pourrait  objecter  à  la  démonstration  précé- 
dente ,  qu'après  avoir  divisé  par  x  les  deux  polynômes  égaux , 
on  n'a  plus  le  droit  (43)  de  supposer  x=0  dans  le  résultat. 
Mais  comme  on  peut  attribuer  à  x  toute  autre  valeur  aussi  po- 
Ule  qu'on  le  voudra ,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  les  termes 
indépendants  de  cette  lettre  ne  peuvent  différer  l'un  de  1  autre. 

171.  Pour  établir  le  tbéorème  dans  le  cas  où  les  deux  f)oly- 
nomes  renferment  un  nombre  quelconque  de  variables,  il  suflil 
de  montrer  que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  deux  polynômes 
renfermant  n  lettres  arbitraires ,  elle  le  sera  aussi  pour  deux 
polynômes  en  contenant  n  +  1.  Considérons,  pour  cela,  deux 
polynômes  contenant  n+1  lettres,  ar,  y,  s,  w,  v  ...p;  ordon- 
nons-les, l'un  et  l'autre,  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  x  par 
exemple:  ils  prendront  la  forme  :  '  "  •  /  ^ 
,  [I]  A<,a;«  +  A»x-«  +  ...  +  A«     *v    \y.  \ 

[2]  BoX-»  +  Bj^-»  +  ...  +  B.,        *  *    ,  xV-;.* 

Ao,  A,  ...A,»,  Bo,  B,...B„  contenant  les  n  variables  y,  5, 
u...p)  mais  les  polynômes  [1]  et  [2]  étant  égaux,  quel  que 
soit  a?,  on  doit  avoir 
[3]  m=n,  Ao  =  Bo,  Ai  =  Bi  ...  A«,  =  B„; 

or  le  théorème  étant  admis  pour  le  cas  de  n  lettres  variables, 
les  égalités  [3]  exigent  que  les  polynômes  Ao  et  B,,  A,  et  B,, 
A«  et  B«  soient  respectivement  composés  des  mêmes  termes,  et 
que,  par  conséquent,  les  polynômes  [1]  et  [2]  soient  identique- 
ment les  mêmes. 

Vérification  de  l'égalité  de  deux  expressions  algébriques. 

17îi.  D'après  le  théorème  précédent,  pour  vérifier  une  équa- 
tion entre  différentes  quantités  arbitraires,  il  suffira  d'en  faire 
disparaître  tous  les  dénominateurs  et  les  radicaux ,  et  de  con- 
stater que  les  deux  membres  sont  identiquement  composés  des 
mêmes  termes.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  on  peut  affirmer  que  l'éga- 
lité proposée  n'est  pas  exacte  pour  toutes  les  valeurs  des  letlrcsi 
qu'elle  renferme.  .  . 

175.  Lorsqu'une  égalité  doit  avoir  lieu  en  vertu  de  certaines 


lis  lÉHfK^mi  M»  mmmiMA  B'i 

relations  entre  les  lellres  qui  y  sont  contenues,  il  faut,  pour  le 
Térilier,  oxpriiiirr,  au  moyen  de  ces  relations,  un  cert.iin 
nombre  de  lettres  en  lonclion  de  celles  que  1  On  peut  regarder 
comme  arbitraires ,  et  substituer  ces  valeurs  dans  l'équalioa 
proposée,  qui  reotrera  alors  dans  le  cas  pr6cédeat. 


ApiiHcailon  k  quelques  problèmci. 
174.  Problème  I.  Examiner  si  les  ég^ualions 


[3]  •  ee,o,+rfiï«=aift. 

.  On  déduit  des  équations  [1]  cl  [2] 


M 


eo,  en  remplaçant,  dans  [5],  x  sairalearfburnie  par  l'équa- 
ti0B[4]  .      .        f  ^ 

m  Ton  remet  dans  [3]  poor  y  et  yi  leurs  valeurs  fournies  par  [4] 
et     ,  ou  obtient 

^qui  devient  une  identité  lorsque  l'on  supprime  le  facteur 
te— <?)Yi  conuranau  numMm  eiat  dépominateiir  du-  se- 
cond  tanne. 

PlOBLÈiiK  U.  Examiner  si  VégaUté, 
pj  ad^bc  ac — bd 

[2] 


ac — bd   a  +  b  +  c+d 


n  faut,  conformément  à  la  méthode  indiquée /déduire  de 

réf^ilé  [l]  la  valeur  de  Tune  des  quatre  Icllics  qu  clic  con- 
tient ,  et  substituer  cette  valeur  dans  [2],  qui  doit  alors  devenir 
identique. 

Si  Ton  chasse  les  dénominateurs  de  [1] ,  il  vient 

"  — .ac(*+r — d} 

on»  en  néiiniwiint  kg  lerifcei  en  »  et  rtéafsMit 

[3]    a«(d  —  c)  +  a(c«— rf»)  +  6»(c — d)  +  ^  Cé? — c»)= 0., 
ouy  en  dB^isant  par  d^^, 

ce  qui  peut  s'écrire 

•  ■ 

ou ,  en  divisant  par  a — 

c'est-à-dire  a=c  +  ri  — 6.  * 

Tient 

t^  +  èd—eb^bd_^  +  2d 
26*  —  26    •  '  4  •  • 

•  •  • 

OU,  en  chassant  les  dénominateurs, 

ce  qd,  en  effet ,  a'fien  idisntiquement. 

RsMARQUB.  Nous  avous  supprimé,  dsini  tes  éqfuÊÊiamJfi  et  [i], 
lesfiictedrs  o— 5  et  d-^e  :  le  résultat  n*est  donc  ^piplîcibte 
que  dans  le  cas  où  les  deux  diflérençes  ne  sont  pas  nnllesl  On 
peut  Vérifier  en  efilet  que, peur         l'éqnatîeii  [1]  detieat 

identique  et  ne  peut,  im  conséqueui,  entraîner  aucune  consé^ . 
quencc. 


* 
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170.  Tkéoréne  bot  ki  oonditioiiB  d*égaUté  de  deux  poiynOBWi  coalMimt 
«m  lettra  MMlrtin.  t71 .  Extension  de  ce  théorème  «n  cas  où  let 
'deux  polynômes  renrerment  un  nombre  quelconque  de  lettres  arbitreires. 
— 172.  Moyen  de  ▼érifier  une  éqiMtieR  Mtie  diiénofeM  4|uiiitilée  arbi- 
traires. — >  I7S.  Lorsque  les  lettrée  contenues  dans  Véqnûm à  vériAcr 
doivent  satiiMie  à  certaines  équations^  il  faut  exprimer,  au  mofsn  de 
fléséqaatioMyini  certain  nombre  de  lettres  en  fenctioa  de  oellst  qse  foo 
ptol  regirder  commt  arbitraires  et  sublUluer  ces  valeurs  dans  i^éqm» 
Mon  proposée  qui  reotren  alora-dus  pf^oédent.  —  i74.  AppBoa- 
lioa  à  qoelqueg  waaplea. 


à  une  iMiié  ayant  R  et  r  pour  layoïia  de  bases,  c^est-à-dire 
qv'il  est  égal  à- 


H',  h'  satisfaisant  aux  conditions  que  la  géométrie  indique  faci- 
lement :  H'-.A'=H,  p«  =  R«+((»— H'A  p«==:H+(p— Aj», 
fi  étant  le  ntjon  de  ta  sphère.. 

,IV.  Vérifier  que 

si  l'on  a  A:a::  B:6::  C:c  ::B:d. 


EXBRGIC86. 

I.  'Vérifler  que  m+f^u+vss^ 

i0y — «0  s    + 9) -f  î 

entraînent  +  y' = tt* + f*. 

II.  Vérifier  que  à+c:=z^,  = 


entraînent  a:bi:c:d. 


V.  Siron  désigne  par  S»  la  somme  des  m  premiers  termes 
d'une  progression  par  quotient,  dont  ;  est  la  raison,  la  somme 


lITiTii 
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4ef  produlti  ém  k  deux  de  ces  M  premim  terme»  est 

9 


VI.  Si  Ton  considère  la  suite  1.2.3.5.8.13...  dans  la- 
quelle chaque  tenue  e^t  la  somme  des  detu:  [péoédento;  prou- 
ter  que  la  différenoe  entre  le  carré  d'un  terme  et  le  produit  des 
deux  qui  le  oompreuneut  est,  çn  Tuleur  absolue»  égaler  à  limiité. 

VIÎ. 

entraîne  - — -  =  - — S- 
.  vm.  Letéquafio» 

=     «' 4-yt' =0, 

estniaent  les  ninnlM  : 

+«'•        =1»  ' 

■  .T+«Y  +  «Y  =  o,  f  +r  +r  «l. 

Pï  +  PY  +  PY  =  o.   ï»        +/•  =1,  ■ 

ne  peut  aToirlieu,  quel  que  soit  que  si  a  et  6.  sontrespec- 
tivemenl  égaux  à  al  et  b'. 

ne  peut  avoir  lieu.,  quel  que  soit     que  si  l'on  a  a=^a\  b^lf, 

XI.  Les  équations  .  .  % 

flfl, +6<?  =:Py,     Pfi'  +  6i;'  =  a,<?i,    '  ' 

entntnenf 


V 
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«HIPITRE  XVII. 

SCtt  IJBS  £X»ESSIO!IS  nUia^^ 

• .        -  • 


DéflaitioBs  6t  Bolaiioiis. 

i7tt.  La  résolution  det  éiipatioiis  du  second  degré  conduit, 
iàns  certains  cas,  à.de8  expràsions  fpi  n'ont  aucune  valein*  nu- 
mérique, et  renferment  Tindication  d'oj^mtions  impossibles  à 
eflectuer.  C'est  dans  un  but  de  généralisation  que  l'on  a  été 
conduit  à  employer  ces  expressions  imaginâmes.  Nou3  ayons 
iru,  par  exemple,  qu'ten  les  adoptant,  on  a  l Voltage  de poinoir 
.  énoncer  sans  restriction  des  théorèmes  tels  que  les  suivants  : 

Toute  équalion  du  second  degiv  a  deux  racines. 

Dans  toute  équation  du  second  degré  de  la  forme 
X* px -\- Q  =z  0 ,  la  somme  des  rac  ines  est  égale  au  coefficient 
du  second  Icrnic,  pris  eu  signe  contraire,  et  leur  produit  au 
terme  tout  connu. 

Ces  avantages,  qui  dans  le  cas  que  nous  citons  sont  à  peu 
près  insignifiants,  deviennent  très-importants  dans  la  théorie 
générale  des  éipiatioas. 

Les  expressions  ima^naiies  pentent  aussi  être  introduites  uti- 
lement dans  la  solution  de  quelques  questions,  comme  nous  le 
montrerons  dans  ce  chapitre. 

1 70.  On  donne  k  nom  d'exf^ression  imaginaire àune expres- 
sion de  la  forme  a+\^— K,  — R  désignant  un  nombre  néga- 
tif. ^ —  K  n'est  pas  un  nombre ,  en  ce  sens  qu*il  ne  peut  servir 
de  mesore  à  anconc  ^l  andenr;  mais  il  penl  âgorar  utUement 
dans  les  calculs,  d'après  cette  condition  que  son  carré  soit  tou- 
jours remplacé  par  — K.  Si  Ton  applique,  en  outre,  aux  nom- 
bres imaginairos  toutes  les  règles  demonliéos  gcnéialement 
pour  les  nombres  réels,  les  opérations  relatives  à  ces  nombres 
seront  suflisamment  définies  et  fourniront  toujours,  comme  on 
le  verra,  des  résultais  de  même  forme  qu'eux. 
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177.  — K,  élant  négatif,  peut  ôtrc  représenté  par  un  carré 
pris  en  signe  contraire,  —  6*,  le  type  d'une  expression  imagi- 
naire »  devient  alors 

que  l'on  écrit  souvent     a-\-h  s/—  1. 

Remarque.  On  substitue  à  \/ —  b~  l'exprcsÉfl^  ^/ÎM,  en 
Tertu  de  la  convention  faite  plus  haut  :  appliquer  aux  nondiireff 
^taaginain»  imïsi^imiiéifj^ 

FalenM  poorlitviÂÉMilMMs^ 

178.  (iuclsqne  soient  les  nombres  réels  a  et  ^.  l'exprès- 
sion imaginaire  . .  ,         .'-^^  i^j^v 

est  radne  d'une  équation  de  secoDd  degré  i 

CrSéiioiide  iBdne  de  cette  équatioii  est ,  coiomê  on  le  voit  ÎbxA^ 
Ittnent/ 


a+  ft/ —  1  et  a  —  —  1  se  nomment  des  expressions  inia- 
ginaii'cs  conjuguées  :  elles  jouissent,  évidemment,  de  la  pro- 
priété d'avoir  une  somme  réelle  âa  et  un  produit  réel  a* 


Piiiiiaiiccedê 

i79.  Dans  les  calculs  que  l'on  efîectue  sur  les  expressions  de 
la  fiorme  «  +  V'—T  <m  applique  <i76}  à  tes  expressions  toutes 
les  règles  dnisaicttl  algébrique,  en  opérant  comme  si  ^— 1 
était  unnombre.  Quelques  géomètres  représenfent  œ  symbole 
par  une  léttve  <,  ei  dans  les  résultats,  ^  remplacent  ^  par 
— 1  :  les  puissances  successives  de  i  ou  y^—  %  te  trouvent 
par  là  déterminées. 


171  miM  unuHnoNB  «MiniTm 

et  ainsi  de  suite.  Oi|  a,  eo  général,  n  désignant  usx  nombce 
entier,  ^  

Toutes  ces  conventions  sont  nécessaires  si  Ton  veut  pouvoir 
appliquer  aux  calculs  faits  sur  les  expressions  imagioairea  te 
règles  générales  relatives  aux  nombres  réels.  Elleîl  pen|iellait 
4|e  démoiUrer  le  tJbiéoriâyM  ^ 

•      •      •     •*  .  /  . 

180.  TBÉoaiiiB.  ^/oii.eMfWwii(l 

(a.  +  fc/=î).  (01  + fcv^),  (*+ V^)  (*.+  *w/^), 
qve  ^(m  effectue  leur  produit  d'après  les  règles  de  la  multiplica- 
tion algébrique,  en  remplaçant  les  puissances  de  par  les 
valeurs  indiquées  plus  haut,  quel  ftie  soit  tordre  dans  lepiêi 
on  opère,  le  résultat  sera  identiquement  le  même,  c'eti'-iHUn^ 
l'on  obtiendra  la  mém  partie  réetie  et  le  même  eoeffeient  pour 

^  nom  reliiplaçoitt  en  ^  |Crï  par  <,  on  gait  que  le 
moltat  96»  identiquement  le  même,  quel  que  soit  l'ordre 
-que  l'on  adopte  pour  les  multiplications  successives ,  et  que  les 
çoeiBcients  des  mêmes  puissances  de  i  auront  dans  tous  les  cas 
les  mêmes  valeurs.  Si  donc,  dans  les  polynômes  identiques,  on 
4^mplace  les  puissances  de  i  par  les  valeur»  indiquées  plus 
baul,  savoir  : .  . 

'  .  .  par  i    '  ■.  ^ 

par  v/ —  1 
t**"»^  par  —  1 

par  ^v^— i,  • 

les  résultais  ne  sauraient  être  différents;  or  il  est  tout  à  Ûdt  in- 
différent de  remplacer,  à  la  fin  du  calcul ,  chaque  fraissanee  de 
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i  par  sa  valeur,  ou  de  faire  successivement  les  sidistitiitiaais 
après  chaque  opération  partielle  :  car  ces  substitutions  se  r6* 
.  dttisent  tontes  à  remplacer  deu  x  fadauBS  égaux  à  «  parle.lM^ 
teor 1 ,  ef  peu  Inq^wte  .qu'on  te  fMse  en  une  fois  ou  si^^ 
tanMot.  "  - 

181.  Nous  donnerons  inunédiatement  une  application  du 
ibéorème  précédent. 

Cansidérais  te  prodaii 

liaaiDiiltîpItete^daBS  ^ÊmdjmMfomffmtNmB- 
et  en  nmll^ilteiit  les  deux  dernters, 

en  sorte  que 

P«[(«- M) +(arf+*c)  VFïlKoe- *«-.(ad + 

■ 

ou,  ei|60èctuant, 

D'un  autre  côté,  en  multipliant  le  premier  facteur  parole  troi- 
sième, elle  second  par  le  quatrième,  on  a 

donc  P  =  (a*+6'X<î'  +  <^;, 

eé  qui  donne  la  formule 

+ W + <f)  «  (flc.-^  W + («d + 
laqudte  eBt«  du  reste,  exfr«memeiit  foçite  à  Téi^ 

latroâucUoD  des  ligaes  trigoflonétriqpefl  dans  les  expressions  imaginaire^. 

182.  Les  expressions  imaginaires  peuvent  se  mcUrc  sous  une  ' 
forme  particulière  qui.^pJiûe  souvent  les  calculs  auxquels  m 
doit  tes  soumettre..  *  -  • 
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Soit  i'âxpressfiion  . 
é  Ton  p«ée  ' 

on  pourra,  quels  que  soient  «  et  6,  trouver  pouf  p  une  valeur 
positive^  et  pour  9  une  valeur  moindre  que  2ir»  quifiafiaCuse 
à     deux  équations;  il  sullira  de  prendre 

•    •  •  ••    '      '        .  '  .    •  ' 

Lesiéqiiatioiis  |?]  et  [<|  9e dédin^eo^  eu  effet,  de  [i]  et  [2]  en 
Ratant  leurs  carrés,  et  en  les  divisant  membre  àméiaibre.  Ré- 
ciproquement, si  p  et  ç  ont  les  valeurs  indiquées  par  les  équa- 
tions [3]  et  [4] ,  on  aura 


•  ♦  • 

à 

^^t+î^     dzJn^  '*^+^* 
et  en  remplaçant  ^F+i?  par  p ,  . 


a 


c  est-à-dire  ^=±pco8f         '  '  ' 

^=!=fcp8înY, 

ce  qui  coïncidera  avec  les  t'quaUons  [1]  et  [2],  si  l'on  a  'soin  de 
prendre  pour  f  celui  des  deux  angles  qui,  àTittl pour  tangente 

-,  a  son  cosuiub  de  mcmc  sigue  que  6, 
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WsptHfie.qûk  précède,  une  expression  imagiiiaire  a+6V--î 
peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

et  ne  peut  évidemmeiit  s'y  mettre  que  d'um)  miière 

(p  doant  cire  positif  et  <p  moindre  que  dir).  • 

f  se  noiuiJic  le  mudule  et  ?  largiimiînt  de  celte  ea^pnsàon 
ùnaginaire.  Nous  allons  \oir  qu  il  j  a  im  avantage  de  simple 
dté  à  melti'c  les  exprcssioiis  iuiagioaires  sous  celte  forme. 

HidUplicattoii  et  dtylik»  des  exprcMloiisiaiai^ndrsi. 

•.   '  '  ♦ 

ias.  Soit  à  multiplia  ie^  deux  expressions 

"  ■  *  * 

En  effectiianl  le  produit  et  remplftçaiit  seidemeiitleGarréde 
^ZZt  par — 1,  ontrouYe 

.         9  ços  y  T-âir ç  sm  <p'  +  — l  (ces  sin     sin  f  (X)8  ^')]  : 

par  conséquent,  pour  imUtiplier  l'une  par  l'autre  deux  expressions 
imaginaires,  il  faut  multiplier  ks  modules  et  ajouter  les  argu- 
ments» 

La  ri^le  prudente  permet  éndemment  de  laire  k  j^nMtoît 
dWtiomhre  quelconque  d'eipressloos  imegMialte^ 

184.  Pour  diviser,  l'une  par  l'autre,  deux  expressions  imagi- 
naircsi  il  suCQt  é¥idemment  de  diviser  les  modules  et  de  retran-' . 
cher  les 'arfomeiits.  On  a.eu  eflél. 

(  eos  9 + v^^i"  ^  )     P  [e^t^^+^^àaL<f^%  ■ 
p'<cpsf +v— 1  smç  )    9  ^   ^'    ^  ^.^ 

Cette  égalité  devient  évidente  si  ronr  dlnnse  le  dénominateur 

et  que  l'on  effectue  la  muliplication  du  second  meadjre,d  après 
la  règle  donnée  précédemment. 


Digilized  by  Google 
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■  « 

PuiffiAiicM  d'un»  «xiiresiion  imagiaaln. 

« 

185.  Si  l'on  suppose  que  les  expressions  à  multiplier  derleii- 

.la  pmisitmee  entière  éPwi^exprmim  imaginaire  a  ponr  moitié 
'  la  piêiteanee  eerréependante  dn  moivie ,  et  pour  argument  le  pro- 
duit de  l'argument  par  l'indice  de  la  puissance.  Ainsi  l'on  a 

[i]   Wcos  cp  +       un  (?)]"•  =  p-CcMMf + V^n'sfaiMf).  ' 

•  Cette  IbnoBide,  trèi»-importaii(e  en  analyse,  8*4tend,  ooaime 
nous  allons  le  faire  Toir,  au  cas  oft  «  désigne  un  nombre  frac- 

Uounaire  ou  négatif. 

Smoaona  d'aboté  ^  m  y  soit  «'  •étairt 

'  entier»  il  s'agit  di  DiQlitoer  qpie  1*011  a . 

m  [p(co»rf^^«ût)]"'=p''(cos^+V:^  . 

Foorirérifier  celte  égalité,  élevimleB  deux  membres  à  k 
puissance  mf  :  le.premier  d<mnera,  évidemment»  ponr  résidial 

et  la  règle  donnée  pour  les  puissances  entières  montre  qu'il  en 
est  de  même  du  second, 

toURQUB.  Cosf  et  siuf  étant  donnés,,  cos-^  et  sin^,  ne 

M  I  M 

sont  pas  complètement  déterminés  et  restent  susceptibles  (voir 
la  Trigonométrie)  de  plusieurs  valeurs  distinctes.  11  en  résulte 
aussi  des  valeurs  distinctes  pour  l'expression 

  I  ■  • 

Woos^P+v^— isinç}]-:, 

leur  discussion  trouvcia  s(i  place  dans  la  théorie  des  équa- 
tions. 

i86«  Si  nous  conslàérons  maintenant  le  cas  oA  l'exposant  m 
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m 
n 


est leoiplacé  parue  firaotfon  ^1  il  tel prouTer qse 


[3]  [Kco89+v/~iBÎnf)r=p-((»8^+/=38m!^)^ 

En  effet,  âever  une  expression  à  la  puissance  —,  c'est,  par 

définition,  en  prendre  la  racine  n"*,  puis  élever  le  résultat  à 
la  paissance  m;  or,  les  formules  [1]  et  [S]  permettent  de  (aire 
successivement  ces  deux  opératifflis  et  Ton  est  ainsi  oondnit  à 
la  formule  [q.  r 

Supposons  enfin  que  «1  ait  une  valeur  négative  — il  Init 
prouver  que  l'on  a 

pour  cela,  remaïquons  que,  par  définition, 

b(çosy+V^siny)]-^a:        ^  !^  .  > 

ou 


[fCcosf+v'^sin  <}.}]"''     p*'(cosi»'<p+  v^— 1  sijnm'f)  ' 
mais  (184),  on  a 

• 

 1  cosO-t-y^ — 1  sinO 

^(coem'f +^^sin«i'f)  "~  p"'(cos«'f +/^8in  m'tf) 

as  pT*'(C0ft— «"f  +       sin— «I», 

ce  qu  il  fallait  démontrer. 

187.  Nous  indiquerons  quelques  applications  des  formules 
précédentes,  .  ' 

•TflÉoata.  Tcut  tHnom  de  la  forme 

x*+px«  +  q 

est  âéeompofoMe  «n  imtsé  fmlewrs  réUe  ii»  ieemd  èi^rê. 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

1*  Supposons  que  Téquaiion  du  second  degré 


Diyiiizea 
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ait  deux  racines  réelles  a  et  p  :  on  aura  (BQ) 

et,  par  suite,        .  * 
2»  Supposons  que  l'équation 

•  •  •  « 

ait  deux  racines  Imaginaires/  «^fp/^,  «^^^/Hî  :  oo 
aura . 

et,  par  suite, 

[1]    a^+iw«+g==(««— «+p/ZÏ)(«t_ei_py^i:ï); 

l'équatipn  [1]  peut  s'écrire 

puis,  en  posant 

«+ P       =  p(cosç-f  sin^)f 

et,  par  suite  (i8l(), 

n/T+pT^  :==    (cos  I + v/=ï  sin  I  ) , 

V.-  ^f(co,  I  -  ^/=r  sin  I), 

il  Tient 

a^+lw*+fi'=[«---V^p(cos|  +  v/=ïsin|)J  , 
[a;+v^(cos|  +  v^=îsin|)]  [^-^'p(cos|-v/=rslnD] 
.  [aî+/p(co«|— V^8in|)] , 
ou,  eu  réunissant  le  premier  et  le  troisième  laeteur,  et  le  se- 
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MÉd  et  le  qualriâme  qui ,  évideuuneni,  sont  CMju^u^,  * 

et  le  trinôme  est  ainsi  dc^coniposé  en  .deux  iMCiâiv.'s  réels  du 
sèa>n4jl  4iegré.  •     .  ... 

l^EOBLiMB.  Expritm  eoifst^  el  Wnmf  en  fumcHom  de  eotfii 

Ou  a 

(cos9  4-^^dn9)P=co8t»<ï»-f  v'— isin  ; 

en  développant  le  premier  membre  par  ]a  formule  du  binôme 
et  égalant  le  résidtat  an  second  membre,  c*est-à-^ttre,  écrirait 
qne  les  parties  rt§elles  sont  égaler,  ainsi  que  les  ijarties  imagi- 
naires» on  a 

cos  t»p  =:r  co«>  coe^  SiM^ 

.  + -T— ïXO"  "^»+  • 

sin     =  aMiOS"*-'f  sin  <?  —  ^^'^^^^'^^'^  cos*"*f  sin^'ç + ... 

•  ■•  '•:* 

PjiOBaJUB.  iMtMT  ftmefUm  4^  x+i. 

Pesons  af+i=5  2oosf; 

on  en  tire 

= cos  sin  9 , 

1  =  001^9-^^81119, 


0? 

et,  par  conséquent. 


«•+:;|i  =  iC08«9, 


de  sorte  que,  la  formule  qui  donne  cosmf  en  foncticw  de 

1  . 

eosf,  permettra  de  odcuier      — e»  fonction  de 
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BnuBQDi.  Pour  obtenir  la  fonmile  demandée,  nevs  aven 
mp^OBé  à  m  mie  valeur  imaginaire 

le  rénillat  est^l  sliIBsammenl  étabti  poiur  mie  valenr  ré^ 
conque  de  xl  Pour  démontràr  qoe  la  formule  est  générale,  il 
&ut  remarquer  que  si  TèÉ  chaMé  les  dénominateurs,  elle  est  de 

degré  2m,  et  l'on  démontrera,  dans  la  théorie  des  équations, 
qu'elle  doit  alors  être  identique,  si  elle  a  lieu  pour  plus  de  2m 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable. 

afsoMl. 

On  rappelle  que  les  expressions  imagÎDaires  se  sont  ialroduîtesdans 
un  but  de  généralisation  dont  l'importance  devient  plus  grande  encore 
dans  la  suite  de  l'algèbre.  —  176.  Une  expression  imaginaire  n'étant  la 
mesure  d'aucune  grandeur,  n'est  pas  un  nombre,  mais  à  l'aide  de 
conventions  convenables,  elle  peut  figurer  utilement  dans  les  calculs.  — 
177.  On  a  1  habitude  de  donner  aux  expressions  imaginaires  la  forme 

'V  a-f-6v^ — 1.  —  178.  Toute  expression  imaginaire  est  racine  d'une 
équation  du  second  degré ,  l'autre  racine  se  nomme  expression  conju- 
guée. —  170.  Puissances  successives  de  v'' —  ^  •  —  t80.  Un  produit  de 
■  >.  facit'urs  imaginaires  ne  change  pas  quand  on  intervertit  les  facteurs.  — 
181 .  Application  du  théorème  précédent  à  la  vérification  d'une  formule 
d'algèbre  entre  nombres  réels.  —  182.  Expression  trigonométrique  des 
eiqnressions  imaginaires;  définition  du  module  et  de  l'argument. — 
185.  Produit  de  deux  expressions  imaginaires. —  184.  Quotient  de 
deux  expressions  imaginaires.  —  ±86.  Puissances  d'une  expression 
imaginaire.  -  180.  Exlensioii  da  résultat  obtenu  au  cas  d'un  exposant 

r  oégiftirdb  fractionaaire.  —  187.  Appfication  des  formules  préoédeolet 
â  quelques  résultats^  ne  figurent  plus  que  des  quantités  réeUea. 

EXERaCES. 

I.  Dément,  sans  avcAr  recours  à  des  expressions  trigono- 
métriques,  que 

est  de  k  fonne  p+g^^- 

II.  Trouver  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation 
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fll.  »  dérigaant  un  nombre  prander  pins  grand  que  3, 

IV.  Résoudre  l'équalion 

QaeUflg  sont  les  expreagioiia  Imaginaiffes  dont  la  polMance 
fli^  eel  réelle* 

VI.  Trouver  une  expression  imaginaire  dont  le  cube  soit  égal 
àà'unilé.  n  en  eiiate  deux  dont  chacune  est  le  csarréi  de  ràuire. 

vn.  En  nommant  «  Texpression  dont  le  cube  eat  .égal  à 
fonité,  Térifier  la  formule 

en  déduire  la  démonstration  delà  formule  indiquée  diapitre  m, . 
exendceVIL 

Vin.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  imagi- 
naires est  plus  petit  que  la  somme  de  leurs  modules  et  plus , 
grand  que  leur  différence. 
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TIIËOIUË  DES  FRACTIONS  CONTINUES. 


«  » 


 • 

imninioiDi» 

IB8.  Pour  donner  une  taleur  approchée  d*nn  nombfe  N,  k 
plus  simple  est  d'indiquer  sa  partie  entière.  Si  l'on  désigne 
par  n  cette  partie  entière,  la  valeur  exacte  pourra  être  repré- 
sautée  par 

[1]  N=a  +  i, 

étant  moindre  que  l'unité»  et^  par  suite,  y  {dus  grand  «jiie 

l'unité. 

Pour  donner  une  valeur  approchée  de  on  pourra  encore 
évahier  sa  partie  entière,  et  poser,  en  la  déâgnant  par  6, 

41  étant  plus  grand  que  Funité.  En  substituant  à  y  cette  valeur 
dans  l'expression  [1] ,  on  obtient 

isq  Nx=o+l— j 

On  pourra  de  même  évaluer  la  pai  tie  entière  de  «  «  et  poser,  en 
la  désignant  par  c, 
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u  étant  plus  grand  que  riuijiié.  Cette  valeur  de  substituée 

dans  IXl  f  donne  . . 
» 

•  _       •  ■         •      •      •  « 

[3]  N=.a+Î— 


i!;n  remplaçant  de  même  «  par  s§l  piGurtia  entière  augmen- 
tée  dHoie  quantité  ' ,  on  auialt 


[4]  N=«  +  ^ 


et  l'on  pourra  continuer  eînsi  indéfiniment»  à  moins  que  Tun 
des  ncMidures  y,  jl»  «>  0 ...  ne  se.  trouve  entier,  anqud  cas 
ropâration  s'anrètera,  en  fournissant  pour  N  uile  eipre88i<Nii 
que  l'on  nonimeune  firaetUm  eonfinue, 

189.  Lors  même  que  4es  opérations  indiquées  dans  le  para- 
graphe précédent  ne  se  tem^nent  pas,  les  égalités  [1] ,  [2],  [3]  ^ 
(4  ...  sont  TigouMâMment  exactes.  aittS  m  i'oo  néglige,  dans 

ces  égaUtés,  les  l^acUons  5»  ;  sont  moindres 

que  l'unité,  elles  deviennent  approximatives,  et  fournissent 
pour  N  une  séile  de  videiirs  appraclfées  que  l*on  iionm 

réduites.  ■  ■  •  •  . 

Les  nombres  6,  e,  dy  e       qui  sont  les  parties  SHUèrasdiS 

dénuminaleurs  successifs  x,  y^z,  se  nomment  des gvotienU 

mcompkU.  x,  y,  z      sont  des  gvoiimis  compiets»  et  les 

fractions  ly  -,  k  àes fraeHant UUégraïUfs. 

'morèM  f«1«jaft  kte  représealiaoo'tonABilM  ci  ftacMsns  MliaiBi. 

190.  Les  réduHes^  obtenues  en  TédufsanlnnnoadNfe^^ 

conque  N  en  fraction  continue  Joirissentde  plusieurs  propriétés 
remarquables  que  nous  étudierons  dans  ce  ' 
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Théorèmb  l.  Le  nombre  N  est  toujours  compris  entre  deux  ré- 
duites consécutives ,  ou,  en  d'autres  termes,  les  réduitet  smUql^ 
iermUiv^ïïMt  plus  petites  et  plus  grasuks 

Sinciosrepraioiis»  en  effet*  leséqiiatioBsCl],  [fi» 


1 


13]    •  N  =  a+Î— 


tfl  H=«r|-*- 


elc. 


■  1  •  1 

6  étànlla  partie  eotièie  de  y,    estmdbictteque  ^»  eteooh 

pirb  entre  Oet  |.  Sidonconremplaoe  Meea8ifenient,dans  [i], 

*  par  0  et  par  ^  y       erreurs  commises  le  seront  eu 

verse,  elles  résultats  obtenus  a  et  a-j-.^  comprendront  N.' 

.  r  étaDlla-partie  entière  de  s,  \  est  moiodre  que  ^»  et 

1 

49ompri»«ntre  0  et     Si  donc  on  le  remplace  eacéeesivement 


dans  [2] ,  par  0  et  par  -y  les  erreurs  commises  le  seront  en 

sens  di£Kreiit ,  et  les  videurs  obtenues  «  +  t  et  a  +  ^ — - 

GOU«»rencbront  N. 


Oigitized 


d  étaol  la  partie  entière  de  ^  c^pns  entre  0  et  ^ 
Si  dimc  OD  remplace  successivement,  dans  £3],  ^  par  0  et  par. 
4|  ks  err^in  commues  Je  wront  eu  aeiis  diftérento,  et  les  ré> 
nritatsoblemis  4+^ — :  a+- — s     oonpMidront N. 

'+3 

On  pourrait  continuer  indéfiniment ,  et  prouver  ainsi  que  N 
ett  compris  entre  deux  réduites  consécutives  quelconqués. 

101 .  Remarque  1.  Chaque  réduite  est  emprise  entre  ks  deu^ 
gui  laprécèdent. 

En  e0(ei,  que  réduite  qudeoiupie 

•  •  • 

•  * 

.  .     '       ,  1  •    .  .      .»  '  • 

a  -j  


6  +  i 


eal  eneHQBdme  une  teiction  continue,  dont  la  valeur,  en  viartai 
du  théorème  I,  etff.  comprise  entre  les  deix  rédnilea  qae  l'on 
obtient  en  s^arrêtant  aux  dénominateurs  p  et  9  :  c'est  prédaé-» 
ment  ce  qu'il  fiiBait  démontrer. 

f  M.  RbmbQOiU.  En  représentant  les  diverses  rédbites  parder 
longueurs  por^  snr  une  même  Mgne  droite,  à-partir  du  poifit 
0,  la  ligne  suivante  indique  l'ordre  dans  lequel  elles  se  suocè* 
dent,  le.  cMffre  placé  à  l'extrémité  de  chaque  iônguewr  étant  le 
numéro  d'ordre  de-k  réduite  correspondante  ; 


t  I  I  > — 1 — 1 — I  1 

0  135764 

199.  TifoaiMB  II.  Toui  nmhre  emimienmnbU  donné  naksaneê 
à  fimetion  'eoniime  limitée,  et  réciproquement,  toute  fraetUm 
continue  limitée  représente  un  nombre  commensurable. 

Un  nombre  commensurable  est  toi^m^  le  rapport  de.  deux 
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A  A 
pombres  entijers  :  désignons-le  par  g.  Pour  réduire  g  en 

fiaction  continue,  il  faut  (188)  en  extraire  la  partie  entière. 

Soit  a  cette  imiic  culicrc,  et  r  le  reste  de  la  division  de  A  par 
B,  :0n  aura  •  •      «     .  - 

A        ,   r  ,1' 

T. 

^  est  iei  le  nombre  que  plus  haut  nous  désignions  pai*  y. 

n  but  ensmte  (168}  trouTer  la  partie  entiëre  de  y,  c'est-^- 
dire  diviser  B  par  r.  Soit  b  le  quotient  et    le  reste,  on  aura 

r        ^  r        *  r 

*  — •  ■  • 

♦  »  • 

p  est  ici  le  nombre  ^ne  plus  haut  (188;  nous  désii^ûons  par  s. 

En  coiitiiiuaiit  ainsi ,  on  aperçoit  que  le  calcul  qui  donne  les 
nombres  entiers  a,  b,  c  est  précisément  celui  qu'il  fau- 
drait faire  pour  trouver  le  plus  grand  connuun  diviseur  de  A 
et  de  B  :  ce  calcul  se  terminera  donc ,  et  le  nombre  des  termes 
de  la  fraction  continue  est  par  conséquent  limité. 
RéciproNgiieineiit,  toute  liicti0&  conUime  littiilée  repiéMito 

6+1. 


a,  b,  c  r  étant  des  nombres  entiers,  les  opérations 

indiquées  dans  le  second  membre  peuvent  évidemment  s'effec- 
tuer  par  des  additions  ou  des  divisions  de  tractions  :  elles 
donneront  donc  pour  résultat  une  fractioii  à  termes  enliani; 
5  est,  par  consé^ient,  commeasiitalde, 

Ebiueoos.  Pour  eflèefswr  Topération  indiquée  dans  le  second 
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ire      on  commtficeniit  par  lyoâter  9  à  ^;  puis  on  di» 

viserait  l'imité  par  celle  somme.  On  ajouterait  p  au  quotient; 
puis  on  di\iserait  Tunité  par  la  somme ,  cl  ainsi  de  suite.  Tel 
est,  du  moins,  le  procédé  qui  se  présente  le  plus  naturelle 
ment»  et  qui  suffît  pour  la  démonstration  du  théorème  II.  Mais 
on  peut  le  simplifier,  conune  nous  allons  le  voir  en  étudiiant  la 
loi  de  fonnation  des  rédi^tes. . 


Loi  de  la  fonnatioa  des  réduUes. 
194.  Étant  donnée  une  fraction  continue 


on  trouve  sans  diffî^nUté^  pour  l'expression  des  prenucres.ré-- 
duites» 

•    -        •  .  ,         ■■    ■  . 

a  =  a, 

,1       ab  +  i 

.  .        ^  1  1  abe  +  a+c      '  - 

c 

1   ghrd  i  cd  4-  ad+ab-\-\ 

b  +  -—^ 

et  l'on  reconnaît  que  chacune  de  ces  fractions  peut  se  former 
en  multipliant  les  detix  termes  delà  précédente  par  le  quotient 
incomplet  auquel  on  s'arrête,  et  en  ajoutant  terme  à  lei  ine  la 
finetion  ainsi  obtenue  aTOCla  réduite  qui  précède  de  deuxrangs. 
^  effet, 

oéc  +  g+^t     (06+  l)g  +  g 
hc+\    ^      bc+1  ' 

.    abcd  +  cd  +  fl6  +  1     {(aà  -j-De  +  ald-^-ab+X  ■ 
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Pmir  dénumtrer  qae  cette  loi  de  formatioii  eit  générale, 

supposons  qu'elle  ait  élé  vérifiée  pour  les  premières  réduites, 
jusqu'à  celle  qui  correspond  à  un  certain  quotient  fx.  Nous 
allons  prouver  qu'elle  s'étend,  par  cela  même,  ^ia  réduit^  sui- 
vante. 

Soit  5-7  la  réduite  obtenue  en  8*arrèfant  au  quotient  incom- 
Q  P 

plet  (A>  g»  celles  qui  la  précèdent,  on  aura»  d'après  la 
krtadmbe, 


s'applique  aux  premières  réduites  sont  tmit  algébriques  :  les 

quotients  incomplets  y  étaient  représentés  par  des  lettres  aux- 
quelles rien  ne  supposait  une  valeur  entière;  si,  par  consé- 
quent, ou  introduit  un  quotient  de  plus  ^i',  il  suflira.de  rem- 


ce  qui  est  conforme  à  la  loi  énoncée. 

•  * 

195.  Remarque.  La  démonstration  précédente  ne  suppose  aucu- 
nement que  fx'  soit  entier,  on  peut  donc,  dans  le  résultat  obtenu, 
remplacer  ce  quotient  incom^t  par  le  quotient  complet  cor- 
respondant que  nous  désignerons  par  y.  On  obtiendra  ainsi  la 
iridenr  exacte  du  nombre  même  qui  a  été  réduit  en  fraction 
'  ômÉiime  ;  oette  valeur  est 


N 


_  Ry4-Q 
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.  «        Propriétés  des  réduites. 

196.  Théorème  1.  La  différence  de  deux  réduUes  consécutive* 
est  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  Vunité, 

^û^nt  ^  >  trois  rédwtes  muécati^;  d'afirès  ce 

qui  précède,  on  a 

or,  on -a  identiquement  * 

Q.  P_OF--P<y . 

ÏF^P  , 

0     P     R  0 
leadeux  différences        p>  W'ff  ont,  par  conséquent, 

laèiiie  nuiiiératoar  au  signe  jnèB ,  et  coimiM 

reaoes  eonsteutives  quèlc(Hiqueft ,  ou  en  coDchrt  que  le  înttaé- 

rateur  de  la  différence  de  deux'  védaita  oonséoutiTe»  est  oon- 

slant  en  valeur  absolue.  en  considérant  les  deux  premièm 
réduites 

eniM»ll que lettv dliéieiiee  \  a  pour  ^iHuérateur  l'unil^;  la 

valeur  constante  du  numérateur  est  donc  l'unité. 

m.  TKiORtMB  VL:  iMiréêMet  fimmfmp»  la  /ôi  df  fûinMiUm 
MV^(I94)  son^  des  fractUm  irréélkeHètn, 

Soient  deux  iMidtes  consécutires.  Le  numérateur 

de  leur  différence  PQ  — OP'  .est,  d'après,  ce  qui  précède,  égal  k 
Fonité.  Or,  JL'éqHBtion 

nepecmet  pas.^Uexiste  aucun  lacteur  coqanmn  à  P  et  à  Q, 
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car  ce  facteur  diviserait  les  deux  termes  de  Ift  différence 
PQ' — QP'  et  deTiait,  par  conséquent,  diviser  1  unité;  ce  qui  est 
impossible. 

•  • . 

198.  lEÈmÈM  m.  Beim  réêuitei  €0tnéeiUives  eompretmêtU 

toujours  entre  elles  la  valeur  de  la  fractUm  eonUMie^  et  la  plut 
avancée  est  celle  qui  en  approche  le  plus. 

La  première  partie  de  celle  proposition  a  déjà  été  démon« 
trée  (tJ>0)  lorsque  nous  avons  fait  voir  que  les  réduites  sont 
alternativeiiieiil  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  Taleur  de  la 
fraction  continue.  Nous  allons  voir  qu'elle  peut  aoBsi  fie  déduire 
fiicileraeDt  des  fonnules  qui  Tiennent  d'être  démontrées. 
Û  R 

Soient      ^  deux  réduites  consécutives  «  et  a;  le  quotient 

complet  qui  suif  celàî  auquel  on  s'est  arrêté,  la  valeur  de  la 

fraction  continue  est  égale  (il>î>)  à 

or,  on  a  évidemment 

•  Cr"~Q'(R'«-i-g) 

Q    R      QR'-Q'R  « 
R'a; + U     R'  ~  (R'a;  +  g';U'  ' 

mais  (m  sait  (190)  que 

RQ'-RQ  =  ±:l^  .QR'-û'R  =  =Fl» 
les  deux  YésQllats  préeôdepls,  paavent,  par  çgpséqmH,  •'éeriie 

Rg  +  0  Q_  ±a? 

.R'a?+U'  U'~"U'CR«+tt') 

Ra:  +  Q  ft  _     =p  t 

R'a?+Q'  R^"*"KW«HH?)' 

et  à  la  seule  inspection  de  ces  résultais,  on  voit  qu'ils  sont  de 
signes  contraires,  et  que  le  premier  est  le  plus  grand  en  valeur 
al>solue,  puisque  x  est  plus  grand  que  Vwmùé  ei  que  V  ert 
plus  petit  que  R'. 

199.  Rmagoi.  AucuanomlirenepeoiapiBrQolier,  fteqn'uM 
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réduite,  ilo  la  valeur  d'une  fraction  continue,  sans  être  compris 
entre  cette  réduite  et  la  réduite  précédente.  Soit,  en  effet,  iin 
aoflubre  m  qui  approche  plus  de  la  valeur  de  la  fraction  con- 

tinue  que  la  réduite  j^, ,  à  fortiori  approcliera-t-ii  plus  que  la 

réduite  précédente  ^ ,  et  comme  la  fraction  eoniiniie  c^t  com- 
pose entre  ce»  deux  réduites,  il  faudra  évidemment  qu6  m  le 
MîthûHnta».' 

200.  TH£oa£M£  rV.  Une  réduite  quelconque  approche  plus  de  la 
valeur  de  la  fraction  continue  que  i<mte  autre  fractiof^  éonl  les 
iertnee  eeraienl  pluB  simples; 

A  ' 

Pour  qu'une  fraction      approche  plus  de  la  valeur  de  la 

R  "   A  ' 

tection  continue  que  la  réduite       il  faut  que  (iOO)  ^  soit 

R  *  û 

compris  entre  |^  et  la  réduite  précédente  ^;  la  dlflérencë 

A     0  * 

g^  — ^  doitétre,  par  (X>nfeèqaeiit,  moindre  .en  Yalfiir  absolue 

que  or,  ona  .      -  . 

A     Q  _AQ'-BO  *  .     '  • 

*  Q'B 

.    •       R  û-^. 
»!  O'.^ffR" 

et  la  première  de  ces  fractions  ayant  un  numérateur  au  moins 

égal  à  l'unilc,  no  peut  ôlrc  moindre  que  la  seconde  que  si  son 
dénominateur  est  plus  grand ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  B>>R'. 
Pour  prouver,  qu'en  outre,  A  doit  être  plus  grand  que  U, 

remar|uons^^  étaniçompris entire ;S  dottrèlre 
évideramementiE^  ^  et  et^pai'Siâle^ladittrenoe 
doit  être  moindre»  en  valeur  absolue,*^ 

B  BP -au; 
T^q'^'  aq  ^ 


R'    (y  _  R'O— RQ 
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et  la  seconde  expression  ne  peut  évidemment  être  moindre  que  * 
k  première  que  si  A  est  plus  grand  que  R. 

'  Ml.  RbmaiOob.  Ce  dernier  IfaéorèBia  montre  l'amitage  qu*il 

y  a  à  réduire  les  nombres  en  fraction  continue;  les  réduites 
fourniront,  en  elTel,  une  série  de  valeurs  approchées  qui  seront 
aussi  simples  que  possible,  eu  égard  au  degré  d  approximation, 
obtenu.  L'erreur  commise,  en  s'arrêtant  à  une  réduite  quel- 
conque, sera  toujoui's  moindre  que  la  différence  entre  cette  ré- 
duite et  la  suivante,  c'est-à-dire  moindre  qu'une  fraction  ayant 
pour  numérateur  l'unité  et  pour  dâiominateur  le  {kroduit  des 
dénominateurs  des  deux  réduites. 

5704 

par  des  frétions  aussi  simples  que  possible. 

Kn  réduisant  la  fraction  proposée  en  fraction  continue,  on 
trouve  par  le  procédé  indiqué  (id5)  :  * 

5734.  1 

s— ^  ,    *  , 

t  +  '-  7 

10+^ 


Les  réduites  successiyes  sont  : 


10     31     1901  9734 


Les  valeurs  approchées  sont  donc  ces  différentes  fractions;  il 
est  impossiUe  d'en  trouver  de  plus  simples  qui  approchent 

31 

davantage  i  1  et  52»  réduites  de  rang  impair,  sont  trop  poiites, 
10  1801 

Tt  ^  SoSS'  i^^^^*^^^       I^»  gran<lM*  I^'erreur 

commise  en  remplaçant  la  (hiction  donnée  par  INrae  d'entre 
elles,  est  moindre  que  la  différence  avec  la  réduite  suivante. 

SI  ' 

Par  exemple,  en  adoptant  la  réduite^,  on  commettra  une 
erreur  moindre  que  ^^^^ ,  ç'ert-à*dtone  que  ^g^. 
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poisihh  de  ta  raeinê  earHê  du  wmbre 

La  partie  entière  de  v'io  étant  3,  posuus      '         .  .  • 

on  tire  de  là  .  y  =  --=} 


ou,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par 

.y  est  compris  entre  6  et  7  ;  posons  donc 

1 

olifkedelà  *^-:= 


par  conséquent,  s  est  égal  à  j^.  Les  calculs  se  reproduisenl'donc 

indéfiniment  les  mômes  et  dans  le  même  ordre,  et  il  est  facile 
de  voir  que  l'on  aura 

v/ÏÔ  =  3+î  ï 

6  +  i— j 


3  + 


On  olxliendm  dmr.  pour -valeurs  afHjirochées  de  lesré- 
snccessiTCs  de  celte  fraction  continue  qui  soni  : 

-     J9     60     370      1197  , 

Chacune  d'eues  approche  plus  que  toute  autre  fraction  ex* 

primée  en  termes  moindres,  et  diffère  de  ^  d'une  fuaaiité 
moindre  qu0  l*unité  divisée  parle  produit  de  son  dénomlnileâr 
pai^cdut  de  la  iMiiite  suhanfe;  tMir  exemple,' rerrrar  com*» 

.  la 
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  379  .  I 

imÈB  etk  prenant  ^lO  ^       e»t  mokidiie  que  ^ 20x379 

202.  Lors(|uc  l'on  connall  deux  \alciirs  a])prochées  d'un 
nombre,  l  une  eu  plus,  l'autre  en  moins,  si  on  les  réduit  en 
fraction  continue,  on  peut  être  assuré  que  les  quotients  incom- 
•pletsqui  seront  communs  aux deui  expressions,  appartiendoMit 
aussi  au  nombre  qui  est  compris  entre  elles.  Si,  en  effet,  tm 
nombre  x  est.èompris  entre  A  et  A't  et  qu*^  ait 

A*=a+- 


^  ,1 

/+/+... 


Je  dis  qu'en  réduisant  x  eoi  firactlon  continue ,  on  trouvera 
nécessairenient,  pour  les  premiers  quotieiit»  Incoûiplets,  a,  à, 
Cj  d, 

En  effet,  À  et  A'  ayant  te  raômc  partie  entière  a,  il  en  est 
de  môme  de  x  qui  est  compris  cuire  eux. 
Si  i  ou  pose 

X  étant  doo^pris  entre  A  et  A\  af  h  sevs  aéeessaîi^nKDf  Mire 

y  et  ff";  or,  y  ei  /  ont  Fun^  et  l'autre  p  pour  partie  entière,  il 
en  sera  d<Mie  dtf  mémo  dè  d?!. 
SI  l'on  pose 

ou  \criadc  uiùmv  (juc  ./  est  compris  entre  z  et  clque^^pi^ 
suit^,  3a  j^'iic  cnlicrc.  est  c,  et  en  eoutinuani  sÀom  ï  m  x^vu 
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que  la  fracHon  oontinae  qui  représente  x  commencera  par  les 
(raclions  intégrantes 

«  +  ^ — î 

<?H  î 

Application.  Le  nombre  ic  est  compris  entre  {l^léUMi  et 
3,1415927,  or  en  réduisant  ces  deux  expressions  en  iRMÉliÉia 
continues  on  trouve 

15  +  f  •  • 

I  4-    *  • 

3,U16W7  =  3+^  r 

7.+ 

.       1*+^^  î 

Si  donçon  rédiiteitt  «c  tn.lrwstîoa  coB^^ 

■        1  ■ 
«=3  +  r 

et  les  réduites  3,  y,  jouissent  de  la  propriété  d  ap-- 

prochcr  de  tt,  plus  t^uc  les  fractions  dont  katennes  sont  moin- 
dres que  les  leurs. 
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188.  Définition  des  iiraelimcoBliiiiiQi:  —  189.  iMfliritibâ  des  qnoUento 
îDCOBipleU,  dés  quotiento  conplêla^  des  fradiODS  înlégrafiCM  et  des  ré^ 
doites.  —  ISO.  Le  nombre  qvi  a  été  réduit  en  rraction  continiie  est  tou*' 
jours  compris  entre  deux  rédaitesoonSécntifes.— IIM.  'Cliiiqiie  réduite 
'  est  comprise  entre  les  deux  qui  la  précèdent— 182.  -Repfésenlatioade  Ui 
UNuiltoe  dont  se  succèdeot  les  valeurs  des réduiteSL—  IM.  Toulimaliro 

.  CMiiAeBfliirAle  donne  naîssaiice  à  uneâiEjBtlfoa'continuè  Imntée»  et  isécs>; 
proquement  toute  fractiOB  limitée  représente  un  BOppbre  iflconNBensii»> . 
raUe.  —  i84«  Loi  de  formation  des  l'édl^^.étfft.  fikpressloa  de  la 
valeur  de  la  fràettôn  continue  |in;sttli8fitqilmj^4ai|S:la  ta  qn  donne 
une  réduite,  le  quotient  complet  au  qpoltept  iàoi^mpïet^^O^^  — 
186.  Différence  de  deux  léduilet.  —  iB7.  Les  réduHès  sont  des  lirae- 
iioBS  irréductibles.    186.  Deux  réduites  comprennent  la  valeur  de  ta 

'  fracti(m  cottUnue,  et  la  plus  avancée  est  celle  qui  approcbe.le  plus.  — 

■■.  180.  Aucun  nombre  ne  peut  approcher  plus  quHine  réduite  de  la  valeur 
4l'ttne  fraction  continue  sans  être  compris  entre  cette  réduite  et  là  pré* 
oédente.  —  «00.  Une  réduite  approche  plus  de  la  voleur  de  la  fractioB  ' 

*  continue  que  tonte  autre  fraction  à  termes  plus  simples.  —  StOl.  ApplK  . 
*'  cation  de  la  théorie  dea  firactions  contiaûes  à  la  resberofae  des  valeuri  ' 

'  approchées  d*UB  nombre  aussi  simples  que  possible,  eu  égard  an  degré 
'd'appMxifflat|0)pt^jR{edf8:8|yproch  fraction,  d*tae  racin»  cairée^  - 

•  -Tm^  102.^  Vaîeuni 'Approchées  d'un  nomhrs,  compris  entre  deux  Umiftee 
.données;  applicaHoff  au  nombre  «. -^'^  -i,: 

EXËRaCËS. 


1.  Réduire  v^o*  -f-  i  en  ûraction  continue. 

IL  RcUuire  en  ii  aclions  continues  les  ex7>ressions 

«H  î    «H  î 


-,  6— 


c'  1 


ni.  Toute  fraction  continue  périodique  représente  la  racine  ^ 
d'une  équation  de  second  degré  à  cocrficicnls  entiers. 

IV.  Aet  B  étant  dem  nombres  incoBHnènfurable8,a88igQxer 
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une  limite  «  tèlle  qu'on  puisse,  en  diminuant  A-cfooe  quan* 

tité  a'  moindre  que  a,  Tnire  acquérir  à  A — «  et  à  B  un  plus 
grand  commun  diviseur  au  iiiuins  égal  h  t.  . 

IV.  Vériflerqne  * 

iaà 


4aà 


4ab 


V.  Trouver  l'expression  du. second  membre  supposé  terminé 
à  la  n™'  fraction.  , 

YI.  Si  Tune  des  racines  d'une  équation  du  second  [degré  est 
représentée  par  une  fraction  continue  dont  la  période  commence 

à  la  première  fraction  intégrante   *  '     '     .  . 


•r  =  a  T 


d  + 


l'autre  ntcine  pourra  s'obtenir  «n  divisant  — 1.  par  cette  même 
flrectton  contiiUtt  écrite  dans  un  oindre  ibvene. 


•  ê 
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CHAPITRE  XIX. 

ANALYSE  I\DËXEIVHL\ÉË  DU  PREMIEA  DEGIiÉ. 


-  M^.  Vanalyse  indétermii^  est  «ne  partie  importauto  de  la 

Théorie  des  Nombres.  Elle  a  pour  but  de  résoudre  le  probiome 
général  dont  voici  l'énoncé  : 

Étant  (loTïnrrs  ni  équations  entre  m-f-n  incoîinves  \,  \,  z,..\ 
dont  les  coe/jicients  sont  (1rs  nombres  entiers  positifs  on  négatifs , 
trouver  leun  êoluiions  entières ,  c'est-à-dire  les  systèmes  de  vd- 
.  leun  entièrei  positives  ort  négatives,  qui,  substituées  aiu^  ineo»-- 
wuêâ  X,  y,  s       vérifient  toutes  les  équations. 

Nous  ne  considérerons  que  le  cas  où  toutes  les  équations  sont 
du  premier  degré,  et  nous  supposerons  d*abord  qu'il  s'agitd'une 
seule  équation  à  deux  inconnues. 

CondiUon  pour  que  l'équaiioa  a»  +  bysxK  admelie  des  solutions  enUèros. 

904.  Si  les  nombres  entiers  a,  >  et  K  ont  un  UtcHemr  eom^ 
mun,  on  peut  le  supprimer  sans  altérer  Téquation 

Nous  su|»p()S(  i  ons  donc  que  les  trois  nombres  a,  6,  K  soient 
preiuier&entre  eui. 

906.  Théorème  1.  Si  aeihmUum  éUtriseur  commun  p  auirm 
que  l'unité,  l'équaiim  àx4-l>y=K  n'àékuêt  aucune  solution  en* 
-  tière. 

En  effet,  quelles  que  soient  les  valeurs  entières  que  Ton  sub- 
stitue à  X  ci  h  f/,  le  nombre  ax-^fnj  sera  divisible  par  p;  il 
ne  peut  donc  être  égal  à      qui,  pai^  hypothèse,  ne  l  est  pas. 

.  Wù,  TtixsêÈME  a.  Si  a  et  h  sont  premiers  entre  eux,  l'égum 
tion  ax  +  by  =  K  admet  une  solution  entière. 
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On  peut  toujours  supposer  que  le  cacWcleiil  4o  l!iifie<le»4a-* 

connues,  x  par  exemple,  soit  positif  :  car  s'il  ne  l'ést  pas,  it  le 
deviendra  en  cliangcanl  les  signes  de  tons  les  tenues  lIc  l'cqila- 
lion.  Cela  posé ,  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à     il  vient 

a-  \ 

el  je  dis  que  si  l  on  donne  succcssisenicut  à  y  les  a  valeurs 

0,1,2»      a— 1,  . 

U  y      uneiles  mloirs  eefrespoodaiite*  de%»  qui  «imeiitièw, 

et  il  n'y  en  aura  qu*ime  «eole. 
En  effet,  divisons  i>ar  a,  les  a  valeur»  de  K— ♦sTi  mlSais^t  - 

lesdivisious  de  manière  (pie  tous  les  restes  soient  posîti&lttCSt  • 
aisé  de  voir  que  ces  restes  sont  tous  différents.  Soient,  en  effet,. 
f  et  y*  deux  des  nomt)res  0,  1 ,  2 , . . a— 1 ,  et  supposons,  s'il 
est  possible,  que  les  restes  des  divisions  de  K— 6y'  elde.K—  ^y' 
par  a  soient  égaux  ;  que  Top  ait,  par  exemple,  ^ 

on  aura,  en  retranchant,  *  "  . 

*'*•  ■•"•*  «. 

ce  qui  montre  que  h{y'-f)  eçt  dffiriWe  far  a;  or  «la  est 

impossible  :  car  a  est  prcnder  avec  et  il  ne  peut  difiier 
t/ _ y",  qui  est  moindre  que  lui.  tes  a  restes  q[ue  Von^oMient 
en  divisant  par  a  les  a  valeurs  de  K  —  ôty  sont  donc  ^WfilAt^  r 
ilssont,  a  ailleurs,  moindres  que  a  ;  donc  l'un  d'entre  eux  est 
nuL  Soit  ^  Ja  .  valeur  do^  qui  correspond  au  reste  0;  on  aura 


9î 


^ — -i.^  un  nombre  eotier  ai 


et  par  conséquent  Téquation  proposée  admet  k  solulioB .  ,  . 

1107.  ToBORKME  111.  Lorsqw  l'équation  ax+by  =  K  admet 
mi  BakutHM  ^litière ,  elle  m  admet  me  infinité. 
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Soil  afsâ|>]f=p  une  solution  entière  de  l'éguatiMi  ' 

[1]  ax+bp  =  K, 

onaridenUté  aa+bp  =  K, 

et,  par  conséquent,  Téquation  peut  s'écrire  ainsi 

ou  — P), 

ou  •  .  * 

PsQur  qu'une  valeur  ééterminée  de  y  puisse,  avec  une  oeiv 
laine  valeur  de  instituer  une  solutioventière  de  celle  équa- 
tkm,  H  fàut  et' il  suffit  que  la  valeur  de  y  soit  tdle ,  que 

soit  un  nombre  entier,  ou  que  y — p  soit  divisible 

i>ar  a  :  car  a  ci  b  soûl  premiers  entre  eux  par  hypolbèise.  En 
désignant  donc  par  ô  un  nombre  entijer,  on  aura 

[8]  jr^pssa^ 

et  l'équation  [2]  donne  alors   '  * 

[4]  «  — «SB  — ^, 

elf  qudle  que  soit  la  valeur  entière  positive,  nulle  ou  négative, 
que  l'on  prenne  pour  0,  les  valeurs  *d6  s?  et  de  y,  tirées  des 
équaISuns  [S]  et  [4],  vavdr  : 

sattsCmut  à  réquatioA  [1]. 

808.  Rbmaroue.  Si  Ton  comiKire  les  diverses  solutions  de  l'é- 
quatioD  firoposée,  on  voit  que  les  valeurs  de  x  et  celles  de  jr 
fimnent  deux  progressions  arithmétiqves  inimitées  dans  les 
deux  sens,  et  qid  ont  pour  raisons  les  coeffictenis  de  y  et  de  c 
dans  réquation.  Ton  d'eux  étant  toutefois  changé  de  signe.  Les 
valeursde  y  sont 

...p-2a,  p  — a,  p,  p  +  a,  f+as,  ... 
et€eilesdeâP 

.    ..•«  +  2^>,  «  +      a,  a— a  — 2.6,  .  .  ■ 
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m  * 

•  •  *  • 

Procédés  pour  trouver  I«»  solutions  oBtières  de  l'équation  ox  -f  6y =à. 

200.  11  rt^siilte  du  Ihéorènic  III  (lu  il  suûit  de  connaître  une 
fldhitkm  P)  de  réquatipn  ax+bf^^K  :  car  on  aura  toute? 
les  antres  iMur  lee  forratiks  : . 

■  * 

a;  =  a— -60,  ys=p-|-aô. 

Noos  alloiM  indiquer  divers  procédés  par  lesquels  on  peut  oble- 
BIP  une  pmçiiére  soIotioB  :  ~ 

1**  Pioctoi.  Lorsque  le  ooefficieni  de  l'une  des  ineonnues  x 
et  V  est  itil  nombre  peu  considérable ,  ofl  peut  employer,  pour 
avoir  une  solution  de  la  proposée,  le  .procédé  qui  a  servi  (théo». 
rème  H)  i  prouver  Texistence  de  celle  solution.  Soit  »  par  eienh* 
pie,  Féquâtiôn   -  . 

.En  lafféaolvaBl  par  rapport  à  qui  alepluspelilcoelBâettt, 
ona  . 

7  * 

et  i  on  est  assuré  que  si  1  on  donue  à  y  les  7  valeurs 

0,  1,,  2,  3,  4,  5,  6,  ■ 

l'une  des  v^eurl  carrespondantes  de  «  sera  entière,  ùn  n'a 
«msi  que  sept  essiâs  au  plus  à  faire.  Ofr  trouve  pour  y  s  5 

réquation  admet  donc  la  solution  apr=3l ,  y =5,  et  toutes W 

solutions  cnlicres  sont  données  pai*  les  foniiules  '   .  S 

.  •  •  ...  * 

ar«B3i  +  iai^»  yaeÔ+r^ 

où  0  désigne  un  entier  indéterminé,  positif,  nul  ou  négatif. 

Le  procédé  qui  vient  d  être  indiqué  est  impraticable  si  les 
coefficients  de  l'équation  proposée  scmt.de  grands  pooilNres^  on 
*  doit  alors  recourir  à  l'un  des  suivants  : 

,  210.  U'.PaoGto^..  Pn  a  immédiatement  une  aolation  de 
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Féquatkm  ax  +  Otj=zKj  siVini  des'coefAdeiits,  6  t)ar  exemple, 
eet  égal  à  l  ;  on  peut  prendre,  en  effet,  x=zO  et  y=K.  C'est  à 
ce  cas  particulier  que  nous  allons  minenci*,  comme  on  va  voir, 
le  cas  général.  •  .  • 

Pour  lixer  les  idées,  nous  supposerons  que  le  coeflicient  de  se 
soit  le  plus  petit  des  deux  eu  valeur  absolue,  nousrepréaeiitei-' 
roQs  encore  l'équation  par  •      '  ^ 

Ôn  tire  de  là 

•p]  •      ■  :■  x»!^}"  ■- .'.  ■ 

»  wm  *  .   *  •  •  • 

/        •  _  w  . 

elTechlôns  la  dfylgioh  de  K  et  6  par  a  en  prenant  les  quolienls 
par  délaul  ou  par  excès,  de  manière  à  avoir  dos  restes  positife. 

m  négailfiB,  mais  i^us  petits  ^  valeur  absolue  que  |a;  sôlt, 
exemple»  .  ■ 

l'équation  [2]  devient 


IH  l'on  voit  que,  pour  avoir  ime  solution  de  l'équation  [3],  il 
suffît  d*en  avoir  une  de  l'équation  • 

a 

dans  laquelle  t  désigne  une  iiouyelle  ÎDconmie  entière»  Si  l'on 
satisfait  à  1  équation  [i]  en  posant  y^p»  '=Y9  on  aura  une 
solation  de  la  proposée»  en  prenaiit 

Les  coet(i(  icnls  de  1  équation  [4]  sont  :  1°  Je  plus  petit  eoetft-< 
cient  de  1  éfiualion  [l]  ;  2«  le  resle  de  la  division  du  plus  grand 
park  plus  petit;  ou  voit,  d'après  cela,  que  si  Ton  opère  sur 
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ré(luallon  [A]  y-  comme  noi»  fiYOBts  foit  sur  la  proposée ,  et  que 
l'on  rontimic  d  api^liquer  le  mAine  procédé,  on  formera  une 
séiMc  (I  t'<]unlinns  Irllos  (pie  si  Ton  connail  une  solution  entière 
de  Tune  (ju«  Icoikiuc  (Tmlro  elh's,  on  p(^nna  (mi  (It  iluiro  une 
solution  enliiie  de  «liaenne  des  préccdentrs.  En  outre,  les 
coefficients  de  les  divoi  st  s  «'ipialions  sont  r^aux  en  \aleur  ab-. 
solue  à  deux  restes  cousécuUfs ,  parmi  ceux  qu  on  obtient  en 
cherchant  1^  plus  grand  commun  djiriâeiir  des  nombres  ^  f^k; 
et  comme  «r  et  f  Bout  premiers  entre  eux,  l'un  d^s  restes  sera 
l'imité;  par  consé^pkpl»ift4|pa^^  auxBMres 
«lue  nofis  €OD0âéronf 9ttra  latmne.^' 

et  admet  la  sohition  entière  ti=0,  VBek,  d'où  l'on  déduira 

une  solution  entière  de  la  proposée. 

Nous  allons  ap|)li(iiitM- <  <'lt(>  nirlhodc  à  un  exen)pie.  Soit  pro- 
posé de  trouver  les  solutions  enticres  de  i  équation 

[1]  TSLr— 113^  =  1000, 
ou 

enponnt  ^^^=<,  . 

ou  • 

[3]  31y— 72/  =  — »;  ' 

de  citt^^qMtioo  [3] ,  (Ml  tnre 

•  •  •  • 

itf  m  pimtaimpKfisr  la  méHiadè  géitéraliB*,  «ar  Tft  «t  ^^a|Mt 

lè  diviseur  comnmn  8  qfA  est  premier  avec  31,  en  écrivant 

9^  —  1 


31 


*  Celle  nodHIcalion  devra  élre  emplûfée  iovtes  les  fois  que  dans  l'équa- .  . 
Uon  proposée  ou  dans  l'une  des  équaliont  autHiaires  l'un  des  coefficl^aU  . 
•an  uB  facteor  eommuo  avec  le  tenst  la4éptBint  detia— aoasi.- 
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onyeit  que  9I--1  doit  être diTkiible  par  SI,  <Hiad<NBC. 

ca  posant  =/ , 

[5}  31/  =1; 

de  cette  équattoD  [fl,  611  tire 

ou 

[6].  <=3<'  +  <*', 

eofiosaiit  îLxi-sfr,, 

.         •  «F 

[7]  4/'— 9rs=--l; 

de  cette  éqiiaticm  {7] ,  OD  tire 

OU  ' 

eupoeam         r*»-^,  . 

ou  . 

l^^4**t=:l. 

Nous  voki  anivés  à  une  équattoa  daina  làgneUe  Tiuie  dw  in- 
connues 1*  a  le  coefficient  i,  on  y  safisfait  eniiosaQi 

r^i  et  r=0; 
alors  les  équalions  [8]  ,  [6],  [4]  et  [2]  donnent  successivement 

et  les  solutions  de  la  proposée  sont  données  par  les  formules 

.  •     •     :         j/  =  16  +  720,  •  • 

où  6  est  un  nombre  ^ticr  arbitraire.  • 
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>  ail.  m«  PnociDi.  L'équaiion. proposée  étaai  mise  sous  la 
,fànne 

.  OÙ  a  et  6  soot  posilifs,  réduisons  la  fraction  irréductible  |  en 
.    fraction  continue,  et  soit  ^  i'avant-deraière  réduite,. c'est-à- 


dire  eeUe  qui  précède  -^t  on  aura  (n*  186) 

r 

* 

et,  par  conséquent, 

d'où  il  suit  que  l'on  satisfera  à  l'équation  proposée  en  prenani 
Exnivti.  Trouver  les  selutione  entières  de  réqoatkMi 

25<kt? -h  U7y  =  113. 

256 

En  réduisant  entraction  continue,  on  trouve  les  quo- 
tients ^  ^ 

2.    5,    8,  7, 

et  les  réduites  sont  '  :  .  .  - 

.     1'     5'    16'    117'  .        -  . 

et,  en  multipliant  par  113,  .  . 

en  a  donc  cette  solution  de  l'équation  proposée 

«sslSOS,   $r=:— 3955. 

218.  Rmarque.  La  solution  à  laquelle  conduit  le  procédé  qui 
Tient  d*ètre.  in<fiqné,  n'est  pas ,  eo  générai»  ce  qu'on  pourrait 
ap^Ierlasolntioil  mikUma,  c'est^i-dlreeelU  éû  Jatalettr  derone 
des  iaoaftnues  est  iiiférîeiire  aueoeffiolent  de  Feutre  iBcenBue 
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dansi'équattoB,  solalion  à  laquelle  conduit  toujours  te  pf^tnier 
procédé,  et  aussi  le  deuxième,  s'il  est  bien  dirigé.  Les  nàeim 
de  a;  et  de  y  données  par  le  troittème  procédé  sont  diviablet 
.  par  le  second  meiobre  de  Téquation  proposée;  mais  on  peut 
en  déduire  fiicSemeht  la  solution  minima. 

Ainsi ,  dans  Texeoiple  précédent,  les  solutiqiM.sont  dotméêe 
fiar  les  formules 

«=     1808—  1170, 
y =  —  3966  +  2560.  . 

Si  1  on  veut  a\uir  la  solution  dans  laquelle  x  est  inférieur  au 
coefficient  117  de  y ,  il  suffira  de  prendre  pour  0  le  quotient  de 
la  division  de  1808  par  117,  qui  est  16,  et  I  on  trouve 

On  peut  donc  prendre  ks  •formules 

53—1170, 
ys— H6+2666 

pour  représenter  toutes  les  solutions. 

Réfolntkn  dè  l'équation  as+(|r=K  «■  BombNs  «ntim  et  p«iittlk.  - 

815.  On  a  TU  que  si  a  et  6  sont  premiers  entre  eux»  Téqiaa* 
•  tion  aa?  +  6y=K  a  une  infinité  de  solutions  entières.  Nous  - 
allons  considérer  en  particulier  le  cas  où  Ton  n'admet  que  les 
solutions  entières  et  p()sili\es.  En  mettant  en  é\idcncc  les  signes 
des  coefficients  ,  et  se  rappelant  qn  un  i>cut  toujours  supposer 
positif  le  coefficient  de  l'une  des  inconnues,  l'équation  ne  peut 
avoir  que  les  quatre  formes  suivantes  : 

tuv  +  by  =  K  ^ 
•ojp— 6y==l^, 

ax — by=.  —  K.  . 

La  ftMàsm  de  oes  éqaaiinns  n'adutl  évldemmeat  ftueuie 
tolQlionpoailHe,  et  k  qiuatrième  CBt  oompiiM  dansk 
our  eik  s'y  ramèiie  ien  diangeant»  l*iiBàdans'r«iilffe>  «  el 


\ainsi  qm  w  it  jf.  Nott»R*»veitt.de«c  à  eioiiBmer  .^  kg  4ttix 
[2]  I»— dysK. 

Considérons  d'abord  l'équation  [2] ,  et  soit  (a,  6)  une  quel- 
conque de  SCS  solutions  en  nombres  (niliers  positifs  QU  négatils. 
Toutes  les  autres  sont  donuées  pai-  l6s  fonuules  ' 

et  Ton  voit  que,;  |iour  avoir  lea  solutions  entières  et  positives,  ii 
suffit  de  donner  à  0  toutes  les  iraleurs  entières  qui  satisfont  aux 


.    «  +  ^6>0,  6-|-aO>0. 

Enàf«i»nttmaetfiLwaî&tàd.iBiiiùtt  k  o  des  valmrsMyi' 

rieure»  au  plus  grand  des  deia  ii««ubres  ^  et  par 

conséquent,  Téquation  [2]  admet  une  infinité  de  solufiôns  en- 
tières et  tKwitives. 

Considérons  maintenant  ré([ualion  [1];  et  soit  («,  C)  une 
'quelconque  de  ses  solutions,  toutes  les  autres  seront  données 
par  le&rorQittles  :  •  •  ' 

'  Pour  que  x  ei  y  soient  positif, il  foui.et  ii  suffit  que  l'on  ait 
ou,  à  cause  de  Tidenlité  aa+66=K ,  qui  donne  j==^5+^> 

•  *      •        »  • 

a   *  ab'  a 

11  résulte  de  là  que,  pour  avoir  les  solutions  entières el  posi- 
tives deja  proposée  y  il  iaut  pi  endre  pour  0  les  valeurs  entières 

comprises  entre       et  -^+^- 

Sà  ^itce'cès  lûQltesil  n*y.  a  auoun  nombre  ettHev  eom^,  la 
proposée  n'admet  aucune  solution  entière  el  ^ostiive.  Qt^  voit 
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aiflémenique,  généralement,  le  nombre  des  solutions  entières 
et  positives  est  égal  au  plus  grand  nomlMre  entier  contenu  ém 

'  a»  ou  à  ce  nombre  augmenté  d'une  uuité. 

AppUcallon  de  la  IhMt  préeédialeb 

214.  Trouver  les  valeurs  entières  qu'il  faut  donner  à  x  pour 
pte  les  fraciùms 

ax+b        4-  y  d'x-^-ir 

ow  a,  l>,  c,  a',  etc..  désignent  des êntiers pasilift  ou  négatifs, 
,se  réduisent  à  des  nombres  entiers. 

Ne  considérons  d>bord  que  la  première  Traetton.  En  la  dési- 
gnant  par  y,  il  s'agit  de  saUsfiiire  en  nombres  entiers  ^réqua* 
^on 

e        ^*  •     '  - 

ou  .  am^cy  —  6. 

* 

' .  Cède  éqnatkm  admettra  des  solntions  si  4  et  <  soiit  premiers 

entre  eux.  Kn  dési{?nanl  par  Xq^  yo  une  première  solution,  et 
par  x'  un  entier  indéterminé,  les  autres  solutions  sont  données 
par  les  formules  : 

Il  résulte  de  là  que  la  première  des  fractions  proposées  sera 
entière  pour  x  =  Xo-\-cx'.  En  sul)stituant  celte  valeur  de  x 
dans  les  autres  fractions,  elles  deviennent 

f  — — 7  

et  il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs  entières  de  x',  qui  rendent 
ces  fractions  égales  à  des  entiei's. 

C'est  le  môme  problème  que  le  proposé;  seoleincnt,  le  nom- 
bre des  fractions  considérées  est  moindre  d'une,  unité.  En  con- 
tinuant d'appliquer  le  mènie  procédé,  on  finira  paor  n'avoir  plus 
qu'une  seule  fractiQn  à  considérer,  et  alors  on  procédm  comme 
nous  rayons  dit  en  eenunençant. 
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Exemple.  Trouver  un  nombre  tel,  qu'en  le  divisant parbf  7,  U,    -  '  * 
ail  respectivement  pour  restes  3,  5,  8. 
.  Si  â?.  désigne  un  nombre  sdiiâfaisani  à  la  question ,  les  frac- 

tiOB3 

.     .  -  '    g  — 3    g  — 5    a?— 8 

.       ^       -5-'  "T"'  .  11  . 

seront  des  nombres  ciiliers.  Pour  que  la  première  fraction  boil 
enUèFe^  illautque  *  - 

.  .  •  '  •  -  *  .; 

^  étant'  WL  entier.  Les  deux  antres  deviennent  alors 

•  .  ■ 

Pour,  que  ^ = ^^i7"^^  ^  nombre  entier»  il  Xuul 
que  11  div  ise  x'  —  i  \  car  il  est  premier  avec  5;  on  peut  done 
poser 

— l  =  lla?"  ou     =  " 

*         *    .       *   '  •  • 

ite»k  première  des  fractions  [S]  devient 


55a/ +3  3 


et  la  condition,  pour  que  cette  fraction  soft  entière,  est  que 
a/'  —  3  soit  divisible  par  7.  On  peut  donc  écrire,  en  désignant 
par  S  un  entier  indéterminé» 

Alors  les  valeurs  de     et  de  x  deviennent 

x'=  770 -f  34, 

a?  =;3gôô  +  173.  • 

Celte  dernière  formule  résout  le  problème.  Le  plus  petit  nom- 
bre satisfaisant  à  la  question  est  173. 


14 


Digitized  by  Google 


210  •   .     ANALYSE  INDÉTEKMmÉB. 

Résolution  en  nombres  entiers  d'une  équation  k  un  nombre  quelconque 

d'iocotinueé. 

ConsidiTons  d'abord  une  équation  à  trois  inconnues 

•    ax+by  +  cz  =  K, 

dont  les  coefficients  a,  b,  c,  K  sont  des  nombres  entiers pre- 
Tnici*s  entre  eux,  positifs  ou  négatifs.  * 

La  condition ,  pour  que  la  proposée  admette  des  solutions  en- 
tières, esl  que  a ,  6,  c  soient  premiers  entre  enx  :  car  si  o,  6,  c 
ont  un  facteur  commun  p ,  le  premier  membre  est  divisible  par 
p  ,  tandis  que  le  second  ne  l'est  pas  ;  d'où  il  suit  que  1  équation 
est  impossible.  On  va  voir  que  cette  condition  est  suffisante.  Si 
parmi  les  nombres  a,  6,  c,  il  y  en  a  deux ,  a  et  6  par  exem- 
ple, qui  soient  premiers  entre  eux ,  en  donnant  à  z  une  valeur 
entière  quelconque  y,  on  pourra  toujours  trouver  (206)  des 
valeurs  entières  de  a:  et  de  y,  telles  que  . 

par  ronséqiiLMif ,  la  propos(''c  a  une  infinité  do  solutions  entières 
pour  cbaque  valeur  arbitraire  allribuée  à       '••  , 

Si  deux  quelconques  des  nombres  a,  6,  c  ont  un  facteur 
commun,  soit  p  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  de  6, 
et  posons  a        ,  ^  =  p6',  la  proposée  devient 

*  ■ .     *  ■» 

/11/      K  —  cz 

p  et  c  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver  (314)  une 

infinilé  de  valeurs  de  z  telles  que   se  réduise  à  un  en- 

P  .  . 

lier  K';  la  proposée  se  réduit  alors  h 

a'x+b'y  =  K\ 

et  l'on  voit  qu'on  pourra  Irouver  ime  infinité  de  solutions  entières. 

Ce  qui  précède  permet  de  trouver  une  première  solution  de  la 
proposée. 

Exemple.  Trouver  une  solution  entière  de  Vèquation 

4x  — 18y  +  27z=100.     .         .  . 
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L'équation  petit  s'écrire  ainsi  .    - . 

.   •  -  '  '     100  —  275'  '    .     '      '   '  . 

îa:  — 9y  =  r  ,  . 


le  second  membre  se  réduit  à  23  pour  s  =  2 ,  et  1  on  a      ;  ^ 

.  2x  — 9y==23,  '  •  '  ' 

qui  admet  la  solution  entière  y  =  l,  x=16.  La  proposée  a 
donc  la  solution  a:  =  16,  y  =  l,  5  =  2.  •     •  .  ; 

216.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment,  à  l'aide 
d'une  seule  solution ,  on  peut  délerminer  toutes  les  autres.       '  ' 

Soient  a:  =  a,  y  =  €,  s=y  une  solution  enlière  de  Té^ftia-' 
tion  '  -4. 

[1]     _  ax  +  by  +  cz=iK,  . 

en  sorte  qu'on  a  identiquement  .  * 

[2]  '  aa+66+^^=K.  ■  ^  ' 

Soit  0  un  nombre  entier  indéterminé,  il  est  évident  qu'on 
satisfera  h  la  proposée  en  posant  •  -  -  <^ 

[3]     C  ]  fy=6  — aO,  ; 

car  eu  |>orlant  ces  valeurs  de  j^,  y  et  5  dans  la  proposée,  les 
termes  en  0  disparaissent  et  le  résultat  de  la  substitution  est 
l'identité  [2].  Ainsi  de  la  solution  («,  S,  y),  nous  déduisons  par*  • 
-  ce  procédé  la  solution  beaucoup  p^us  générale  [3].  Néanmoins 
les  formules  [3]  ne  donnent  pas  toutes  les  solutions  de  la  pro- 
posée, car  on  a  vu  qu'il  y  a  une  iuliniléde  \aleursde  z  qui  peu-  ^ 
vent  faire  partie  d'un  système  de  solutions. 

Mais  du  système  [3]  on  peut  en  déduire  un  plus  général  en 
ajoutant  aux  valeurs  de  x  et  de  z  les  deux  termes  rcp  et  — am 
où  9  désigne  un  entier  indéterminé,  et  il  vient  alors 


f  u 


[  5  =  T— •  ^ 

ces  formules  [4]  donnent  bien  toutes  les  solutions  de  la  pro-  V 
l)0sée,  si  l'on  attribue  à  ô  et  à  ç  des  valeurs  fractionnaires, 


mais  si  I  on  ne  vcul  altribucr  à  ces  indéterminées  que  des  va- 
leurs entières,  les  formules  [4J  ne  donneront  qu'une  partie  des 
solutions. 

Du  système  [4]  ou  en  déduit  un  plus  général  on  ajoutant  aux 
valeurs  de  y  et  de  2  les  deux  termes  et  ^»  où  ^  désigne 
UD  entier  indéterminé.  11  vieot  dàmâ  . 

•  •  • 

et  je  dis  que  oes  formules  [ô]  donneront  toutes  tes  solutions 

entières  de  la  proposée,  si  Ton  attribue  aux  indéfenninées  6,. 

9,  4*»  lôutcs  les  valeurs  entières  positi\es  ou  négatives. 

Pour  le  démontrer,  supi)Osons  que  la  proposée  admette  la 
solution  («',  €\  y')»  je  dis  qu'on  peut  trouver  des  valeurs  en-» 
tièresde  0,  f ,  4*,  telles  que  Ton  ait 

f^'abord  Tune  de  ees  équations  est  une  conséquence  des  dèin 
autres;  en  effet,  en  les  ajouUmt  après  les  avoir  ttniHipUèes  rea^ 
pectivemeiit  par  a,  6,  e,  .il  vient 

ce  qui  est  ome  identité,  à  cause  de 

«t  -(-66  +ÇY  =K, 

notti  neeoDsidéronsdonc  qne  les  deui  premières  équations  [6], 
savoir 

Chacune  de  ces  équations  [8] ,  considérée  individuellement , 
admet  des  solutions  entières;  ear^ècanae  de  rideniité  L7J>  le 
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plus  grand  commun  diviseur  de  6  et  r  divise  a  — el  de  même 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  c  divise  — 6,  parce 
que  fl,  6,  c  sont  premiers  entre  eux. 

Soient  {%t>q)  une  solution  de  la  première  équal ion  [8],  et  p 
le  plus  grand  commun  diviseur  <le  b  et  c;  soient  aussi 
une  solution  de  la  seconde  équation  [8],  et  p'  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  a  et  r  ;  les  solutions  des  deux  équations  [8J, 
considérées  isolément,  seront  respcclivcuienl  données  par  les 
formules 


[9] 


[10] 


p 


en  désignant  par  t  et  deux  entiers  indélerminés.  l»our  établir 
que  le  système  des  équations  [8]  admet  des  solutions  entières, 
il  suffit  donc  de  prouver  qu'on  peut  trouver  des  valeurs  entières 
do  t  et  Iclles  que  les  valeurs  de  0  des  équations  [9]  et  [10] 
soient  égales»  c'est-à-dire  telles  que  l'on  ait 

0,  +  ^^  =  6,  +  V. 
P  9 


OU 


[11]  -,t'  —  -t=z  eo— 0,. 

p  ^  P 


Or,  on  a,  par  hypothèse, 

W)o  +       =  »'  —  «  f 

ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  a  et  ô,  il  vient 
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ou,  à  causede  ndenlité  [7] , 

Oê      b  '     *  *  * 

avçc  -7  et      doit  diviser  6b~9i,  on  a'donc 

^  étant  un  nombre  entier. 
Aloirs  réquatioD  [11]  devient 

e .  ic 

P  P  PP 

OU 

et  I  on  voit  (ju  elle  admet  des  solutions  entières,  i^ai*  p  et  f'  sont 
{kremiers  ODlre  eux. 

* 

'  ftI7.  En  général  ,.8i  Ton  a  une  équation  à  (a  inconnuea  , 

où  rt,  6, ...  d,  A:  sont  premiers  entre  eux,  il  n'y  aura  de  solu- 
tions entières  que  si  a,  b,  c...  d  .sont  eux-mêmes  premiers 
entre  eux.  Proposons-nous,  dans  ce  cas,  de  trouver  une  pre- 
mière solution.  Soit  p  le  plus  grand  commun  diviseur  do  a 
et  ^,  on  aura  • 

•  p     p  p 

on  cherciie  une  solution  entière  de  Téquation^  * 

-  — ^ — ^l, 

qsk  n'a  <ine  |a—  i  ineonnues,  et  en  prenant  ensuite  une  solu* 
tionde  ^a;-:}-^ys=^,  on  aura  une  solution  de  la  proposé». 


•   BéMluUon  ea  nombres  entiart  d*uii  syitèrae  de  m  équations  1 111+ 1  ' 

inogmiifli. 

910.  Conaidérons  d'abord  le  ca^  de  deux  équaliuns  à  trois 
inconnues  ' 


où  a,  6,  c,  A  sont  de^  entiers  pr^ouiers  entre  eux,  ainsi  que 

a',  b\  c\  K\ 

n  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que  ciiaquc  équa- 
Uoo  considéré^  isoléoieiU  adioctte  des  j^luti  ons  entière^ ,  sif^nf 
conséquent  que  a,     €  scMent  prenvere  ^tre  &ik,^naiqfit 

Eb  âimiiiailt  tiiaé  'âe»  inoômiiôs ,  «  par  eiem|de,  on  a 

El  l'on  peut  substituer  au  système  des  équations  [1]  et  [2], 
celai  des  équations  £1]  et     ;  û  i'équation  [3]  admet  des 
tions  entières,  cee  solutions  auront  fai  forme 


en  désignant  par  s  jin  entier  indéteiminé,  par  ^ '  lo  pins  grand 
commun  diviseur  entre  00^— ca',  bif^ctf^  et  R€^-h;R',  et  eiifiâ 
par  {x^^)  une  première  sqilutiott  de  réquuition  [8].  En'sulMtî^ 
tuimt  les  valeurs  [4}  de  x  et  y  dans  l'équation  [i],  oaauraumii 

équation  à  deux  inconnues  s  et  0  ;  si  elle  admet  des  solutions 

entières,  5  et  .0  seront  exprimées  à  i  aiUe  d  une  nouvelle  indé- 
tehninée  0',  par  suite  on  auni  toulcs  les  solulions  des  propo- 
sées exprimées  par  une  sçule  indéterminée  0'. 

RuiAiQiii.  Si  c  et  tf'  sont  premiers  entré  èlix,  la  seule  coii- 
^UiODdepossIbîUtédu  protdèfl»e  est  que  réfoatloa  [d]  admette 
dés  solutions  entières. 

En  dfet  ,  Téquation  [3]  peut  se  mettre  sous  la  tonne 


ax  -\-htj  — K   c  . 
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par  hypoâièae,  eHe  admet  des  solutions  entières,  et  -,  est  irré- 

duclible;  si  donc  Xotjo  désigne  une  solution,  on  a,  par  un  Uiéo- 
rème  d'ariihiiiétiaue,et  eu  désiguaut  par  x^.  un  aom))re  entier, 

par  conséquent ,  lès  équations  [  t  ] .  admettent  la  solution  entière 

810.  Si  Ton  ne  veut  avoir  que  les  solutions  positives  des  pro- 
posées, les  trois  ineonnue»  a?,  p;  z  étant  exprimées  par  un 
enfiér  ^  Indéterminé,  on  ne  devra  prendrè  pour  o  que  les  va- 
lettris  entières  qul-satisfont  aux  Inégalités 

•    •  . 

«>0,  :y>0».  M^Qu 

ÎIÎM).  Exemple.  30  personnes  ont  dépensé  30  francs  ,  en  com- 
mun, la  dépense  (l'un  homme  est  de  5  francs,  celle  d' une  femme 
\  franc  et  celle  d'un  enfant  \  franc;  on  denifwde.covibien  Uy 
avait  dltommes^  de  femmes  et  d'enfants. 

En  appelant  x  le  nombre  des  hommes,  y  celui  des  femmes, 
et  z  celui  des  enfants,  les  équation»  du  problème  sont 

enretranclianton  a 


[2]  4a?-.î«  =  0, 


la  fraction  ^  étant  irréductible,  ou  a,  eu  désiguaut  par  d  un 
entier, 

«=30,  •  . 

■  * 

zssm; 

CCS  formuïes  (loiiiiont  les  solutions  de  l'équatiou  [2];  la  pre- 
mière des  cqualions  [l]  doimc  alors 

et  l'on  déduit  y  =s  30  109. 
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'  Pour  que.  ies  videurs  de      y ,  i.  soient  positives  »  il  &ut  ^ue 

yar  conséquent ,  9  ne  peut  avoir  que  la  valeur  1  ;  on  a 

4?  =  3,   y  =  ll,  s=16. 
'  Ainsi  il  y  avait  3  hommes,  it  femmes  et  16  enfiuils. 

221.  Considérons  mainicnant  un  système  (ie  m  é<|ualiond 
entre  w-j-l  inconnues;  on  substituera  au  système  proposé  un 
système  équivalent  de  m  équations  dont  la  première  A|=0  ne 
contienne  que  deux  inconnues  y,  la  seconde  A}=0,  que  ces 
deox  mémo» inconnues  avec  une  troisième  s,  et: ainsi  de  soite. 

Si  l'équalkm  Ai  sa  o  a  des  solutions  entières,  on  exprimera 

et  y  en  fonction  d'une  indéterminée  a,  etensubstiluanl  leurs 
valeurs  dans  Ai^sO,  cette  léquation  ne  contiendra  que  deux 
inconnoes  «  et  «;  si  elle  a  des  solutions  entières,  on  exprimera 
i  et  6  en  fondiond'une  nouvelle  indéterminée  6';  alors  a?,  9 
seront  exprimées  par  0',  en  portant  leurs  \;ilcurs  dans  la  troi- 
sième équation  A3  =  0,  celle-ci  ne  contiendra  plus  que  deux 
inconnues,  cl  on  conliiiuora  de  la  sorte  jusqu'à  ce  qu'on  ail 
expriiiié  tontes  les  incdumies  on  fonclioii  d  une  i>€Ule  et  même 
indéterminée,  si  cela  est  possible.  * 

Nous  ne  pouvons  considérer  ici  le  cas  général  de  t»  -f  -  »  in- 
.  connues  entre  w  équations. 

Analyse  îniiéterminée  du  second  ^e§ré. 

L'équation  générale  du  second  degré  à  deux  inconnues^  , 
a  la  forme  ' 

mais  nous  n'examinerons  que  le  cas  où  le  coefticient  de  l'un 
.  des  carrés  a;*  ou  i/  est  nul.  Supposons  c  =  0,  en  résolvant 
l'équatiQtt  par  rapport  à  y,  il  vient 

^  *  ^QX*  —  dx  —  /. 
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pai  hypolhèse,  a,  h,  /*  sont  des  entiers  premier^  cotre 

eux.  En  effectuant  la  division  autant  que  ppsëible,  on  a 

OnniHqae  »itoitèti^tèlqiie  5ir4-e  divise  (iM-f^/'-ffre^; 
.soit  denc  A  iw  diviseur  de  ce  mmbre,  onl^m  /'a:-j-€:=dc:A, 

0*00  â^iK — j — ,  81  cette  valeur  de    est  entière,  e|  si  b 

valeur  correspondante  de  y  1  est  aussi ,  on  aura  une  solution  de 
la  proposée.  On  voit  ^ue  le$  solutions  entièies  swIL  toi^ours  en 
«MMûbrelimilé.  .  .  --^.^  >lbS. 

1i  99.  JÀ  méXboàé  préoéd^te  est  en  défaut  si  6 = 0.  Dans  ce 
à»,  la  proposée  a  la  forme 

Supposons  que  cette  équation  admette  une  solution 
â;=  â;^,  et  posons  a;  =  a>trf-fO,  onaura 

,  *  "      *  *  *  • 

or,  pai'  hypothèse,        t-r^..-t-/       ^j^ti^j.^  ^g^^.  |^  valeur 

â^+eO  de  X  doaamuiièiKNivette  valeur  entière  de  ^;  d'ail- 
leorsonpent déterminer  6  de  manière  que  x^^+eii  soil  compris 
entre  et  -f^;  si  donc  la  proposée  admet  des  solutions 
entières,  il  y  aune  valeur  de  x  comprise  entre  —{e  et  -f^ 
qui  rend  y  entier,  on  poun  a  la  trou\er  piu:  des  essais  dont  le 
nombre  ne  dépassera  pas  ^ ,  et  on  aura  ensuite  toutes  les  va- 
leurs de.    qui  rendent  y  entier  par  la  formulé 

•  ,     .  .  .  ■ 

où  .6  est  un  enUer  ifid^teniiiDé.  U  proposée  admet  donc  un 
nombre  infini  de  solutions  ou  n'en  admet  aucune. 


•  fi  fi4.  pAODLiiJii.  murmmtr  im  irianglierûçtangkdaiU  iu  cùiéê 
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mvm  MÉonmit. 

soient  def  wmPm  enii^s,  et  dont  ^  surface  soit  égale  4im  péri- 
mètre. 

En  désignant  par  x  et  y  les  côtés  de  Tangle  droit,  par  * 
rbypotéBOte,  les  équaiipns  du  problème  sont  * 

et,  enéKmmant  s,    '  ■ 

oa  v^Jî'  +  /=J«i^-Ta;  — y; 

*.  *,  « 

èlenoit  au  carré ,  il  Tient' 

ou,  en  supprimant  le»  termes  commiUB  aux. deux  mem^ree^ 
divisant  par    et  par  y  que  nous  ne  supposons  pas  nnls» 

*  »  * 

doù      •   f-feî'  ; 

ou  * 

x-^A,  (levanl  diviser  8,  doit  èlrc  l'un  des  nombres  =fcl,  ifcî, 
±:4,  ±8,  mais  comme  ici  x  et  y  doivent  être  positifs,  il  ne 
faut  prendre  puur  x — ,4  que  les  valcius  +1,  4*2,  4-4,  +8; 
on  a  ainsi 

»s=5,   y  =  12,   Il   a?=  8,  y==6, 

mais  les  deux  solutions  à  droite  donnent  les  mêmes  triangles 
^e  1^  'deux  sflUîons  h  gauche*  Le  pc^dème  n'a  dbnç  4)iie 
deux  mlatioiis.  Dans  chacune  d'eUes  la  valeur  da  «  eitdonnte 
jwrj'u^e  deséquations  £1];  ou  a  ainsi 

^    «=5,  îr=l*,  »==I8, 

.    j?  =  6,   ys?  8,   s  =  10. 
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Résolution  où  ïïM^tm  oatiert  do*  réquitloa  iP  +  i** 

•  ^         ,  *  ■    »  •• 

Mtt^  L'équafioii  proposée  peut  s'écrire  ainsi 

[Il  «•-1^=*', 

soit  p  le  plus  grand  commun  diviseur  h.z^y  el       y,  on  a 

9  .      t        W  ■  -  ..  ■ 

Les  nombres  entiers        et  ^-àll        j^remiers  entre 

eux ,  et  comme  leur  produit  est  un  carré ,  il  faut  que  chacun 
d'eux  soit  un  carré;  on  a  donc,  en  désignant  par  a  et  6,  des 
nombres  entiers 

et  réquatiooXi]  donne 

9 

réciproquement  les  valeurs  de  y,  s  Urées  des  équations  [3] 
etL43,sa(?oir:' 

« 

•  .  '  ♦ 

satisferont' à réquation  [i],  quels  que  soient  les  entiers  s,  p 

et  p.  .  '  . 

'  RnfAtQCV  I.  Chaque  solution  de  l'équation  proposée,  en 

fournit  une  infinité  d'autres  que  l'on  obtient  en  multipliant  les 

valeurs  de  a-,  y,  z,  pîir  un  nombre  enti«  r  quelconque;  il  y  a 
donc  lieu  surtout  de  considérer  les  solutions  dans  lesquelles  les 
valeurs     x,  y ,  z  sont  des  nombres  premiers  entre  eux.  Deux 
de  ces  nombres  sont  évidemment  impairs  et  le  troisième  pair. 
Supposons  d'abord  que -le  nombre  pair  soi^      «-^ir  ei 
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ont  alorapimrpl«8|^d€Oiiimi|h  dMfèvr  ^  et  ld6.l(Nr- 
jnoles  [51  deviennent 

OÙ  Von  ne  devra  donner  aux  entien  •  ét  p  <{ue  dea  tateim  . 

entières  premières  enftrc  elles.  •  •       *     .  • 

On  peut  se  dispenser  de  donner  h  a  et  ;i  8  des  valeurs  qui. 
soient  toutes  deux  impaires,  car  les  équations  [5]  fournissent 
alors  pour  s  et  y  des  valeurs  paires;  tandis  que,  au  contraire, 
nous  les  avons  supposées  toutes  deux  impaires;  d'ailleurs  si  ron 
prenait  pour  «  et  des  nomliriDS  Impairs  2f»4-l,  3ii-ft;  les 
valms  de  âr;  |r«  St  divisées  par  S,  servent 

»«(iii  +  ji  +  iy+(«l-fiy;. 

m 

OU ,  en. changeant  m  en  .y  et  y-'en  â?;  ce  qoi  donne  la  piôine 
«olution,  • 

Il  résulte  4c  là  que  faire  dans  les  formules      ci  =     4- 1 , . 
§=2n4-],  puisdiTiaer  par  2  les  valeurs 4e     y  et  est 
k  .mtee  diosé  qné  lûre  dilns  <s^  moines  formides  [6], 

était  pair,  ou  pourirait  appliquer  le  raisonnement  précé- 
dent en  ctiangeant  a?'  «n'y. 

Si  z  est  pair,  z-\-y  ei  s  —  y  sont  prea)iers  entre  eux,  cl ,  pur 
suite,  daus  Ics^formules  [ô],  il  faut  faire  p=l.  On  obtient  ^insi 


2 


mais  a  et  B  devant,  d'après  les  formules  [3],  être  tous  deux 
iinpaics.,     — {i»)  =:(«  —  ^;(«4'p)  sera  divisU»le  par  4,  et, 

par-8U|le,  ou  y  serait  pair,  ce  qui  est  contraire  à  notre 

supposition;  lea  seules  ^solutions  sont  donc  celles  qnelounil»- 
^IJes^loinMiles  [6],  pour  des  valenrs  de- «  lumières  enti^ 
eUes,  Fmie  paire«  Tantre  impaire.  - 
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Voici  le  tableau  des  solutions  en  non 
de  l'équation  . 

{tour  toutes  les  videurs  de  a  et  p  de  i 

«sa    4,  f- 


res  premiers  enloe  ^iHi- 


à  10: 


«=  2 
4 

a»  6 

«=:  8 


p»2 


«=:  3 
a=  5 
«=  7 
«=:  9 

a=  4 
a=  8 
a=10 

«=  7 

a=  6 
«=s  8 


^=8  1  «=r  ^ 


«s  16,  y 

af=  !»,  y 

a?a=  20,  y 

x=s  28 ^  y 

dpss  36,  y. 

x=  24,  y 

j?  =  48  ,  y 

a;z=  60,  y 

a:=  40,  y 

a?=  5è,  y 

72,  y 

60,  y  = 

•«22.80,  yia 

84,  yss. 


15 
35 
63 
90 


«sslift,  y; 

ar  =  l40,  y 

«=144,  y: 

ff:Esl80,  y< 


:  Ô 
:21 
:45 
:77 

:  7 
:35 
91 

:  ^ 

:66 

:11 

»30 
13 

15 

^51 

17 

•  » 

19 


ai 

Si 

Zi 

S' 

s; 

Mi 
«: 
s: 

S  ■ 
Si 
Zi 

•«es 
«  = 

Z.'ssz 
«sa 

S! 


17. 

87, 

KM. 

13, 

53, 
83. 

25, 
73, 
109. 

«. 

65. 

97. 

61, 

S5. 

1I8« 
140. 

145. 
181. 


RésbliiUoD,  en  nombres  enliers,  de  l'équation  s'— «y  4-  y'=r  jc^. 

826.  aésoudve  en  nombres  entiers ,  poâtifs  on  négalife^ 
réqualion  . 

[1]    ,  a^^xy  +  y'^^z^  • 

c'esl  eheitiier  les  triangles  dont  un  angle  est  ègék  à  ÛQ^  ob  Ir 
120»,  et  dont  les.tAlés  s'expriment  par  desnomlimattlim. 
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En  multipUani  Téquatioa  [l]  par  4 ,  on  a 

si-donc  on  désigne  par  «  une  natnrdle  variable,  «t  qju'dn  ffÉasé 
réquation  [1]  devient  * 

Soit  p  le  plus  grand  commun  diviseur  à  2z+u  et  2«  — «  k  , 


on  aura 


2*  +  u  ai^tf_^/y\'  . 


ïundes  «afiisrs  ^lili^,  doit,  être  divÉsâ^le  par  a,  et 

comme  rien  n'indique  <;iue  u  soit  plutôt  positif  que.  négaiit,  nous 
*  22  -4- 

pouvons  supposer  que  c'est  — quiest  (Uvisiblepir  ft,  <mi 

peut  donc  écrire  .  . 

Le  produit  des  nevnbite  "      ,       ■    étant  canér  et  ëés 

nombres  étant  évidemnicnl  premiers  entre  eux ,  chacun  d  eux 
.  doit  être  carré,  on  a  donc-,  eo  désignflÂt  par  «  «t  ^«  des 

•        •  • 


et,  par  suite,  2-=«p, 

■  «  ■ 

Réciproqnemeni  le^valenrsde  -ifi  y  .et  tirées  de  ces  équa- 
tions, safc^  : 
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Ittiisferont  h  l'cqunlion  [3],  quels  que  soient  les  euliei's  p,  a,  p. 

Pour  avoir  les  solulioiis  tic  la  pi'oi)oséc  [1],  on* joindra  hpes 
équations,  l'équaiioo  [2],  on  a  ainsi 

.£t  l'on  démontre  facilement  qu'en  faisant  ps=s4,  on  a  toito 
les  8(riutioii8  premières  entre  eUes,  on  obtient  ainsi 

^  *  •  * 

où  1*00  donnera  à  «  et  p  toutes  les  Taleufs  enjlières  positiVes 
ou  négatives,  premières  entre^eHes,  -  ' 

RéftolulioD  en  aombrec»  entiers  de  r^quaUon  «-  +  y'  ;=  i V        *  • 
im?-.  On  satisfait  à  ces.équatiims  par 

Ji  n'y  a  dono  plus  qu'à  résoudre  en  nombres  entiers 

•     •    ;i»  =  ««  +  ^«;/  .  '•  ^'' 
OIl  prendra  donc  ^ 

suite,  les  solutions  premières  enU^^es  de  la  proposée  se- 
ront rqii^niées  par      .  *  '  ' 

I  Jf«4Y«(î*  — Ô^.         OU  l  yarW-a*;.: 

OÙ  Y  et  ^  sont  des  entiers  indéterminés  premiei^s  entre  eux.  ' 

RnSASOim.  On  résoudrait,  par  le  même  procédé,  réquisition 

a!*~\-y*=z\  et  plus  généralement  Téquation  + 
quel  que  soit  l'entier  [a. 

Sttr  ré^aliott  ^ -l-y^at  1*. 

93Êê,  L'équation  ^+y*as«*  est  impossible  en  nomlxres  entiers. 
Ceitç  proposition  se  démontre  è  l'aide  d'une  raétbode  remar-' 


Oigitized 


ANALYSE  INDÉTERMINÉE  225 

(luable  (jue  nous  crojons  devoir  indiquer  ici,  parte  qu'on  peu! 
l'apprupier  ti  plusieurs  questions  du  nu"^nie  genre.  Celle  mélhode 
eonsisle  h  prouver  que  si  l'ériualion  proposée  ndniel  une  sohi- 
lion  {Xy  y,  c\  elle  en  admet  une  seconde  (ç,  r, ,  exprimée  en 
nombres  beaucoup  moindres,  et  comme  on  peut  raisonner  de 
mùme  sur  celte  seconde  solution,  et  que  d'ailleurs  il  \  a  une 
limite  à  la  décroissance  des  nombres  entiers,  on  en  conclu! 
avec  certitude  l'impossibilité  de  l'existence  d'une  première  so- 
lution. 
Si  l'équation 

est  possible  en  nombres  entiers  (qu'on  peul  toujours  supposer 
premiers  entre  eux) ,  on  aura  (225) 

«  et  p  étant  des  entiers  premiers  entre  eux ,  l'un  pair,  l'autre 
impair. 

Le  produit  2«p  est  un  carré  y',  d'ailleurs  2a  et  Ô  ou  a  et  2> 
sont  premiers  entre  eux;  par  conséquent,  chacun  de  ces  nom- 
bres est  un  carré,  on  peul  donc  poser 

2«  =  (2|ji)«   et     p  =  v*, 
ou  a  =  jA*       et    2p  =  (2v/; 

c'est-à-dire 

alors  les  équations  [1]  deviennent 

y"  =  4jx*v«,  OU    ]  y*  =  4fxV, 

5  =V-[-v*,  (  z  =.u*-f  4/; 

c'est-à-dire 

[2]  =  V  — y=2(itv,   z  =  4^'  +  y\ 

OU 

[3]        x«  =  HL*  —V.   y  =  2uv,   s  =  (x*+4v*. 

15 
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Mmà  larecherche  des  soliitioiis  entîàrei  ëeTéipiBtioii  [t]  est 
ranieiiée  àdienâier  te  aolntioiui  entièm  4e  l'oiie  des  écfiia» 

tions 

[4]  A 
[5]  sfissy^  —  4v*; 

or,  je  dis  d'abord  que  Féquatioa  £4J  n'admet  auauie 
entière.  En  eiîet ,  v  y  désigne  un  nombre  impair,  x  est 
impair,  et  te  deux  facteurs  de  4|it.*— v*,  savoir  2(«.*— «t 
premiers  entre  eux,  puisqu'ils  sont  imptim  et 
que  {A  et  V  sont  prenders  entre  eux,  il  Cenit  donc  que  S!a*-4-v* 
et  Su'— V*  soient  des  carrés.  Posons 

il  en  résultera    2v*=/^— ^=(/'^5f)(/-i-^}, 

oVv  oela  est  impossible,  car  le  premier  membre  est  double  d'un* 
impair,  tandis  que  le  second  est  divisiMe  par  4,  attendu  que 
f+ff  et  f^ff  sont  tous  deux  pairs. 

L'équation  [4]  n'ayant  pas  de  solutions  entières,  occupons- 
nous  de  réquation  [5]. 

fi* — 2v»  cl  H.'4-2v»  éimi  premiers  entre  eux,  chacun  d'eux 
Col  caiTé.  Posons  •  . 

d'où  3c=fgt 
puis 

Les  nombres  f  ei  g  étant  impairs  et  premiers  entre  eux, 
f+ç  et  f—ç  ont  2  pour  plus  grand  commun  difiseur,  donc 

et        sont  des  carrés,  puisque  leur  produit  est  carré, 

on  aura 

don  f^^+^,   p  =  P— 

par  suite,  la  prranière  des  équations  [Q  de?ient 

L71 


Oigitized  by 


ANALYSi;  INDÉTERMINÉE.  227 

Celle  équalion  (7}  est  de  même  fornic  que  la  prapwée;  et 
k*m  foîiqiie*!»  19,  {A  YéémgaBDi  àn  nombres  beraooop  fim 
«  pelUsqne  iP,  y,  s.  ComfMirant,  parmtieaijj^  ksmoaéimM- 
bres  g  et  pt»  on  a  (formulé 

parG0i»é)(|iiàit,  m>A 

On  peut  donc  conclure  de  là  que  la  propobcc  n'admcl  aucune 
solution.  • 

De  rtmploi  àu  expieiiiaiis  loMglaâlrei  dans  ranilrie  indétêmiiiée. 

!I89.  On  Dut  ^ndqnefois  usage  des  expressions  imaginaires 
dans  Tanalyse  indétenmnée  des  degrés  snpériears.  On  «rrito  . 
ainsi  à  des  résultats  qu'il  seraii  soqysbI  difficile  d'sMiBjr 

par  un  procédé  plus  direct.  Nous  allons  m  donner  quelques 
exemples. 

PiovLiMB  I.  Résoudre  en  nombres  eoamemuraUes  téquaHem 

Cette  équation  peut  s'écrire 

HouB  pouyons  poser 

.  ilsuffit,  pour  cela,  de  prendre 

quelles  que  soient  d'ailleurs  tes  indéterminées  «  et  p. 

Si  maintenant  on  muUiplie  entre  elles  les  équations  [3j  et  £4], 
on  aui  a,  en  ayant  égaid  à  l'équation  [J], 

ce  qa\  montré  que  la  Tdeur  cmtéspdndante  de  s  ett*  «H^y «  ^ 

problème  sera  donc  résolu  par  IcsfbrtnideS 

en  donnaiità  «  età  pdesTaleur&commensnrables. 
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Remarque.  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  conduit 
aux  solutions  déjà  trouvées  (HSS);  mms  il  ae  iût  fiat  Toir  si 
elles  sofit  k$  seules  possibles. 

Problème  II.  Résoudre  en  nombres  eommensurabUs  l'équation 
[11  os'-fdy'sBS*. 
Cette  équatiou  peut  s'écrire 

n  est  permis  de  poser 

[3]  aVS+;yv^v^=(«v^+P\/V^r, 

eartlnifflt,  pour  cela,  de  prendre 

[5] .  Ixy/i = . -  ^^^Y^'  .-  VS=^^  + ...         ■  • 

quellesquejsoienllldailleurs  les  indéterminées  a  et  p.  Seule- 
inentsi  «  et  sont  commensurables,  x  et  y  le  seront  dans  le 
cas  de  m  impair,  mais  ne  le  seront,  danstlecas  de  fli  pair,  que 
si  a  est  un  carré  parlait. 

Si  maintenant  on  multiplie  les  équations  [3]  et  [4],  dnaura 
eu  ayant  égard|àréqualion[l],  * 

ce  qui  donne 

Le  problème  sera  donc  résolu,  dans  le  cas  de  m  impair, -par 
les  valeurs  de  x,  y  ci  z  tirées  des  équations  [6],  [6]  et  en 
ne  donnant  ]  à]  «  et  p  que  des  valeurs  commensuraUes.  Les 
mêmes  formules  ne  résoudront  le  problème,  dans  le  cas  de 
M  pair,  que  si  a  est  un  can^.  • 
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203.  But  de  l'analyse  indéterminée. — 204.  Dans  l'équation  ax-\-by=zK 
on  peut  supposer  les  coefiQcients  premiers  entre  eux.  —  20K.  Si  a  ei  b 
ont  un  diviseur  commun  ,  l'équation  est  impossible.  —  206.  Si  o  ei  6 
sont  premiers  entre  eux  ,  l'équation  admet  une  solution.  —  207.  Lors- 
qu'une équation  admet  une  solution,  elle  en  admet  un  nombre  infini. 

—  208.  Les  diverses  valeurs  d'une  même  inconnue  qui  satisfont  à 
Téqualion  ax-\~by=:k,  forment  une  progression  arithmétique.  — 
200.  On  peut,  par  des  essais  successifs,  trouver  une  première  solution. 

—  210.  On  peut  aussi  trouver  une  solution  en  ramenant  l'équation  pro- 
posée à  une  autre  dont  les  coefTicients  sont  moindres,  celle-ci  à  une 
troisième,  et  ainsi  de  suite.  —  211.  Méthode  de  résolution  fondée  sur  la 
théorie  des  fractions  continues.  —  212.  Moyen  d'obtenir  la  solution 
minima.  —213.  Recherche  des  solutions  entières  et  positives,  nombre 
de  ces  solutions.  —  214.  Recherche  des  valeurs  de  x  propres  à  rendre 

occ  \  '  b 

entières  des  fractions  de  la  forme  — —  21i>.  RésoEtitien  d'une 

c 

équation  à  trois  inconnues;  conditions  de  possibilité.  —  210.  Formule 
qui  donne  toutes  les  solutions.  —  217.  Moyen  de  trouver  une  solution 
d'une  équation  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  —  218.  Résolu- 
lion  de  deux  équations  à  trois  inconnues.  —  219.  Cas  où  l'on  n'admet 
que  des  solutions  positives.  —  220.  Application  à  un  problème.  — 
221.  Résolution  de  m  —  4  équations  entre  m  inconnues.  —  222.  Ré- 
solution en  nombres  entiers  de  l'équation  du  second  degré  à  deux  in- 
connues lorsque  l'un  des  carrés  manque.  —  223.  Examen  des  cas 
particuliers  où  le  produit  des  deux  inconnues  manque  aussi.  — 
224.  Triangle  rectangle  dont  le  périmètre  égale  la  surface.  —  228.  Ré- 
solution de  l'équation  jc«-|-y«=zV  —  220.  Résolulio'n  de  l'équation 
a^  —  xy-{-y*  =  z*.  —  227.  Résolution  de  l'équation  x*-\-y*=z*.  — 

228.  L'équation  x*-{-y*=zz*   n'a  pas  de  solutions  entières.  — 

229.  Emploi  des  expressions  imaginaires  dans  l'analyse  indéterminée. 


EXERCICES. 

I.  Si  a,  by  c,,..l  sont  des  nombres  premiers  entre  eux  deux 
à  deux  ;  a  un  nombre  inférieur  et  premier  à  a  ;  p  un  nombre 
inférieur  et  premier  à  6,  etc.  ;  >  un  nombre  pî*emier  et  infé- 
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rieur  à  /  :  il  n'existe  qu  un  seul  nombre  s<C,abc,.J  qui  soit  eu 
même  temps 

uil  multiple  de  a+u^ 
un  multiple  de  b+p, 

unmuiiipk  de  i-fà. 

IL  Démontrer,  en  s'appuyant  sur  le  Uicorème  précédent, 
que  d'on  désigne  par  E,  le  nombre  des  entiers  in  Prieurs  et 
premiers  à     on>ura,  si  a^b^c^^J  soatpcemien»  entre  eux, 

Kisto  •  •  •  I    E!JI^£«  •  •  •  1^. 

V.  Mnontner  que  si 
a»      ...I  éfaiit  des  nombres  premiers  drfférênfs/en.aura 

.  IV.  Eéaeudre  en^uombres  entiers  l'équation  : 

V.  Translonner,  par  un  changement  de  vaiirtics, 

en  une  expression  rationnelle'  par  rapport  à  la  nouTéOe  va- 
liaèle. 

VI.  Trouver,  dans  un  cercle  de  rayon  donné,  nne  corde 
eommensurable  avec  te  rayon  et  dont  la  distance  au  céntire  soit 
aussi  eommensurable, 

Vn.  Le  problème  précédent  étant  résolu,  trouver  des  poly- 
gones inscripfil)Ics  dont  tous  les  côtés,  les  diagonales  et  la  sur- 
iace  soient  commensurabks  avec  le4r«yon. 
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CHAPITRE  XX. 


DES  ÉQUATIONS  EXPONENTIELLES 
ET  DES  LOGARITHMES. 


250.  Une  équation  est  dite  exponenlielle  lorsque  Tinconnue 
y  figure  comme  exposant.  La  plus  simple  de  toutes»  la  seule 
dont  nous  nous  occuperons  est  l'équation 

a'  =  ô, 

dans  laquelle  x  désigne  l'inconnue,  et  a  et  6  des  nombres  don- 
nés. 

■ 

Mais,  avant  tout,  il  est  essentiel  de  revenir  sur  la  définition 
de  l'expresion  a*  et  d'y  ajouter  quelques  développements.  Si  x 
est  conunensurahie ,  feipression  a'  a  été  définie  (55)  et  ne 

présente  aucune  obscurité.  En  supposant  x  =  — ,  m  et  n  étant 
entiers ,  on  a 

■   

a*  =  a'*=  y'o"*. 

Nous  supposerons  toujours,  dans  ce  chapitre,  que  a  soit  po- 
sitif, et  nous  ne  considérerons  que  1rs  valeurs  réelles  et  positi- 
ves du  radical  ;  il  n'j  a  donc  là  ni  difticullé,  ni  ambiguïté. 

Si  ara  une  valeur  commensurable  négative  —  m,  a*  est  dé- 
fini (57)  par  l'équation 

a-  =  JL. 

or 

Il  reste  donc  à  définir  o'  pour  les  valeurs  incdnmensiu'ables 
potdtivesou  négatives  de  x\  mais  pour  cela,  nous  avons  be- 
soin de  faille  quelques  remarques. 

251.  Kemarodb  I.  Toutes  les  puissances,  positives  ou  néga- 
tives, d'un  nombre  positif  sont  positives.  Cela  résulte  de  ce 
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que,  comme  nous  lavons  dit,  nous  ne  considérons  que  les 
valeurs  positives  des  radicaux. 

11511.  RsvARQiTB  n.  Toutes  les  puissances  positives  d'un 

nombre  plus  grand  que  l'unilé  sont  elles-mêmes  plus  grandes 
que  l  unité,  et  toutes  les  puissances  négatives  sont  moindres 
que  l'unité. 

Le  contraire  a  lieu  pour  les  puissances  d'un  nombre  moindre 
que  l'unité. 

Soient,  en  effet,  a  un  nombre  plus  grand  que  1  unité,  ela"  une 
puissance  positive  de  a ,  on  a ,  par  définition , 

,  m   

•  * 

or,  a  étant  plus  grand  que  Tunité,  il  en  est  éTidemment  de 

môme  de  sa  puissance  entière  a*^,  et,  par  suite,  de  y^o"*. 

Les  puissauçes  positives  de  a  étant  plus  grandes  que  Tunité, 
légalité 


ni  >nlrc  que  les  puissances  négatives,  qui  sont  leurs  inverses, 
sont  moindres  que  l'unité. 
Knlio ,  si  l'on  suppose  à  a  une  valeur  moindre  que  runîté»on 

peut  le  représenter  par  a'  étant  plus  grand  que  Tunité;  on 
aura  alors 

• 

et  il  est  évident  que  les  valeurs  de  œ,  qui  rendent  of'  plus  grand 

que  Tunité,  rendent  a*  plus  petit,  et  réciproquement. 

S3S,  RfiiiiBOiii  m.  Si  «  reçoit  des  valeurs  commensurables 
croissantes ,  Texpression  varie  toujours -dans  le  même  sens, 
elle  augmente  si  a  est  pl^s  grand  que  Tunilé,  et  diminue  dans 
le  cas  contraire. 

Soient,  en  effet,  p  el  q  deux  valeurs  commensurables ,  posi- 
tives ou  négatives ,  attribuées  successivement  à  ar,  on  a  (59) 
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or  q-^p  est  postUf,  puisque,  par  hypothèse,  ^  «i  plus girand 
quep.iidoiie«e8iplu8giwdqiieluiiité,UeD  8m  demème 
(SSfi)  de  e^,  et,  par  suite,  on  aura  a^>«f.  Si,  au  con- 
traire, a  est  moindre  que  l'unité,  il  en  sera  de  même  de 
et  Ton  aura  a*<  a'  ;  dans  le  premier  cas,  a*  augmente  par  con- 
séquent quand  x  passe  de  laraleur  ji  &  la  valeur  g,  et  il  dimi- 
nue dans  le  second. 

.  934.  RjuiAiouB  IV.  On  peut  attribuer  à  «  des  valeurs  eom- 
mensorables  asses  rapproichées  pour  qpie  varie  mué  pea. 
qu*on  le  voudra. 

Soit  m  une  valeur  eommensufable  quelconque  de  le  dis 
que  l'on  peut  augmenter  m  d'^ine  quantité  «  assez  petite  pour 
qiie  la  différcDce 

Soil  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

et  par  suite  aP^— a"  =  flr(a" — l). 

a^  est  un  nombre  donné  indépendant  de  «.  U  suffit  donc 
de  prouver  que  o^— 1  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on' 
^  le  voudra,  par  des  valeurs  suffisamment  petites  de  «.  Sup- 
posons d'abord  a  plus  grand  que  l'unité.  Quelle  que  soit  la 
valeur  positive  de  »,  a*  sera  toujours  (232)  plus  grand  que 
l'unité.  Pour  montrer  qu'il  en  approche  indéfiniinenl,  il  suffit 
de  faire  voir  qu'il  peut  devenir  plus  petit  qu'un  nombre  quel- 
conque 1  -f  e  supérieur  à  l'unité,  et  que  l'on  peut  choisir  a  de 
manière  que 

Posons,  en  eOei^  «        l'inégalité  précédente  devient 
OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(i  +  «/>a.  . 

Or,  un  nombre  1  -f- 1,  plus  grand  que  rmiHé,  peAt  être  élevé* 
à  une  pirissance  asseï  élevée  pour  que  le  résultat  surpasse  un 
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nombre  donné  a;  car  si  l'on  conâdère  les  puissance» «ÉlîirQi 
de  (l4-«)MiaéviâeoiBMiit;6BpoMil  l^«394»/  - 

i^— \=di^  >£, 

«I ,  par  saiter  €B  i|<miHNl  kt  îoégaKtéÉ  et^ssppi^^ 
qui  se  détniiseiit, 

peut  donc  surpasser  toute  limite,  car  kz  peut,  évidemment, 
devenir  aussi  grand  qu'on  le  voudra.  La  proposition  est  donc 

démontrée.  Si  a  est  moindre  que  1,  on  le  représentera  par 

1  ♦  1 

^,     étant  plus  grand  que  l'unité.     sen  alors  égal  à  -7^. 

Or  a'*  difTérant,  d'après  ce  qui  précède,  aussi  peu  que  Fen 
voudra  de  l'unité ,  il  en  iBera.évidemmen^  de  miiéme  de  or. 

Les  remarques  qui  précèdent  nous  permettent  de  défi- 
nir a'  lorsque  x  est  incommensurable.  Nous  dirons  :  a*  re- 
présente, pour  une  valeur  incommensurable  A,  attribuée  à  ar, 
un  nombre  compris  entre  les  valeurs  de  a%  qui  correspondent 
à  des  valeurs  comniensurables  de  a;  moindres  que  A,  et  celles 
qfà  correspondent  à  des  valeurs  plus  grandes  ^e  h.  Cette  défi- 
nition,  analof^e  à  ceQe.que  nous' donnons  en  arithmétique» 
pour  les  racines  carrées  et  cubiques,  assigne  à  une  vateur 
Unique  et  déterminée.  Si  l!on  suppose ,  en  effet ,  pour  fixer  les . 
idées,  que  les  valeurs  de  a*  représentent  des  longueurs  portées 
sur  une  ligne  droite  à  partir  d'une  certaine  origine,  l'extré- 
mité de  celles  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  x  moin- 
dres (|ue  // ,  occuperont  une  eerlaine  région  de  la  droite; 
celles  qui  correspondent  aux  valeurs  de  x  plus  grandes  que  h 
en  occuperont  une  autre,  et  il  résuite  des  remarques  précéden- 
tes que  CCS  régions  seront  entièrement  séparées,  et  qu'il  ne 
pomTa  exister  entre  elles  aucun  intervalle  d'étendue  finie,  mais 
seolement  un  point  de  démarcation.  La  dislance  à  laquelle  se 
t»o«ie  c0  peint  nmm  a^. 
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Résolution  de  l'équation  a'  =  b. 


256.  En  supposant,  comme  nous  l'avons  dit,  que  a  et  b 
soient  des  nombres  positifs  donnés,  l'équation  o'  =  6  admet 
toujours  une  solution,  et  n'en  admet  qu'une  seule.  Pour  le 
démontrer,  supposons  que  x  varie,  en  augmentant,  depuis  une 
valeur  négative  très-grande  —  N  jusqu  à  une  valeur  positive 
très-grande  -f-  N*,  o'  (233)  variera  toujours  dans  le  môme 
sens,  en  augnientant  si  a  est  plus  grand  que  l'unité,  et  dimi> 
nuanl  dans  le  eus  contraire,  depuis  jusqu'à  a";  or  ar*  et  a* 
désignent  deux  nombres,  l'un  aussi  petit ,  l'autre  aussi  grand 
(fue  l'on  veut,  ci  qui  pourront  toujours  comprendre  entre  eux 
le  nombre  donné  6,  quelque  grand  ou  cpiehjuc  petit  qu'il  soit. 
Et  comme  o'  (234)  ne  peut  pas  passer  brusquement  d'une  fa- 
îeiir  à  une  autre  sans  prendre  les  valeurs  intermédiaires,  il 
faudra  que,  dans  cet  intervalle,  il  prenne  une  fois  la  valeur  b. 

237.  Étant  assiué  que  l'équation 


a  une  solution  et  n'en  a  qu'une  seule,  nous  allons  chercher  à  dé- 
terminer les  fractions  intégrantes  successives  de  la  fraction  con- 
tinue qui  représente  celte  solution.  Nous  obtiendrons  ainsi  (200) 
des  valeurs  approchées  de  Xy  aussi  simples  que  possible,  eu 
égard  au  degré  d'approximation. 

Supposons  d'a])ord  a  e\  b  pins  grands  que  l'unité.  Si  nous 
donnons  à  x  les  valeurs  successives  0,  1,  2,  3,  4,  etc.,  jus- 
qu'à ce  qu'on  trouve  deux  puissances  consécutives  de  a,  «"  et 
aV-^ ,  qui  comprennent  b  de  telle  sorte  que 


x^  sera  évidemment  compris  entre  «et  n  -f  1 ,  et  l'on  pourra 
poser 


[1] 


[2] 
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y  devant  être  déterminé  par  la  condition 


im4 


on        -  «•.a*=ô; 

■  • 

d'où  Ton  dédtdt  «'*==|ï> 

et,  par  censéquenty  l'équation  qui  doit  déterminer  y  esl 
de  même  fbrme  qœ  la  prappaée^  les  mminres  doÉnés  a 
et  b  sont  seulement  ctempliicée  pur  d'antres  nondires' donnés 

et  a,  qui,  comme  eux,  sont  plus  grands  que  l'unité. 

Donnons  à  y  les  valeurs  successives  1,  2,  3,  jusqu'à 

ce  qu'on  trouve  dein  puissances  consécutives  de        (  ^  )  > 

-  j    »  qui  comprennent  à  dis  tdie  sorte  ipie 

.•  ■  CT>-  ■  ■  ■  ■ 

y  sera  évidemment  compris  entre  m  et  M+ 1  >  et  l'on  pourra 
poser 

s  devant  être  déterminé  par  la  condition 


que  i  on  mettra  aisément  sous  ia  forme 

[6]  17^1 


a") 

Nous  avons  donc,  pçur  déterminer  s,  une  nonveUe  équation 
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«IposenUelle.  Slovs  ftotorroiis,  par  te  siiMitiitioiis  floceessl» 
ves,  trouver  la  ÎMirlIa  «ntièK  p  de  s,  «t  en  posant 

[6]       ,  + 

lormer  une  nouvelle  équation  exponentielle  à  laquelle  satisfera 
u.  Les  équations  [2],  [4],  [6]  donneront  évidemment 

•»+- 


et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  obtiendra  autant  de 
quotients  incomplets  que  l'oa,  voudra  de  la  fractkm  oontinuft 
qui  représente  m.  •  ' 

EiEMnjL  Soit  à  résoudre  l'équation 

7  étant  compris  enti  e  2*  ou  4  et  2'  ou  8,  on  posera 

a?=s2  +  i; 

/y 

d'oA  roft  eondnt  ^'  =  2. 

7      /7\i  4& 
S  étant  compris  entre  ^  et  M  ou  jg,  on  posera 

» 

d'où  Von  conclut  = 


^,  étant  compris  entre  g)*  ou  ^  et  ou 


32608 

onpoeera 

d'où  Ton  conclut 

/16807\''_8 
\1630V 
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«tl'4Hi  pourra,  par  des  subslituUops^ii^Hmr  ia  partie  rwtiiii 
de  II.  En  arpteoi  ià  Topéiatioii, 

t+i 


14 

Les  premières  réduites  sont  2,  3,  y  >  on  peut  donc  pren- 

14        •  * 

dre     pour  valeur  approchée  de  x. 


Lois<{ue  a  ci  6  ne  sont  pas  plusgnmd&qiie  i'imilé,  il 
est  tf ès*4aciie  de  transformeir  i'ff|uatiOTi  • 

[1]  «•=*, 

en  une  aulre  qui  remplisse  cette  condition. 
Soient,  en  effet,  a>  1 ,  6  <  i,  on  résoudra  l'égoatiOB 

*  m  « 

et  il  sutïira  évidemment,  pour  satisfaire  à  [1],  de  prendre,  avec 
le  si{jne  — ,  la  valeur  positive  trouvée  par 

Soient  a<l,  6>1,  onxésoudfa 


et  la  valeur  de  prise  avec  le  signe  —,  satisfera  à  l'équa- 
tion [1]. 

Soient  enfin  a<i,  6<1,  on  résoudra  l'équation 
qui  équivaut  évidemment  à  1  équation  [1]. 
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Définition  des  logarillimes. 

839.  Lorsque  l'on  a  la  relation 

a'  =  6, 

on  dit  que  x  est  le  logarithine  du  nombre  b  dans  la  base  a , 
et  on  récrit  ainsi  : 

a:  =  log6. 

L'ensemble  des  logarithmes  des  dilï'éients  nombres  corres- 
pondants à  une  môme  base  a,  forme  ce  que  Ton  nomme  un 
système  de  logarithmes.  Les  logarithmes  d'un  même  système 
jouissent  de  propriétés  fort  importantes  que  nous  allons  d'abord 
démontrer.  Nous  supposons  toujours  la  base  positive. 

Propriétés  des  logarithmes. 

5140.  Le  logarithme  du  produit  de  deux  nombres  est  égal  à  la 
somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  x  dl  y  les  logarithmes  des  nombres  h  et 
t\  on  a  (257) 

<^  =  b, 

a^  =  c; 

et,  en  multiphant  ces  deux  équations  membre  à  membre, 

a'^  =  bcy 

par  suite  x-\-y  est  le  logai  ithmc  de  bc,  et  Ton  a 

log  bc  =  log  ^>  +  log  c. 

2 Ai.  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres  est  égal  à  la 
différence  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  x  cl  y  les  logarithmes  de  deux  nombres 
b  et  c,  on  a  (237) 

«-  =  6, 
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et,  en  divisanl  ces  deux  tuiuatioas  membre  à  membre, 

•  par  suite  x^f  est  le  logarithme  de  ^,  et  l'oii  a 

iog-  =  log*— logjp.  . 
c 

242.  Le  logarithme  de  la  puissance  n""  d'un  nombre  est  égal, 
quel  que  soit  n  {entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif) ^  au 
produit  de  n  par  le  logarithme  de  ce  nombre,        "      "'"  ^ 

Soit  X  lelogarittunede  6,  on  a  ^  ^^^^ 

d'oà ,  en  élevant  lesdeux  membres  à  la  pnimnce  n\  ' 

par  suite  nx  est  le  logaiitlmie  de  6",  et  l'on  a 

.       iogd^=iilog  b. 

M5.  Ikm  «•  êpêièmê  queUanque  de  ^iogwUkmes,  rmtiié  a 

pour  logarithme  zéro,  et,  la  ba^e  du  eyetèm  a  pour  logaHikm 
l'unité. 

On  a,  en  effet,  quelque  soit  a, 

0^=1, 

o*  =  a, 

•  1M4.  idHreque  la  teie  d'«ft  eifêième  eet  plue  grande  que  Vunité, 

les  nombres  plus  grands  que  l'unité  ont  des  logarithmes  positifs, 
et  les  nombres  moindres  que  l'unité  ont  des  logarithmes  négatifs. 
Le  contraire  a  lieu  lorsque  la  base  est  moindre  que  Vunité, 

On  a  vu,  en  effet  (259),  que  les  puissances  positives  d  un 
nombre  plus  grand  que  Tunité  sont  plus  grandes  que  l'unité ,  et 
ses  pnissanees  négatives  sont  nroindres  que  limité.  Le  eontraire 
a  lieu  poor  les  puissances  des  nombres  moindres  que  ïisaM, 
Si  donc  a  est  plus  grand  que  l'unité,  Téquatiea 
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(^ige  qnc  x,  cest-à-dirc  log  6»  soit  positif  ou  négalif,  sui- 
vant que  à  est  plus  grand  ou  plus  polit  que  l'unité. 
Si,  au  contraire,  a  est  inoindre  que  l'unité,  l'équation 

a'  =  b 

exige  que  x  on  log  b  soit  négatif  si  b  est  plus  grand  que  1  u- 
nité ,  et  positif  dans  le  cas  contraire. 

Kemaroi'e.  Les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logaritlmies  : 
caries  puissances,  positives  ou  négatives,  d'une  base  positive 
sont  toutes  positives. 

*2^'<S.  Les  logarithmes  de  diffcrcnls  nombres  étant  donnes  dans 
un  certain  système,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  mêmes  nom- 
hrcs  dans  un  autre  système^  il  faudra  les  multiplier  tous  par  un 
même  facteur. 

Soient  a  et  a'  les  bases  de  deux  systèmes,  x  et  x'  les 
logarithmes  d'un  même  nombre  b,  on  a 

[1]  a' =  6,  a'"  =  b. 

Nommons  M  le  logarithme  de  a'  dans  la  base  a,  de  telle 
sorte  que 

la  seconde  des  équations  [1]  pourra  s'écrire 
cl  pai'  suite  on  doit  avoir 

}\x'  =  x. 

jc  peut  donc  s'obtenir  en  mullipliant  x'  par  le  facteur  M , 
qui  est  évidemment  indépendant  de  b.  Ce  facteur  M  se  nomme 
le  module  du  système  dont  la  base  est  a. 

Idcnlilé  des  logarilhmes  algébriques  et  arilhmctiques. 

246.  Il  est  essenliel  de  démontrer  que  les  logarithmes ,  tels 
cjne  nous  les  avons  définis,  ne  diffèrent  pas  de  ceux  que  l'on 
considère  en  arithmétique,  et  qui  naissent  de  la  considération 
de  deux  progressions. 

16 
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Si  Toti  coDBiâèM,  êfifei,  des  nombre  en  progresiiaii  fur 
quotient  commençant  par  Faiiifé  :  *  . 

et  que  l'on  nomme  x  le  logarithme  de  ^,  les  logaritlunes  des 
différents  termes  de  cette  progressioa  feront  (240) 

et  formeront ,  par  coiiBéqiieiit*.  uoe  progrcmaiott  aâthipMique* 
oommençant  par  0.  ' 

^ .  Si  maintenant  on  insère  ml  nombre  k  de  moyens  entre  les 
termes  consécutifs  des  deux  progressions  «  oii  dit,  en.ariUuné- 
fiqnCf  que  les  termes  introduits  par  là  dans  la  progreaiioii  par 
dSTérence,  sont  les  logariliunès  des  term^  correspondants  dans 
la  progression  par  quotient.  Or  nous  Idbiâ  y<ÀT  que  les  oonsé- 
quences  de  ceitte  définition  sont  d*accord  avec  celle  que  nom 
avons  donnée  en  algèbre.  *  - 

Si,  en  eflel,  nous  insérons  k  moyens  entre  les  termes  ç*,  q*** 
de  la  progression  pai-  quotient  et  les  termes  nx^  (n-}-l)x  de  la 
progressiou  \m'  différence,  les  raisons  des  progressions  foonées 
par  ces  moyens  seront  (voy,  ÏArithméUquê), 

elle  |r«  moyen ser&, dans!» progre^on.par quotient, 
et  dans  la  progiressioa  par  difiérence 

mais  on  a  q*y.C  yJqf=^g^^^^ 

'^+f(iF|â)=K"  +  *+ï)' 

et,  puisque  x  est,  par  hypolliosc,  le  logarithme  de  g,  le  '^se- 
cond de  ces  nombres  est  bien  (â40j  le  logarittmie  du  premier. 

M7.  Nous  Tenons  de  Toir  qu*mi  système  de  logarithmes,  tel 
que  nous  Tavolks  ddûni ,  peut  toujours  résulter,  de  ia  considéra* 
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tkai  «le  .dm  progrêasUms.  oOTTenablement  dioi^ieg,  et  ^mitrt 
dans  les  ^tèmét.  oonsidéEés  m  4irittuiiéti<|ae..0in  peut  Arire 
iroir  aussi  que  te  système  de  logarltlimes  défini  par  deux  pro* 
gressions  qudMnques  »  salîifiill  'loiQOurs  à  la  défintiion  don- 
née (259).  • 

Soit ,  en  effet  ^  le  système  défini  par  toi  deux  progressions 

î*   -  .  *  *  •  .•  •  • 

0  a  2o  ...  nS,  '       .  . 

Posons  Ç*=P>  i»J^Yr         *  ' 

Y  étant,  évidegiment ,  le  logarithme  de  oa  tire  de  la  se* 
conde  de  ces  éqiiatii;»» 

et,  m  remettant  cette  ifideordaQsia^fmi^  *  • 

"     ■         î  •       '  •  •  ' 

ou-  '   *.  -  = 

T  est  donebpoissanoe  à  laquelle  il  finit  élete^^  ^ 
gonrreprodniieleneinbrê  p. 

Tables  de.logwiUuae». 

5I4A.  D'après  ce  qui  a  été  dit  (837),  w  peut  trouT.er  i^iproxi- 
matiTement  le  logarithme  d'un  nomlnre.  b  dans  une  base  don- 
née *a,  enrédmsoiitenficBetioncoiiUnuelasoln^ 
tion  .  -  . 

Mais  ce  procédé  entraînerait  des  calculs  fort  pénibles.  Il  en 
existe  de  beaneoup-plos  simples  que  nous  ne  powrons  indiquer 
iel. 

Les  logarithmes  dont  on  IrH  haUt^dlem^it  usage  aonteak* 
cnlés  dans  le  système  dont  la  base  est  10. 

Les  tables  de  CaHet  iM  eonnaHtie»  9Pr»  sept  décimales 
exactes ,  les  logaiithmes  de  tous  lé*  nombres  eafien  9WiindBes 
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que  108000,  il  est  important  do  se  familiariser  avec  tes  tables 

dont  nottB  oUods  indiquer  les  dispositicms  et  l'usage, 

.  .     •  ••  •  • 

«  • 

BtoposUloai  des  lablei  de  logvittuBfls  de  GaHet. 

'  5149.  Ia  seule  iasfiedl^a  d'un  nombre  foUcoiunilre^]^ 
entière  de  son  lofarilbme.  Ainsi  les  nombres  de  deux  ^ààt^ 
compris  entre  10  et  100  oiA  des  logarithmes  compris  entre  l  et  S, 
dont  la  partie  entière  est  1.  Les  nombres  de  trois  chtfiûres  com- 
pris entre  100  et  1000  ont  des  logarithmes  compris  entre  3  et  3» 
dont  la  partie  entière  est  2;  et,  en  gc^néral,  un  nombre  de  n 
chiffres  étant  compris  entre  10*~*  et  10",  son  Ipgarilhme  est 
compris  entre  ;t  — i  cl  et  sa  partie  entière  est  par  consé- 
quent n  —  1 . 

On  a  profité  de  cette  remarque  pour  se  dispenser  d'inscrire 
dans  les  tables  la  partie  entière,  ou,  comme  on  TappeUe  sou- 
vent^ la  caractéristigm  des  logarithmes., 

2i>0.  La  première  table  est  toute  simple;  elle  contient  les 
nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  1200,  disposés  suivant  leur 
ordre  en  plusieurs  colonnes,  au  haut  desquelles  on  voit  la 
lettre  N,  initiale  du  mot  nombre;  à  côté  et  à  droite  de  ces  co- 
lonnes, on  en  remarque  d'autres,  au  haut  desquelles  est  écrit 
Log.,  initiales  du  mot  logarithmei;  de  manièihe  que  chaque  co-  . 
lonne  de  nombres  est*  imrnédiatemént  suivie  d'une  colonne  de 
logaritlwies,  et  que  chaque  logarithme  est  placé  à  droite  etdans 
Talignement  du -nombre  auqud  il  appartient.  On  n*a  pas  mis 
de  caractéristique  aux  logarithmes,  parce  qu'on  la  connaît  aisé- 
ment à  la  seulè  inspection  du  nombise. 

Cette  table  est  nommée  Chiliade  I,  parce  qu'en  effet  elle  con- 
tient les  logarithmes  du  premier  mille.  {Chiliade  est  un  mot 
^cc  francisé,  qui  signifie  assemblage  de  mille  unités.) 

Les  tables  suivantes  sont  un  peu  phis  composées;  elles  s'éten- 
dent depuis  1020  jusqu'à  I080C0.  La  première  colonne,  qu'on 
y  remarque  vers  la  gauche,  est  intitulée  N,  et  contient  les  nom- 
bres naturels  depuis  1020  jusqu'à  10800.  La  colonne  suivante, 
marquée  0,  offlre  les  logariOimes  qui  appartiennent  à  ces  nom- 
Ares;  en  sorte  que  Fassemblage  de  ces. deux  colonnes  forme 
la  suite  de  la  table  première.,  et  donne  sur^e-champ  les  loga- 
rttbmcs  des  iioinbm  depuis  1090  Jusqu*à  10800. 
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si  l'on  otnerfè  k  coloiitie  nmrq^ 
&B  cette  colonoe  certains  nombres  isolés  de  trois  ehifires  cbaoun»  ^ 
qiii  vont  toujours  en  augmentant  d'une  unité,  et  fui  ne  sont  pa^ 
à  des  distances  tout  à  fiiit  égales  les  uns  des  autres.  Vers  la 
droite  de  la  même  colonne,  sont  des  nombres  de  quatre  cliififres 
chacun,  qui  ne  laissent  point  d'iiiltixalle  entre  eux;  en  sorte 
qu'on  pourrait  croire  que  certains  logarithmes  n'ont  ^ue  quatre 
chiflîes,  tandis  que  d'autres  en  ont  sept.  ■ 

Mais  qu'on  ne  s'y  trompe  pas,  chaque  nombre  isolé  est  censé, 
écrit  au-dessous  d^  lui-même,  et  vis-à-vis  cliacuq  des  nombres 
de  quatre  chilTres  qui  sçni^ads  la  même  colonne,  autant  de 
foia  qu'il  est  néccMaire  fKW'^ué  cluM^  ligne  soit  remplie  :  lors  ' 
doiac'qu'on  ne  trotve  .^dMi-lis  iui  cèilain  nombre  que  quatiifc . 
chiffires  dansla  ëolonné  marquée  0,  il  font  écrire  fers  la  gauche 
de  ces  quatre  di^res  le  nombre  isolé  de  trois  chiffres  le  phis 
prochain  en  moimiit.  Attddà  de  iOQOO  lea  nombres  isolés  ont  ' 
quatre  figures.      ^  '  •  *j  • 

Lorsque  deux  nombres  sont  décuples  l'un  de  l'autre,  leui*s  lo- 
garillmies  ont  pour  différence  le  logarithme  de  10  qui  est  1 ,  et 
par  conséquent,  leur  partie  décimale  est  la  môme;  ainsi  l'assem- 
blage des  deux  premières  colonnes  dont  nous  venons  de  parler, 
donne  aussi  de  dix  en  dix  les  logarithmes  des  nombres  oom* 
pris  entre  10200  et  106000.  Pour  trouver  les  logarithmes  des 
nombres  intermédiaires»  U  faut  avonr  recours  aux  cdionaes 
surquées  1,  S,  a,  4,  etc.  Ces  abonnes  çontiennenl  les  qBuAre 
dernières  décimales  des  logarithmea  des  nolid>res  tenaittés  p^ 
les  chiiffires  qui  sont  en  tète  de  ces  colonnes.  Ainsi  la  colontie 
maik]u4è  ¥  contient  les  quatre  dernières  décimales  4es  loga- 
rithnies  des  nombres  compris  entre  10200  et  108000  qui  sont 
terminés  par  un  zéro,  et  en  outre  les  nombres  isolés  dont  nous 
avons  parlé,  et  qui  sont  aussi  censés  placés  à  la  gauche  des 
chiffres  que  contiennent  les  autres  colonnes.  La  colonne  mar- 
quée 1  contient  les  quatre  derniers  chiffres  des  logarithmes  de 
tous  les  nombres  terminés  par  1  ;  la  colonne  inarquée  2,  ceux  de 
tous  les  nombres  terminés  par  2;  la  colonne  marquée  3,  ceux 
de  tous  les  nombres  tenninés  par  3  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
neuf<  0M^f6T  ce  moyen  une  table  à.doubleenhnée,  dansia- 
quell^#^Mtsttlte  d'abiord  la  première  colonne  marquée  N  ;  et 
lorsqu'on  7  àt  trouvé  les  quatre  premières  figures  éu  nondira 
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êtmi  on  Teut  «rcir  1«  logariUime,  on  suit  de  Tceil  la  ligne  sur 
lM|tt^i1s  se  trouvent,  jusqu'à  ce  i)Q*an  edt  anivé  àla  colonne 
au  haut  de  Laquelle  se  trouve  le  dernier  ehiffire  dn  nombre 

donné  ;  alors  on  a  sous  les  yeux  les  quatre  derniers  chiffres  dn 

lo^nrilhme  chcrclié.  Quant  aux  trois  premiers,  ils  sont  exprimés 
par  le  nonil)rc  isolé  qui  se  trouve  dans  la  quatrième  colonne,  le 
plus  prochain  en  montant.  ^ 

■  La  dernière  colonne  contient  les  différences  de  deux  îoga- 
iHtames  consécutifs  et  les  parties  de  ces  diflércnces,  c'cst-à-* 
dire  les  produits  de  ces  mêmes  différences  multipliées  par 
ft*  -hi  etc.,  jusqu'à  ^.  Ces  produits  foiment  autant  de  petites  * 
tables  qu'il  y  a  de  différences.  Chacmie  de  cespetites4ables  se 
trouve  placée  - inmiédiatenient  an-dessous  de  la  àiffM^^^^  éofPà 
elle  indiqae  les  parties.  On  verra  ^os  Iqîn  quel  est  lenr  usagihiB» 

Hais,  coamé  vers  le  comBigiwriiifept  des1l||jy  ces  diff  jnences 
se  trouvent  trop  nombreuses ,  et  par  eenséipient  trop  près  les 
unes  des  autres,  elles  n'auraient  pas  permis,  si  elles  n  eussent 
occupé  qu'une  colonne,  de  placer  les  petites  tables  des  parties 
dans  r intervalle  qui  se  serait  trouvé  entre  elles.  C'est  pourquoi 
on  les  a  disposées  d'abord  sur  deux  colonnes ,  la  première  de 
ces  différences  œcupe  la  première  colonne;  les  deiix  suivantes, 
sons  sortir  de  la  ligne  horizoutalc  où  elles  doivent  être  placées, 
sont  reponasées  à  droite  et  occnpenl  la  seconda  colonne;  tes 
deux  diil6reBces  qot  suivent  se  Iroifvent  sur  k  preinilre  osl^^ 
et-taideuzsiiivattles-sarla  seconde:  ainsi  de  suite.  Haas  les 
qoalieprailièffcs-pagest  on  n!a  placé  l^tabl^  de 
cesdiiéienBesqueideéeiizcndeuxs.v 

Vam  rendre  ces  expHcalions  plus  daîres,  nous  reproduisons 
id  l'une  des  pages  de  la  table  de  Caliet  : 
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N. 

7C80 
81 
82 
83 

S\ 
7G86 
86 
87 
88 
89 

7690 
01 

92 
93 
94 

7G95 
9G 
97 
98 

99 
7700 
01 
02 
03 
04 

7705 

06 
07 
08 
09 

7710 
11 

12 

13 
14 

7715 
16 

17 
18 

19 

7720 

21 
22 
23 

24 

7725 
2G 

27 
26 

29 

N. 


L 


0 


88â.3G12 
4178 
4743 
6308 

587  4 
6439 
7004 
7569 
8134 
8G99 

02C3 
9828 


886. 


887. 


888. 


0393 
0957 
1522 

2086 
2G51 
3215 
8779 

4343 
4y07 
6471 
6035 
0599 
7163 

7726 

8290 
8854 
9417 
9980 

0544 
1107 

1670 

2233 
2796 
3359 
3922 

4485 
6048 
5610 
6173 

C7S8 
7298 
78G0 

8423 
8985 
954*^ 

0109 
067 1 
1233 


0 


:{f,f;9 
42:Ji 
4800 
53G5 

50aO 
6495 
70G0 
7  G  25 
81*.K) 
8755 

9320 
9885 

0449 
1014 
1578 
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0840 
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4851 
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5979 
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.  OnToit  danillaUdile,àgaii€b0dè]acoloBiie  4maiil^ 
'  colonnes,  que  nons  n'avons  pas  reprodhiites  parce  qu'dl^  n'ont 

•  «lUcun  rapport  avec  lia  théorie  des  logarithmes. 

Çttge  dei  laUes  dl«  logarilhoei. 

.  ^  ;  Mi.  PaoBLiMB  1.  Un  nombre  qtièlcm^ue.Hâni  dminé^  irùimir 
logarithme  par  k  moyen  des  tables,    .         ^r'J*»-^  >^ 
Ûaelle  que  soit  la  place  qu'occupe  dains  la  suite  décliR8&  fs 
premier  cl^iifre  significatif  d'un  nombre^  on  le  considérera 

d'abord  comme  s'il  était  entier,  sauf  à  donner  ejisuitc  à  son 
logaritlunc  une  caractéristique  coii\cnablc. 

1"  Cas.  Si  le  nombre  donné  est  moindre  que  1200,  on  le 
Irouvcra  dans  la  première  cbiliade,  parmi  les  nombres  naturels 
.  <iui  sont  dans  quelques-unes  des  colonnes  marquées  N,  Le 
nombre  qu'on  trouvera  à  sii  droite,  sur  la  même  ligne  et  dans 
la  fîQloape  suivante,  intitulée  Log.,  sera  son  logarithme,  après 
'  qu'onyaura  jointlacaractéristique  qui  convient àce  Ipgarithmê^ 
laqueUé  est  toujours  égale  à  1,2,3,  4,  etc.^sekm  yigtoJÉi.i 
mier  chiffire  significatif  du  nombre  exprime  des  ùiUlésftn^S 
des  (Uzaines,  des  centaines  ou  des  mille,  ete. 
1      2*  Cas.  Si  le  nombre  donné  est  compris  entre  iCM  él  loSDO,  cHÊi 
lechérchcra  dans  la  table  qui  vient  après  la  cbiliade  !,  et  l'ayant 

•  trouvé  dans  la  colonne  intitulée  N,  on  consultera  la  colonne 
suivante  marquée  0.  Si  l'on  y  voit  sept  cbifTres  de  front  dans 

\   l  alignemcnt  du  nombre  naturel,  on  aura  tout  d  un  coup  la  pai  - 
tie  décimale  du  logaritbme  cbercbé;  mais  si  l'on  n  y  trouve  que 
•    quali  c^  (Igures,  elles  donneront  les  quatre  derniei*s  cbiffres  de 
la  même  partie  décimale;  ensuite  on  remarquera  qu'il  règne  à 
leur  gauche  une  maiige  ou  espace  blanc  ;  on  suim  cette  marge 
;  en  montant,  et  le  premier  nombre  de  trois  cbiffires  qu'on  y  ren- 
contrera, exprîmcra  les  trois  prémières  figures  de  la  firacUoli 
'   dédmaie  du  logarithme  cfaercbé.  Écrivant  donc  ce  nombre  lecB 
la         des  quatre  chiffres  qu'on  a  déjà  troufés,  on  aura  un 
nûti^i^de  sept  chiffires  comme  ci- dessus  :  enfin  on  y  joindra 
une  caractéristique  convenable.  Par  exemple,  à  côté  de  7680, 
je  trouve  8853612  sur  la  même  ligne  et  dans  la  colonne  inar- 
quée 0;  j'ai  donc  tout  d'un  coup  la  partie  décimale  du  loga- 
qyo  je  cherche;  il  ne  me  reste  phis  qu'à  y  joindre 
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liÉfcctérisliquc  3.  Si  le  nombre  était  7,680,  la  caractéristique 
serait  zéro;  elle  serait  1,  si  le  nombre  était  76,80;  2,  s'il  était 
768,0.  A  coté  de  7695,  dans  la  colonne  marquée  0,  je  ne  trouve 
que  2086;  mais  en  suivant  la  marge,  le  premier  nombre  que  je 
rencontre  en  montant  est  886;  mon  logarithme  est  donc 
3,8862086.  Le  nombre  ayant  cinq  figures,  s'il  était  moindre 
que  10800,  on  trouverait  de  même  son  logarithme. 

3'  C.vs.  Si  le  nombre  est  compris  entre  10200  cl  108000,  c'est- 
à-dire  s'il  a  cinq  chiffres  significatifs,  on  fera  pour  un  instant 
abstraction  du  dernier,  et  l'on  cherchera  comme  ci-dessus  le 
nombre  qu'expriment  les  quatre  premiers.  On  suivra  de  l'œil  la 
ligne  sur  laquelle  on  l'aura  trouvé,  en  la  parcourant  de  gauche  l\ 
droite  jusqu'à  ce  qu'on  soit  dans  la  colonne  en  liant  de  laquelle 
est  écrit  le  cinquième  chiffre  dont  on  a  fait  abstraction.  Les 
quatre  ligures  qui  sont  tout  à  la  fois  dans  l'alignement  des 
quatre  premiers  chiffres  du  nombre  donné,  et  dans  la  colonne 
qui  répond  au  cinquième,  exprimeront  les  quatre  dernières  dé- 
cimales du  logarithme  de  ce  nombre.  Quant  aux  trois  premières, 
on  les  trouvera  comme  ci-dessus  en  remontant  le  long  de  la 
marge  de  la  colonne  intitulée  0.  Soit,  par  exemple,  772,37  dont 
on  veut  le  logarithme,  je  cherche  7723  dans  la  colonne  N,  je  ne 
vois  rien  dans  son  alignement  à  la  marge  de  la  colonne  0;  mais 
un  peu  plus  haut,  je  rencontre  887  dans  cette  marge;  je  par- 
cours la  ligne  du  noml)re  7723,  et  je  m'arrête  à  la  colonne 
marquée  7,  sur  laquelle  et  dans  l  alignement  de  7723,  je  trouve 
8254.  La  partie  décimale  de  mon  logarithme  est  donc  0,8878254 
et^ce  logarithme  est  2,8878254.  Si  le  nombre  était  compris  entre 
102000  et  108000,  on  trouverait  de  même  son  logarithme. 

-  aiSa.  Les  explications  Irès-détaillées  qui  précèdent  donnent 
le][moyen  de  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  entier  moindre 
que  108000  et  celui  d'un  nombre  décimal ,  dont  les  chiffres, 
abstraction  faite  de  la  virgule,  expriment  un  nombre  inférieur 
à  cette  limite.  Pour  trouver  le  logarithme  des  nombres  plus 
grands,  on  remarque  qu'en  les  divisant  par  une  puissance  con- 
venable de  10,  on  pourra  toujours  les  réduire  à  être  compris 
dans  les  limites  de  la  table;  or,  une  pareille  division  diminue 
le  logarithme  d'un  nombre  entier  d  unités,  et  ne  change  pas, 
par  conséquent,  sa  pai'tie  décimale.  Le  problème  se  réduit  donc 
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il  trouver  le  loparilhme  d'un  nombre  qui  n'est  pas  entier,  in- 
férieur à  108000.  Poiu'  cela,  on  admet  que,  dans  des  limite» 
peu  éloignées,  l'accroissement  des  logarithmes  est  proportion-  . 
Bel  à  ttM  des  nombreb/ Soii  donc  un  nombre  76607,763, 
ondirs: 

'  le  bgartttiine  de  76807  est  4,8854008  ; 

celui  de  76808  est  4,8854065; 

>  leur  diiittrence  indiquée  dans  la  table  est  57  (unités  dédmales  du 
septième  ordre)  ;  par  conséquent,  le  nombre  augmentant  d'une 

unité,  son  lo*;aritlmie  augmente  de  57;  s'il  augmente  de  0,753, 
son  logarithme  auguieutera  donc  d  uuc  quaulité  .r,  déterminée 
par  la  proportion 

1  :o»753::57:«; 

d'où  a;  =57X0,753. 

DoDSlamnlt^lilieatimLde  57  par  0,758,  il  ne  faudra  prendre 
que  la  partie  entière  du  produit,  car  la  partie  décimale  eipri« 
mendt  au  plus  des  dilitees  d'unité  du  septième  ordre,  c'est-l^ 
dire  des  unités  du  huitième oidre,  que  Ton  néglige  dans  la  ?ft- 
leur  des  logarithmes. 

Pour  nuilliplicr  57  par  0,753,  on  le  multipliera  successive- 
ment par  7  ,  5  et  3;  ces  produits  se  trouvent  tout  calculés  dans 
le  tableau  placé  au-dessous  de  57,  dernière  colonne  à  droite  de 
la  table.  Ils  sont  réduits  aux  chiffres  ((uc  l'on  doit  conserver,  en 
supposant  que  le  multiplicateur  exprime  des  dixièmes.  Ainsi', 
.TÎs-iMrisde  7,  on  troure  40,  au  lieu  de  39,9,  qui  serait  le  produit 
exact  ;  yis^-yIs  de  5,  S9  an  lieu  de  28,5;  Tts-à-vis  de  3,  17  au 
lieu  de  17,1.  Dans  le  cas  actuel,  5  exprimant  des  centièmes^  le 
pradnitGGmq|NMidaiits«S,1l,  auquel  on  sulMlitneraS;  3  et- 
primant  des  myUèmes,  le  prodniloorrei^oiidaBtdefradbria  dl^ 
Tîsé  parlO0:  il  «aqpriaerfl  alors  0,17,  el  oo  le  né^gerar. 

La  valeur  de  â?,  57x0,753,  sera,  d'après  cela,  43,  etpouravufr 
le  logaritbme  demandé,  il  faut  ajouter  au  logarithme  de  76807, 
43  unités  du  septième  ordre,  ce  qui  fera  4,8854051. 

Si  l'on  voulait  le  logarithme  de  76807753,  il  serait  évidemment 
7,8854051.  En  général,  pourvu  que  l'on  consene  les  mêmes 
chiiires,  à  quelque  place  que  i  on  mette  la  viigule,  la  partie  d6» 
cimaledalogirittHiiereitelamàiiai  ^ 
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S8k.  Problèwk  11.  Un  logarithme  étant  donne,  trouver,  par  le 
moy efi  des  tables,  le  nombre  auquel  il  appartient. 

1*^'Ca8.  Si  le  logarilhine  se  trouve  parmi  quelqu'un  de  ceux 
de  la  première  chiliadc,  on  aura  sur-le-champ  le  nombre  qui 
lui  correspond  :  ce  nombre  sera^dans  la  colonne  nianpiéc  N  qui 
précède  immédiatement  celle  qui  contient  le  logarithme  donné, 
et  dans  l'alignement  de  ce  logarithme. 

2*  Cas.  Si  le  logarithme  ne  se  trouve  pas  dans  la  première 
table,  on  cherchera  les  trois  premières  décimales  de  ce  loga- 
rilhine panni  les  nombres  isolés  que  l'on  voit  dans  la  colonne 
marquée  0  de  la  seconde  table;  et  les  ayant  trouvées,  on  cher- 
chera les  quatre  dernières  figures  du  logarithme  parmi  les  nom- 
bres de  quatre  chiflVes  qui  sont  dans  cette  même  colonne,  en 
descendant.  Si  l'on  y  trouve  ces  quatre  dernières  figures,  on 
verra  le  nombre  cherché  dans  la  colonne  marquée  N  et  sur  leur 
alignement.  *^ 

3'  Cas.  Si  l'on  ne  trouve  pas  dans  la  colonne  marquée  0  les 
quatre  dernières  figures  du  logarithme  donné ,  on  s'arrêtera  à 
celles  qui  en  approchent  le  plus  en  moins;  on  suivra  la  figne  sur- 
laquelle  on  se  sera  arrêté,  en  la  parcourant  de  gauche  à  droite; 
et  si  l'on  troirvedans  cette  ligne  les  quatre  dernières  figures  du 
logarithme  donné,  on  suivra  en  montant  ou  en  descendant  la 
colonne  dans  laquelle  on  les  aura  trouvées;  le  rhilïre  qu'on 
vena  h  la  téte  ou  au  pied  de  celle  colonne,  sera  la  cinquième 
figure  du  nombre  cherché,  dont  les  qualres  premières  se  trou- 
veront, comme  ci-dessus,  dans  la  colonne  marquée  N. 

Veut-on  savoir,  par  exemple,  à  quel  nombre  appartient  le  loga- 
rithme quia  poiu-  partie  décimale  8871276,  je  cherche  887  parmi 
les  nombres  isolés  de  la  colonne  marquée  0;  je  parcours  eu  descen- 
dant b  même  colonne,  et  je  trouve  que  1 107  approche  le  plus  en 
moinsdc  1276;  jesuisla  ligne  qui  commence  par  1 107,  et  je  trouve 
1276  sur  cette  ligne;  je  monte  dans  la  colonne  qui  contient  1276, 
je  trouve  le  chiffre  3  à  la  tête  de  cette  colonne;  je  reviens  à  1276, 
et  je  vois  que  la  ligne  où  il  se  trouve  répond  au  nombre  7711  ; 
j'écris  ce  nombre,  et  i\  sa  droite  le  chiffre  3  que  j'ai  déjà  trouvé  : 
ce  qui  me  donne  77113.  C'est  le  nombre  qu'il  fallait  trouver. 

4*  Cas.  Le  logarithme  donné  ne  se  trouvant  dans  aucun  des 
cas  précédents ,  pour  avoir  le  nombre  auquel  il  appartient ,  on 
cherchera,  comme  ci-dessus,  le  logarithme  qui  en  approche  le 
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plus  en  moins.  On  cherchera  le  nombre  entier  correspondant; 
ce  nosibre  et  le  suiyant  comprendront ie  nombre  cherché,  et  l'on 
cherchera  la  différence  avec  un  de  ces  iioiiibre8  entierSt  à  l'aide 
de  la  proportion  admise  (858). 

Exemple.  Soit  à  chcrclier  le  nombre  dont  le  logarithme  a 
pour  parlie  décimale  8870279.  On  trouvera,  comme  il  a  été  dit, 
que  ce  logarithme  est  compris  entre  8870262  et  8870318  »  qui 
répondent  aux  nombres  77095  et  77096  :  la  différence  de  ces 
deux  logarithmes  est  57  unités  du  dernier  ordre,  elle  logarithme 
donné  surpasse  le  plus  petit  des  deux  de  17  unités  du  même 
ordre;  on  dira  donc  :  à  une  différence  57  entre  les  logarithmes 
correspond  une  différence  1  centre  les  nombres  ;  donc  à  une  dif- 
férence 17  doit  correspondre  entre  les  nombres  une  différence  x 
déterminée  par  la  proportion  ' 

67: 17 

'd'oà  Ton  conclut  x  —  ^,  et,  par  suite,  le  nombre  cherché  est 
77095 -f  ^  ou ,  en  réduisant  eu  décimales,  77095,29. 

RnuiQini  I.  Sl  Ym  retranche  Fun  de  l'antre  les  deux  loga- 
rithmes consécutifs  8870262  et  8870318,  on  trouve  pour  diffé- 
rence 56  et  non  57.  Il  faut  adopter  néanmoins  la  différence  57 
donnée  par  Callel,  qui,  à  cause  des  cliiffres  décimaux  non  écrits 
dans  la  table ,  est  plus  près  de  la  vérilable  que  56. 

9M.  Rkmabqitb  n.  Nous  ne  ponrons  pas  indiquer  id  la  Kmile 

de  Terreur  que  Ton  peut  commettre,  en  supposant  l'accroisse- 
ment des  logarithmes  proportionnel  à  celui  des  nombres.  Nous 
ferons  ol)ser>er  seulement  que  l'inspection  des  tables  montre 
que  cette  proportionnalité  est  à  peu  près  exacte  dans  des  limites 
lassez  écartées.  La  différence  de  deux  logarithmes  consécutifs 
varie,  en  effet,  très-lentement,  et  au  degré  d'approximation  que 
donnent  les  tables,  elle  reste  souTcnt  constante  pendant  plusieurs 
pages  :  il  en  résulte  évidemment  que,  pour  les  nombres  entiers 
compris  dans  ces  pages,  Taccroisselnent  des  logarithmes  est 
inroporfionnel  à  cehd  des  nombres. 
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'  LofiffitluMi  Dégatift. 

Les  logarithmas  des  nombres  plus  petits  que  1  unité 
•ont  négatifs;  pour  les  calculer,  on  se  servira  de  la  formule 

log|  =  loga— logô, 

quelquefois  on  trouve  commode  de  les  mettre  sous  une  forme 
telle  que  leur  caraclt''ristique  seule  soit  nt^galive.  Il  sulil  d'a- 
jouter à  loga  assez  d'unités  pour  que  la  soustraction  puisse  se 
iSûre  et  de  donner  ensuite  au  reste  pour  caractéristique  ce 
nombre  d'unités  pris  négativement. 

3 

Soit,  par  exemple ,  à  calculer  log    ,  on  a 

log^slogS  —  log47 =0»4771S125— l,67Se9786, 

équation  que  Ton  peut  écrire 

log  ^  =  2,477 12125  —  1 ,672Û97a6  —  2  =  0,80502339  —  t, 

résultat  que  Ton  écrit  souvenide  la  manière  suivante  : 

log^  =  M0503339; 

le  signe  —  placé  au-dessus  de  la  caractéristique  2 ,  indiquant 
qu'il  ne  porte  que  sur  eUe  seule. 

AppUeattoDS  des  iogariihiues. 

^56.  Quand  un  nombre  inconnu  résulte  de  multiplications, 
divisions,  extractions  de  racines  ou  d'élévations  aux  puissances", 
pour  déterminer  sa  valeur  on  cherche  celle  de  son  logarithme, 
qui  résulte  d'opérations  beaucoup  plus  simples.  Lé  logarithme 
étant  connu,  le  nombre  se  détermine,  comme  il  a  été  dit,(S5l). 

• 
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ExBMPU.  Faire  le  [Nrodiiit  des  nombres  0,002356,  47,2985, 
0,39986 ,  42,7579 , 0,00004965 ,  on  trouvera 

log  0,002356  =  3,3721753 
log 47,2980  s=  1,6748428  ' 

Partie  proporCionndIe  ponr  le  ehiffire        5  ss  47 

log  0,32986:^  1,51 88207 

log  42,7570  =1,6310072 
Pàrtie  proportionnelle  pour  le  chiffre  9  =  91 

log  0,00004965  =  5,6959193 

et  en  ijoatant,  le  logarithme  cfaerdié 
du  produit  est  log  a;  s:  5,18922881 

la  partie  décimale  de  ce  logarithme  est  comprise  entre  le  loga- 
rithme de  78034  et  celui  .de  78035,  en  appliquant  la  méthode 
indiquée  (8^),  on  yerra  que  logâ?  a  la  même  partie  déd- 
maie  que  78358 1  et,  comme  la  caractéristique  du  logarithme 
est  —6, 

«s?O,O00O780848. 


Emploi  des  compléoMMi 

SUT.  On  nomme  complément  d'un  logarithîne  ce  qaH  font 
ajouter  &  ee  logarithme  pour  làire  10.  Il  est  éfidenl,  d'après 

cotte  définition,  que  lorsqu'on  a  un  logarithme  à  soosfndre,  on 

peut,  au  lieu  di  cela,  ajouter  son  complément  et  retrancher  10 
du  résullal;  eu  op<^Tant  de  cette  manière,  les  soustractions  sont 
remplacées  pui  des  additions. 

Pour  trouver  le  complément  d'un  logarithme,  il  faut  retran- 
cher chaque  chiffre  de  9,  sauf  le  dernier  chilire  à  droite  qui 
doit  être  retranché  de  10. 

ËUMrLB.  Le  complément  de 

3,7821457 

6it  <  6,2178043, 

lorsqu'on  a  l'habitude  du  calcul,  le  corapMnient  d'un  loga- 

riQune  u  est  pas  plus  long  à  écrire  que  le  logarithme  lui- 
même. 
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Application.  Trouver  le  rayon  (ïun^  sphère  ayant  pour  volwne 
On  trouvera,  d'après  lôs  théorèmes  connus  de  géométrie, 

I 

or,  on  a 

log  0,250  =  1,3979400 
log3  =  0,4771212  ' 
conil»!.  log4  =  9,.W0i()0 

et  l'on  trouvera   .  = i(2,77ô85i3)^ 

pour  diviser  ce  résultat  par  3,  on  rendra  la  caractéristique  di- 
visible pai'  3,  en  écrivant 

loga?  =  i(3  +  l,77M51S), 
et,  eu  effectuant       log  x  s=  1,5919504, 
et  l'on  trouvera,  par  la  méthode  indiquée  (fllM), 

â;=0",390796. 

8910.  Geque  l'on  entend  par  équation  eiponentielle  ;  déAnitioD  de  a*  qiiâiid 
X  est  oommensurable.  —  281.  Les  puinanoee  d*aa  nombre  positif  mt 
positives  —  239.  Lee  paiisances  positives  d*an  nombre  plus  grand  que 
Tunité  sont  plus  grandes  que  Tunîté ,  et  ses  poissanèes  négatives  soat 
moindres  que  l'unité  ;  le  contraire  a  lieu  pour  les  nombres  moindres  qoe 
Timité.  —  233.  Si  x  augmanle,  a-  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
en  augmentant  si  a  est  plus  grand  que  l'unité ,  et  dtminnantdanff  le  cas 
contraire.  —  234.  On  peut  attribuer  à  a;  des  valeurs  assez  rapprochées 
pour  que  a*  varie  aussi  peu  qu'on  le  voudra.  —  23^.  Définition  de  V 
quand  x  est  incommensuralile.  —  256.  a*  passe  par  toutes  les  valeure 
positives  quand  x  varie  de  —  oo  à  -{-  —  237.  Résolution  de  l'équa- 
tion a*=6  quand  a  et  6  sont  positif:).  — 2.'^8.  Réduction  des  autres 
cas  au  précédent.  —  230.  Définition  des  logarithmes.  —  240.  Loga- 
rithme d'un  produit.  —  241.  Logarithme  d'un  quotient.  —  242.  Lo- 
garithme d'une  puissance.     243.  Le  iogaritbme  de  l'unité  est  zéro  et 


» 
I 
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celui  de  là  htm  en  ToBili.  ^  SM.  Nombres  dont  les  logarithmes  sont 
négaUfii.  —  Pour  passer  d'iae  base  à  une  autre,  U  faut  multiplier 
*  toas  Ips  togarithmes  par  ua  facteur  constant.  —  Ml.  Identité  des  loga- 
rithmes âlgébfîques  et  arithmétiques.  —  247.  Les  logarithmes  définis 
par  deux  progressions  satisfont  à  la  définition  donnée  dans  oe  chapitre. 
—  248.11  eiiste,  pour  le  calcul  des'tables  de  logarithmes,  des  procédés 
abrégés  que  l'on  ne  peut  indiquer.  — ^  849.  Définttioii  de  la  caracté- 
ilstiqie  ;  elle  ne  se  trouve  pas  dans  les  tables.  —  2110.  Deseriptioil  étk 
tables  de  GaHet.  »  Ua  nombre  étant  donné,  trouver  soflMoga- 
rithme.  —  2tf2.  Cas  où  le  nombre  sort  de  la  limite  des  taUas;  — 
2113.  Un  logarithme  étant  donné,  trouver  le  nombre  correspoodanU  — 
21M.  L'inspection  des  tables  prouve  qœ  la  proportion  admise  s'écarte 
peu.de  la  vérité.  —  21{tt.  Logarithmes  à  caractéristique  négative.  — 
2tf6.  Application  des  logarithmes.  — 287.  Emploi  dés  compléments. 

EXERCICES, 

I.  Résoudre  les  équations 

II.  Résoudre  1  équation 

III.  Résoudre  Téqualiou 

IV.  Résoudre  Téquation 

^  + ô*-*  =  4739. 

V.  Résoudre  Féquation 
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SUR  LES  EXPRESSIONS  QUI  SE  PEESENTEKT  SQUS 
UNE  FORME  IN]>ÉT£RML\L£. 


SIttB.  Loiwfue les  deux  termes  d'une  fraction  s'annulent,  en 
mène  tem(>s»  pour  certaines  valeurs  des  lettres  qu*Us  ren-^ 
ferment,  Topération  Indiquée  n*a  plus  aucun  sens.  On  est 
quelquefois  conduit  à  des  expressioos  de  cette  forme,  en 
cherchant  à  résoudre  un  problème  indéterminé  (66).  Queï- 
quefois  aussi,  la  fraction  ne  prend  cette  forme  indétermi- 
née qu'à  cause  d'un  facteur  commun  égal  à  zéro ,  par  lotjuel  on 
a  multiplié  ses  deux  tonnes,  ou  les  deux  membres  de  l'une  des 
équations  qui  y  ont  conduit.  Nous  en  avons  vu  un  exemple  (01  ). 
Dans  chaque  cas,  il  convient  d'examiner  avec  soin  l'origine  de 
l'expression  proposée,  pour  voir  si  les  raisonnements  qui  y 
conduisent  se  trouvent  en  défaut,  soit  pour  l'une  des  causes  • 
indiquées  plus  tiaut,  soit  à  cause  d'une  circonstance  analogue. 
S'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  que  l'on  ait  prouvé,  en  toute  rigueur, 
que  le  problème  prq^osé  sera  résolu  si  Ton  a  t 

ou  (ce  qui  revient  au  mèu^ ,  à  moinp  que  A  ne  soit  nul) 

# 

il  est  évident  qu'une  hypothèse  qui  annulera  A  et  B,  per- 
mettra de  prendre  x  arbitrairement,  puisque  l'on  a  évidem- 
ment, quel  que  soit  â?, 

SW,  Dans  le  cas  même  où  les  raisonnements  qui  y  ont  con- 
duit se  trouvent  en  défaut,  on  peut  souvent  se  servfr  â*vm 

17  • 


Sd8  'am 

expression  qui  prend  la  forrn»^  J-  i^oiir  trouver  la  véritable  va- 
leur Je  rinconnue  qu'elle  ropioscnle.  Remarquons,  en  effet, 
que  celle  expression  élanl  .q^plicable  lant  qu'elle  n'a  pas  pris 
Ja  forme  g,  lournit  la  solution  du  problème  pour  des  hypo- 
thèses aussi  peu  différentes  qu'on  le  voudra  de  celle  qui  donne 
lieu  à  difficulté.  Si  donc  la  question  est  de  telle  nature  qu'un 
très-petit  ehangement  dans  les  données  èn  docv^  apporlir  m 
tiiès-petit  dai^i  le  réiallat ,  lorsqne  les  dmt^^ 
tendait  vers  zéro ,  leur  rapport  différera  de  moins  en  moins  de 
b  valeur  que  nous  cherdions,  laquelle  sera,  par  conséquent , 
sa  limite.  Cette  limite  se  nomme  souvent  la  vraie  valeur/de  la 
fraction  qui  dcvifinl 

ê 

MD.  ?oar  trouver  la  vraie  valeur  d'une  expression  qui,  pour 
certaine  hypothèse,  se  présente  sous  la  forme  il  faut  la  trans- 
former en  une  autre  qui  lui  soit  égale  et  ne  donne  pas  lieu  à  la 
même  difliculté.  Nous  donnerons  à  ce  sujet  quelques  ro9:les  re- 
latives au  cas  où  l'expression  considérée  devient  g,  par  suite 
d'une  valeur  particulière  attribuée  à  une  seule  des  lettres  qui  y 
entrent. 

'  S6I.  Cas  où  tea^prenhn  eanêidérée  est  U  qjÊOtkni  de  deux 
.polynômes  enUen. 

Soit  la  fraction 


qui,  pour  a;  =  a,  prend  la  forme  g.  Le  numérateur  et  le 
dénominateur  s'jBomulant  par  â?8sa,  sont  (155}  Tun  et  Tautre 
divisibles  par  x-^-a.  Si  Ton  supprime  ce  bcteur  coDUBun,  la 
fraction  F  prendra  la  foim^  « 


Si  les  deux  termes  ne  s'annulent  plus  pour  on 
n  aura  quïi  y  substituer  cette  valeur  de  a;,  et  ion  obtiendra 
ainsi  la  vraie  valeur  de  F.  S'ils  s'annulent  encore,  on  les  divisera 
denouveaupar  a?  — a,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qael*oii 
rencontre  une  fractionnai  ne prtenle  pli»  k  mène  stngulftp 
rilé.  UestelairfiiffMett  tronieraliitioarswtavàdu^ 
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fois  que  l'on  divise  par  x  —  a  les  deux  termes  de  la  fraction 
proposi^c,  leurdejçré  diminue  d'une  unité,  et  l'on  finirait,  si 
l'opération  ne  s'aiTélait  pas,  par  obtenir  pour  l'un  d'eux  un 
quotient  numérique. 

Applications.  Chercher  la  véritable  valeur  de 

p        ar*  +      —  3fl V  —  a^x  -\-  2a* 
~  x'  —  ax^  —  \  Za^x'  -f-  25a'j;  —  12a* 

pour  x  =  a, 

La  fraction  proposée  devient ,  si  l'on  divise  les  deux  termes 
par  a:  — a, 

jr*— 13a*a;-f  12a»  ' 

Cette  nouvelle  fraction ,  pour  x  =  a,  se  présente  encore  sous 
la  forme  g.  Mais  si  l'on  divise  les  deux  termes  par  a:  — a,  elle 
devient 

-j-  Sax  -f  2a* 
x*^ax  —  i2a*' 

<|ui,  pour  x  =  a,  prend  la  valeur  — -{{j  ou  —  ^.  On  a  donc 

1202 .  Cas  des  expreêsions  irrationnelles. 

Nous  nous  bornerons,  comme  précédemment,  au  cas  où  elles 
prennent  une  forme  indéterminée,  par  suite  d'une  valeur  attri- 
buée à  une  seule  lettre. 

Nous  examinerons,  en  premier  lieu ,  l'expression  de  la  forme 

p  —  \/a 

X  —  a  * 

qui,  évidemment,  devient  J,  pour  x=a.  Car,  h  celle-là,  on 
peut,  sauf  quelques  exceptions,  ramener  toutes  les  autres.  Si 

l'on  pose  y/x=a/j  yaz=za\  et,  par  suite,  x  =  a;'",  a  =  a"", 
I  expression  F  devient 


ou,  en  divisant  les  deux  termes  par  a;'—  a', 

1 


ce  qui,  pour  a;'=a',  devient 

1 


cest-à-dire 


1 


265.  Considérons  maintenant  une  expression  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  radicaux ,  et  prenant  la  valeur  5î  pour 
une  certaine  valeur  attribuée  à  l'une  des  lettres  qu'elle  renferme. 
Soit    .      •  • 

'   •  *  * 

P,  Ûf  S,  F,  Q',  E',  B',  i"  étant  des  polynômes  entiers  par 
rapport  à  x,  et  w=sa  la  valeur  4o  x  pour  laquelle  F  devient 

en  sorte  que  Ton  ait,  en  désignant  par  1^,     ,  Ka ,  S» ,  VJ,  Q.', 
Sa',  T'a  les  valeurs  de  ces  divers  polynômes,  quand  on  y 
fait  a;=:a,  ' 

[31  P'.+Vù^+v'R^-Vs^i~Vî^=o. 

On  peut  écrire  la  valear  de  F  sons  la  forme 

•  (p~p,)+(;^Q---yQj+(v^R-v^5;)--(^'s-^v/s:) 


[4J  F 


P'-F.+(;^tt'-;^iK)+{7iP-v^lP:)--(Vs^ 

car  il  sufnt  pour  cela  de  retrancher  de  ses  deux  ternies  les  pre-  . 
miers  membres  des  équations  [2]  et  [3]  qui  sont,  l'un  et  l'autre, 
légaux  à  zéro. 

Si ,  maintenant,  nous  divisons  par  x-^u  les  deux  termes  de 
F,  il  viendra 


[5]  F=- 


X — a       X — a         X — a         x — a 


;^u^-;/Q',  ya^-yR',  ys^-y/s-,  yr— yr^ 

a       af— «    "ï"    «—a         «—a  »-^a 
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'^et,  pour  trouver  la  vraie  valeur  de  F,  il  suffit  de  trouver  celle 

des  fractions,  ^^^^^>  etc.,  qui  se  pré- 

MBteiit  toutes  sous  la  forme  Lei  première  (îractioii  ne  eonte- 
nant  pas  de  radicaux»  sa  vraie  valeùr  s'obtiendra  par  Ta  mé- 
thode indiquée  (5IIS0},  et  il  est  évident  qu'il  snffiira  de  diviser 
•P— P«  par  â?— a»  et  de  faire  dp=a  dans  le  résultat.  Toutes  les 
autres  fractions  étant  de  même  forme ,  il  sufiit  de  considérer 
Tune  d'entre  elles 

OD  peut  .écrire  cette  expresnoa  de;  k  nutnière  suiTante  : 

•  yQ-v'ô:.,Q-Q.. 

or,  les  deux  lact^urs  ont,  l'un  et  l'antre,  une  limite  que  Ton 
peut  calculer;  en  effet,  lorsque  m  tend  ters  a,  Q  tend  vers  U., 

et  peut  èire  assimilé  à  l'expression  v^fnv^ 

dérée  OtOO);  sa  vraie  valeur  est,  par  conséquent, 

% 

1 


Quant  à. oommè  il  n'y  a  pas  de  radicaia,  on  trou- 
vera sa  vraie  valeur  par  la  méthode  exposée 

Ëxmru.  Trouver,  pour  wssX^  la  vraie  valeur  de  la  iraction 

il  est  fac  ilc  de  s'assurer  que  celle  fraction  devient,  en  effet,  §, 
car  pour    =1 ,  le  numérateur  devient 


3/r       î,-r  I  *,-7 


et  Ton  a  ^S— v'32=2--2  =  0, 
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k  4é|iaKQmaU3ur  <)^ient,  pour  k  luème  valeur  (k  47>  ^  - 
pour  opérer  conformément  à  la  méUiodft  iiidiquée»  nous  lofll* 

trm.  lit  toctiûA  F  4OU0  li^ 


et»  en  divisant  les  deux  termes  par  1^ 

1  « — 1  a?— 1  j?— 1 


[3] 


or,  on  a 

m  Vj0^+  ^^"TV;32     /^203r  H-  l —  V  32\  /2ftr  —  20\ 


m 


nm    V^g3a:-hl— V^63  _  /V63x  +  1  —  v/64\  /633?  — 63\ 

et»  en  appliquant  les  méthodes  exposées  plus  haut,  on  trowe 
ftcilement  que  la  mie 'valeur  des  expres^ns  [4] ,  [5J,  [6] ,  [7] , 
[S],  [9],  [10]  est,  pour  x  =  l. 


^DigiiiZL, 


çn  ^ortc  que  la  vraie  yaleur  de  F  est 


20 


3v^64    2v/§^  4v^?  5v^(32)* 


63 


2V^4  3\/((H/ 


15  15  / 

16 


HM.  RnuiQuy.  Le  seul  cm  d'éxception  que  présente  la  mê^ 

thode  précédente  est  celui  où,  en  additionnant  les  Traies  valeurs 
des  diverses  fractions  dans  lesquelles  on  a  décomposé  le  nuiiiéra- 
leur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée,  on  retrouverait 
encore  g.  Si  l'un  des  deux  termes  seulement  devient  nul,  il  n'y 
a  pas  difficulté  ;  la  fraction  tend  vers  0  lorsque  c'est  le  numé- 
rateur qui  s'annuUe  seul;  lorsque  c'esi  le  dénominateur  elle 
croit  indéfiniment. 


Sur  les  firacUons  qui  prensent  la  forme  S* 

26^.  Lorsque  les  deux  termes  d'une  fraction  augmentent  in- 
déliniment  avec  la  valeur  d'une  lellre  variable  qu'ils  renferment, 
il  est  quelquefois  utile  de  déterminer  la  valeur  limite  de  cette 
fraction.  Pour  y  parvenir,  on  doit  alors  diviser  les  deux  termes 
par  une  puissance  tellement  choisie  de  la  lettre  qui  auigmente 
indéfiniment,  qii*alican  d'eux  ne  derànne  infmi,  et  que  ce- 
pendant 11»  ne  tendent  pas  tous  ters  sâro;  la  limite  dévient 
akvs  évidente. 

Essms  L  Limite  de 

^  +  3^  — 4a;  +  l  . 

kmque  ^  n^tnente  Indéflntaent.  En  dlflsiM  psr  leé 
deux  termes  de  la  Mdion ,  elle  devient 


et,  quand  x  augmente  indéfiniment,  eiie  s'Approche  évidem- 
ment delà  vitleur  4* 
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lorsque  x  augmente  indéfiniment.  En  divisant  par  x  les  deux 
.termes  de  la  IractiQn,  elle  devient 


et  quand  augmente  indéfiniment,  elle  8*approche  évidem- 
ment de 

^1  +%  _  3 


+  l  +  v^3 

5166.  RniAfiQin  I.  S*il  arrivait  qu'après  la  division  le  numé- 
f&teur  eût.pour  limite  0,  et  le  dénominateur  une  limite  finie, 

fraction  proposée  tendrait  yers  0;  dans  le  cas  contraire^  elle 
croîtrait  indéfiiûment. 

tend  Ters  0  lorsque  «  augmente  ; 


augmente  indâlniment.  On  s'en  assure  Durement  en  divisant 
par    les  deux  termes  de  la  première  fk^etion,  et  par  ceux 

de  la  seconde. 

S67.  RiMAKOOi  U.  Si  l'on  éprouvait  quelque  embarras  à  déter* 
miner  la  puissance  de  d?,  pw  laquelle  il  convient  de  diviser  les 
deux  termes  de  la  fraction,  il  fondrait  diviser  par  une.  puissance 
indéterminée  ,  et  fixer  ensuite  la  valeur  de  «  par  la  coniiition 
qu'aucun'terme  ne  restât  infini ,  et  que  tous  ne  devinssent  pas 
nuls. 

ExsuPLi.  Trouver  la  limite  de 

y -f-      -f- 1  +  ^x* -j-  bx  +  X 


oyiu^cd  by  Google 


,  flODs  mm  motmimiftf  .  sto 

Divisons  les  deux  termes  par  ^  :  cette  fractiou  de  vieillira 

*        •  * 

Pour  que  les  conditions  énoncées  soient  remplies,  il  faut 
qn*aacim  exposant  de  x  ne  soit  positif.  On  devra  donc  avoir*  ' 

3— 7a*^0,  2— 5a=î^0, 

d'où  Ton. condat  .       «s^fy  «^i> 

el  la  plus  petite  ^aleiur  de  «,  qui  satisilMseà  tmlftetee$eollJi- 
'tiofls,  est  «=|  :  c'est  elle  qu'il  6ut  adopter;  Une  ?alear  plus 
gi-ûnde  rendrait  tous  les  termes  nuls  pour  â;=oo.  En  faisant 

a  =  J et  supprimant  toutes  les  puiss^mces  négatives  de  x,  qui 
deviennent  nulles  quand  x  augmente  indélinimeat,  on  voit 
que  la  limite  de  la  fractiou  proposée  est  .  • 


•  Bs^nMons  qui  i»  préientent  soin  la  foniie  « — ». 

968.  Noua  considérerons  seulement  le  caa  où  l'expresdo^ 
qui  se  présente  soos  la  forme  «-.qd.  est  la  diflérence  de  deux 
radicaux  du  second  degré,  on  cette  d'un  radtol  de  second  degré 

et  d'un  polynôme  rationnel. 


Sdtladlffîrence  v^, 

V  et  Q  étant  deux  polynômes  en  qui  deviennent,  l'un  et 
Tautre,  infinis  lorsque  les  valeurs  attribuées  à  cette  lettre  aiig- 


\Lcs  iigau  ^  i»k  iigBifleDl.|this.ptll|ottésal,piiii  {NmAouéfiL 
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mentent  indéfiniment.  Multiplions  et  dîfîMUl  (Dette  IdiffBrence 

par  VP  +  v^U:  elle  prendra  la  forme 

Si  le  polynôme  P  — Q  est  indépendant  de  lefdénomfna- 
tear  augmentant  indéAniment  avec  la  vateur  de  cette  lettre,  la 

fraction  auf^^mcnte  indéfiniment.  Si  P — Q|renicrme  x,  [\i 
augmente  aussi  indéfiniment,  et  la  questionjestf! ramenée  à 
|rou?er  La  vraie  valeur  d'une  fraction  qui  prend  la  forme  -g. 

Exemple.  Trouver  la  vraie  valeur  de  . 

lenqpie  x  augmente  indéfiniment. 
dUMfeiicft  proposée  éqiivatitè 

^«•^ 7»+ 1+«    a?+ — 7à  + 1  ' 
ou,  en  divisant  lesdenx  tenues  per  x^ 

ce  qui,  lorsque  x  augmente,  tend  évidemment TCfs  ^  - 

— 7   _  7 

Sur  I6t  es|>ieHi«as  qni  eoattooiisiit  plMtouii  latlni  varlalilM. 

* 

269.  Lorsfju'une  expression  prend  la  forme  indéterminée  pour 
plusieurs  valeurs  siniullanées  allriijuées  à  des  lettres  qu'elle 
renferme,  on  doit,  en  général,  la  regarder  comme  complète- 
ment indéterminée.  La  limite  vers  laquelle  elle  tend  loi-sque  les 
lettres  s'approchent  des  valeurs  qu*on  veut  leur  attribuer»  dé- 
peqd  akm  de  k  M  ifu'ettei  tam»k  po«r  s'm  Êfptwàitr. 
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Considérons,  par  eiiemplô,  Te^prcssion 

x  +  y — 3  4  . 

«y— i  *   •  •  • 

qui»  pour  y  =  2,  devient  ^  Posons  âBssl  +  «, 

y  s  S  4-1;  cette  expression  deviendra 

0tt,eBdivifldnlhaa|etlM8par 

1  I        ^  r 


eU  lorsque  «  et  fi  tendent  vers  0,  on  peutassigner  à  |  uuc 
taleur  arbitraire  iw,  et  cette  expression  aura évîdemmetttpoor 

limite  ...  ,  *       •  ' 

ce  qui,  éti  ehokissant  m  eonvenalDleinait,  peut  praidie  toutes 
les  valeiurs  possibles. 

RsMARQUK.  Une  expression  qui  se  présente  sous  la  forme  5j  est, 
en  général,  indéterminée,  lorsqu'elle  prend  cette  forme  par 
sinledesTaleurs  attribuées  à  plusieurs  lettres;  mais  il  y  a  des 
exceptions.  Souvent,  par  exemple,  une  fraction  qui  se  présente 
jous  la  forme  g,  par  suite  d'un  ftcteur  commun  h  ses  deux  ter- 
Bies  qui  s'annule,  n'offre  phw  anéune  kidétermination  quand 
on  a  supprimé  œ  focteur. 

^^±^ 

devient  g  pour  x=:  1 ,  y=al.  liais  si  l'on  remarque  que  te 
numérateur  peut  s'écrire 

lelBKleur  «+y— î  pentétre  supprimé,  et  il  reste 
qai,pOii^  «slf  r»l9  ^Meniégalà  4. 
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•  •  • 

Stf8.  Lonque  lté  dem  teruMB  d'im^  fraiettOD  s'annulent  p<nir  eertaâiies 
valeurs  des  leUres  qu'elle  renferme;  l*opéraUon  n'a  phn  aucun  sens.  Si 
ies  raisonnements  qui  assignenl  à  une  incoonue  une  valeur  égale  à  cette 
fraction  ne  sent  |>as  ein  défaut,  l'inconnue  est  indéteminée.  ~ 
fttHI.  Lorsque  les  raisonnements  qui  ont  conduit  à  une  valeur  %  sont  m» 
défaut,  on  peut  souvent  faire  usage  de  Impression  trouvée  en  cherchant 
sa  limite  que  l'on  noînme  sa  vraie  valeur.  —  WO.  Pour  trouver  cette 
limllB,  on  transforme  rexpresSion  en  une  autre  qui  lui  soîl  égale  atr  ne 
donne  ras  lieu  à  la  même  difficulté.  —  Mi .  •  Cas  oft  Teipression  est  le 
quotient  de  deux  polynômes  entiers.  —  SOt.  Cas  des-  expressions  irra* 

tionoelles.  Liiçite  de  l'expression  ^  ^^'^       ^  — * 

183.  Cas  général  d'une  fraction  irrationnelle  qui  devient  J  pour  usa 
valeur  de  la  variable.  —  264.  La  méthode  est  en  déEsut  dana  un  tas 
particulier.  —  IMttt.  Fraction  dont  les  deux  termes  croissent  indéfini» 
ment  avec  une  lettre  variable  qu'ils  renrerment. —  266.  Cas  o&la  limite 
est  nulle  ou  infinie.  —  207.  Moyen  de  déterminer  la  puissance  de  la' 
variable  par  laquelle  on  doit  diviser  les  drnix  termes.—  268.  Difléreiice 
de  deux  radicaux  du  second  degré  qui»  l'un  et  l'autre,  augmentent  In- 
définiment. —  269.  Sur  les  expressions  qui  deviennent  %  pour  dea  ya- 
lanjES  attribuées  à  deux  lettias. 

EXERGICËS. 

2AB 


L  Sirbna      A'=\/ÏB, 'E'  =  j^p^, 
trouver  la  limite  du  rapport 

B-A' 
B— A 

lorsque  B  tend  vers  À. 

U.  Trouver  la  limite  de 

lera^ue  «  augmenle  indéfiniment; 
111.  Trouver  pour  x^l  la  vraie  valeur  de 

j^j?+V^43a:-f  6— V^Jg*+1  — V^19^  +  l  ' 
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NOTE  i. 

SUR  LA  tVÉOElE  DES  ESTÉRÊTS  COMPOOb 

ET  LES  ANNUITÉS. 


Intérèls  composés. 

270.  Si  le  taux  de  l'iiitcMcH  est  tel  que  1  franc  rapporte  cii  . 
un  an  un  intérêt  représenté  par     une  somme  quelconque  A 
rapporterai,  dans  le  même  temps,  Ar,  et  deviendra  par  con- 
séquènl 

Si  cette  somme  A(i  4-^)  ^st  placée  pendant  une  seconde 
année,  elle  deviendra  évidemment 

.     .  A(l  +  r/. 

Cette  nouvelle  somme  placée  pendant  une  troisième  année 
se  multiplie  encmre  par  (l  +  r),  et  deviendra 

Et ,  en  général ,  la  somme  placée  se  multipliant  chaque  année 
par  1  +  r,  deviendra ,  après  h  années , 

'A(l + 

Celle  formule  A(l +f)"  .peut  s'appliquer,  à  l'aide  de  conven- 
tions eonvenables,  an  eas  où  n  est  fractipunaire  ou  négatif. 
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l«  Si  »  est  fractioimaiFe  et  rejfurésenté  par  S,  supposons  que 

l'on  étende  le  principe  des  intérêts  composés  aux  fractions 
d'amiée ,  et  nommons  ce  que  rapporte  1  franc  pendant 
1 

-  d'année^ 

1  franc  rapportant  x  après  ^  d'année,  devient,  au  bout  dere 

temps,  (l+d?);  et  une  somme  quelconque  placée  pendant  le 
mèine  temps,  se  multipliera  par  1 -f  «.  Si  donc  on  place  1  frane 

pendant  |  d'année,  c'est*à-dire  pendant  une  année  entière,  il 

se  jmid^liera  q  fois  par  (1  +  x)  ou  par  (1  +xyx.  et  eofmâe 
d'aiDeurs  11  doit  devenir  1 4-  ^»  on  a 

t 

d*où  l'on  déduit         l+a?  =  (l+r)«. 

£t  il  est  évident  que  1  franc  placé  pendant  ^  année  se  mul- 

9  \ 

tipliera  par  (l+a?)^,  c'est-à-dire  par  (l-J-r)";  et  que»  par  suite, 
une  somme  ipelconque  A  devieiidra 

ce  qui  est  conforme  au  résultat  énoncé.       - . 

2<>  Si  r  est  négatif,  nous  envisagei^iu k qneflfic»  delà  nun 
nière  suivante  : 

Une  somme  qui  vaut  aujourd'hui  Â ,  est  placée  depuis  un 
temps  iodééeraihié^  combien  tBlait-€llle  H  y  a  n  années  ? 

Si  l'on  désigne  par  X  la  valeur  inconnue ,  X  placé  pendant  f» 
années  a  produit  A;  par  suite,  d'après  ce  qui  précède, 

A=sX(I+r)-; 

d'où  Ton  déduit         .Xa=A(l  +  r)-*; 

ce  qui  eët  encore  confonne  au  résultat  énoncé. 


1  « 
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Dm  amuiitéfl. 

27 i.  Une  annuité  est  une  rente  payable  pendant  un  nombre 
limité  d'années.   .  - 

Problème.  Calculer  la  valeur  actuelle  d'une  annuité  de  a  francs 
payable  pendant  n  années,  le  premier  payement  devant  avoir  lieu 
dans  un  an.        '  '  '  . 

a  francs  payables  dans  k  années  >  valent  aujourd'hui. 

car  la  somme  P^^c  pendant  h  années ,  deviendrait , 


après  eft  temps 


*  '     *  *     •  •  -  • 

D*apr^  oda,  on  petit  évaluer  la  Taleiir  actudle  de  chacun 
des  payements  dont  se  compose  Tannuité.  Le  premier  paye- 
ment qui  doit  avoir  lieu  clans  un  un ,  vaut  aujourd'hui 


(1+f)- 

Le  seoMàd  payement  qui  doit  avoir  lieu  dans  deux  ans,  vaut 


Le  troisième  payement  vaut 

■  - 

g  ■ 

La  valeur  actuelle  de  tous  ces  payements  est  donc 
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c^est-à-dire ,  en  appliquant  la  fonnpie  de  somioation  des  pro> 
gressipns  par  quotient , 


a  a  a 

a  — 


^ij        A  j  . 

La  fonnulc  [i]  renferme  quatre  lettres.  A,  a,  r  et  ii;  on 
pourra  se  donner  la  valeur  de  trois  d'entre  elles  et  se  proposer 
de  déterminer  la  4inatriènie. 

f  Si  a,  f,  n  sont  donnés,  lai  formuie  [1]  fournit  la  valeur 
de  A  ;  le  problème  est  toujours  possible. 

2"  Si  l'inconnue  est  a,  on  déduit  de  [1] 

Ar 


1  — 


(t+tr 


Le  problème  est  encore  possible  dans  tous  les  cas. 
'  d"*  Si  Af  a  et  r  étant  donnés,  rinconnoe  est  «,  on  trouve  Omû- 
lemtot 

et ,  en  prenant  les  logarithmes, 

logg  — log(fl  — Ar) 
logCl+r)  • 

Le  problème  n^t  posrible  que  si  à  —  Ar  est  positif,  car  les 
nombres  négatift  n'ont  pas  de  logarithmes;  il  fliut  de  plus  que 
la  valeur  du  seeond  nombre  soit  un  nombre  entier. 

4*  Si,  enfin,  r  est  l'inconnue,  1  équation  [1]  ne  peut  pas  être 
résolue  par  les  méUiodes  indiquées  dans  cet  ouvrage. 
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173 


EXERCICES. 


1.  A(l4rf)*  qui  exprime  la  valeur  d'une  somme  A  placée  à 


petite  que  la  \aleurA^l-f^^jf  que  la  m4me  somme  aurait 
acquise  pendant  le  même  temps  &  intérêts  simples,  suivant  que 

S  est  lui-intae  fte  grand  <«i  pins  petit  que  Tunité. 


mSer  exige  une  dépense  D ,  des  frais  annuels  de  réparations 

représentés  par  R,  et  la  durée  de  la  construction  est  évaluée  à 
n  années;  dans  un  autre  système  la  dépense  est  D%  les  frais 
annuels  de  réparations  R',  et  la  durée  années  :  quel  système 
doit-on  préférer  ? 

Hl.  Quand  on  clierche  après  eomMen  d'années  on  peut  ac- 
quitter une  dette  A  par  des  payements  annuels  égaux  à  a,  on  • 
trouve 


intérêts  composés  pcudaut  un  temps  ^«  est  plus  grande  ou  plus 
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NOTB  a. 


SCK  LES  F0KCT10i!lIS  SYIIÉTAIQDES. 

I 


272.  Toute  expression  qui  renferme  n  lettres  a,  b,  c 
kf      et  qui  ne  change  pas  lorsqu'on  permute  les  lettres  les 
unes  dans  les  autres,  se  nomme  une  fonction  symétri^^e. 

mit  des  foni^ons  symétriques  des  lettres  a,  ç. 

Nous  ne  considérerons,  dans  cette  note»  que  les  fonctioni  ^- 
mâriqnes  entières  et  rationnelles.  Ces  fonctions  sont  des  poly- 
nômes, n  est  évident  que  si,  parmi  leurs  termes,  il  en  est  qui 

ne  soient  pas  symétriques,  c'est-à-dire  dans  lesquels  toutes 
les  lettres  n'entrent  pas  avec  des  exposants  égaux,  il  devra  exis- 
ter d'autres  termes  égaux  à  tous  ceux  que  Ton  obtient  en  chan- 
geant, entre  elles  ou  avec  les  autres,  les  lettres  qui  figurent 
dans  ces  termes.  Par  exemple,  une  fonction  symétrique  des  let- 
tres a,  6,  kf  l,  ne  peut  contenir  le  terme  à'b  sans 
contenir  en  même  temps  les  termes  ^a,  a*c,  aH,  c'd^  etc... 
La  somme  de  ces  termes  se  désigne  quelquefois  par  la  notaHmi 
abrégée 

le  signe  S  indiquant  que  Ton  doit  faire  la  somme  de  tons  les 
tennesqpd  s'obtiennent  an  moyçn  de  o^,  par  les  changements 
delettres. 

finnPLB.  2a,.  2a^,  lab  désignent  la  somme  des  lettres,  la 
somme  de  tours  cilnrés,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux. 
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Toute  fonction  syiiM^triqiie  entière  est  évidemmeat  la  somme  > 
d  m  cerUia  norniv^  d'expressions  de  Ja  forme 

•  •  « 

♦ 

Le  but  de  celte  note  est  la  déiuonstratioD  du  théorème  suivant, 
qui  est  très-remarquaUe  m  M  lèmet  et  fort  iw|iortMil  ÛÊm 
ibikémt  degéijuaiiftii»  :  ^ 

TlliORÈME.  Toute  fonction  symétrique,  entière  et  rationnelle  de 
n  lettres,  a,  b,  c,        k,  1,  peut  être  ea^^rinUe  raUannelU- 

Sixs20»,  .     .  .  '  , 


Eour  le  démontrer,  supposoni  que. Ton  écrive,  par  ordre 
àlfliabéttqae,  tous  les  tendes  qui  composent  la  fonetion  omiiî> 
dMe  T,  c*e8l-à--dire  en  placanl  d'abord  les  termes  qid  renfer* 
neAt  a  avec  le  plus  hant  exposant;  parmi  ceux-là,  ceux  qui 
renferment  b  avec  le  plus  haut  exposant;  parmi  ceux  qui  ren- 
ferment a  et  ^  de  la  même  manière,  ceux  dans  lesquels  e  a 
le  plus  fort  exposant,  et  ainsi  de  suite;  de  telle  sorte  que  si, 
dans  le  polynôme  ainsi  ordonné ,  le  terme  (tbh^éf  précède 
(t'b^'c^'é'  ...j  la  première  des  diffcTcnces  « — «',  p  —  p',  y  —  y'» 
qui  ne  s'annule  pas,  soit  positive.  (U  est  entendu  que  l'exposant 
des  lettres  qui  n'entrent  pas  est  considéré  comme  nul). 

Soit  tf^PcT^*-../^ 
te  fipiier  des  termes  ^Ml  iteséi,  foMM»  le  pro 

£a  ordonnant  le  produit  par,  ordre  alphabétique,  le  premier 
terme  sera  précisément 

drtdie  sorte  que  la  dlfiérence 
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ne  i«iifefiiie]toœtenDeqirf  est,  àk  roislefM^^        T  el 

de  P,  et  par  conséquent,  le  premier  terme  de  Ti  serait  ckMii, 
par  ordre  alphabétique,  après  le  premier  terme  de  T. 

T  et  P  étant  deux  fonctions  symétriques,  il  en  est  de  même 
de  leur  différence  Ti.  Nous  pourrons  donc  opérer  sur  Ti  comme 
nous  FaTons  fait  sur  T,  et  trouver  une  fonction  Pi  de  Si,  Si...8fei 
tefle  que  le  premier  terme  de  T,— Pt  s=X^  soii  claaé,  par  ctiro 
àlpliabétiqiie,  après  le  premier  de  Ti.  On  troimi&de  iDème  une 
IbncUon  Pt  de  S|,  Si^.Sb,  1^  que 

T.— Pissli, 

Ti  étant  une  fonction  symétrique  dont  le  premier  terme  yien- 
drait,  par  ordre  alphabétique,  après  le  premier  de  Ti,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment.  Mais  en  continuant  ainsi ,  il  faudra  que 
l'opération  finisse  par  s'arrêter,  et  que  l'on  trouve  pour  une  de 
ces  fondioMy  par-aiciaple,  une  valeur  consUnte.  Onaiin 
alors 

T   — P  s=T„ 

Ti  —P,  =:T„ 

T,  -P,  «T., 

•  ♦   •  » 

ei  eu  i^outaut  ces  équations  membre  à  membre, 

ce  qui  montre,  comme  nous  l'avions  aimoucé,  que  P  peut 
s'exprimer  au  moyen  de  Si,  Si, ...  S^. 

Anuckims,  v  Considérons  trois  lettres  a,  6,  c;  posons 

« 

ei  €bei«lioiis  à  exprimer  en  fonction  de  Si,  Si,  8i  laaonne 
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Le  [nremier  tonne  de  T  est  tfbd^,  Fonoona  donc  le  pioduil 
Si*^^/-^%  c'eslrà-^e .  Si^Si,  nous  ffiuxiM 

^^:=^{a  +  h  +  e)\ah-\'bc  +  ae)  . 
8  2M + 32d^6e + SXo^d^as  P; 

Le  premier  terme  de  Ti  est  —2a*bl'(f*.  Formons  donc  le|ffO- 
dut     SSi^*^*,  c'est-àrdire  r-^S»'.  Nous  aurons  \ 

et  par  ^uite,  .  ï 

Ti --*Pi  a  4Zfl^  ~  8Za*fo  s  :^;s8 1«. 

La  premier  leme  de  Ti  dUmt  41^9  Ib^^ 
e^est-à^^din  StSi;  nous  aurons 

p.  s  (•  4- a +«)ate  s  So^. 
La  différence  Tt  —  PJest  nulle.  Nous  avons  donc  ks  égalités 

T— P=:T„ 

T,— PfSsTt, 
T.-P.»0; 

d'oè  l'on  ooDdot,  en  ajoutant, 

T=P+Pi+P,=S.«Si-2S»«+SiSSi 

Considérons  encore  ^piatre  lettres  a»  6»     d«  el  poioiBs 

Siss  06  4- «0 + ad  4- 60 + M + m{  , 

S|= o6<f  +     + océZ  +  ôci, 
8|  il  06i'il. 

Cherchons  à  exprimer»  au  moyen  de  Si»  Si,  Si,  S^,  la 
fonction  symétrique 
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'  lie  jureimer  terme  4e  T  étant  oWd*,  pnaaB 

le  premier  terme  de  Ti  est  --Za^lHf'd^;  posons  donc 
Pi  s — 8$iSi^_  3(a  +  ô  +  c + i^Xaô  +  ac+bc  + .. .) 

onanrt  .  Ti— .1\=£32èftpsr3Si; 
nous  avons  donc         T— PseTi^- 
«  *  • 

EXERCICES. 

I.  On  a 

«désignant  un  nombre  pair,  ei  m  le  nombre  des  lettres  a , T'^ 

IL  SiTona     2a6=0,  HflA^ii a=  ^^ggfrf 
pioii?er<ine  l'on  aura  (2a)>=ia% 

(2a/=2a^. 
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NOTÉ  3 


ma  UL  THttNUB  DES  àimofxauLmm, 


5175..  fl  arrive  souvent  qu'un  noaùae  se  trouve  évalué  au 
moyen  de  plusieurs  autres  qui  ne  sont  connus  qu'approximatl-. 
vement.  Si,  dansltej^rasIoD^  onsubstiliié  alors  àcie^noadm 
leurs  valeurs  iq[»produ§es»  lien  résulte,  sur  le  vfeullat  tlnftl,ii 
erreur  qnf  dépend,  à k  fols,  de  celles  qui  ont  été  commises 
sur  les  divers  nombres  et  de  Topératlon  exécutée  sur  eux.  Il  est 
utile  alors  de  calculer  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir 
cette  erreur,  cl,  réciproquement,  de  chercher  à  quel  degré 
d'approxi malien  on  doit  calculer  les  divers  nombres  sur  les- 
quels l'opération  s'exécute,  pour  que  l'erreur  commise  sur  le 
résultat  ne  dépasse  pas  une  limite  donnée.  L'élude  de  ces  deux 
questions  Mt  i'olyet  de  cette  note, 

.    .  .... 

Limite  de  l'erreur  commise  sur  le  résultat  d'une  opéraUoa. 

274.  Addition  et  Soustraction.  Supposons -^'un  nomlm 
Uiconnu  soit  donné  par  la  lonnule 

aî=A+B— C-D  +  E, 

A,  B,  C,  D,  E  ayant respecfirementpoHrTdears  approchées 
Al,  Bi,  Cl,  IKf  &  Soppesqus  que  les  erreurs  ewnmiasséatts 
l'évaluation  de  A,B,C,D,E,  soient,  tout  an  plus,  • 
en  plus,  et  «',  ^\  y',  S',  i'  en  moins,  e'est-à-dlre  que  A  soit  com- 
pris entre  Ai— «  et  A,+«\  B  entre  Bi—p  et  Bi+p',  C  entre 
Cl— Y  et  Ci+y',  D  entre  D,— S  cl  Ui+Z',  cl  £  entre  Et— •  et 
£i-f    Ia  valeur  approchée  de  a;  est 

fli  il  est  évident  que  la  valeur  exacte  est  plus  grande  qoeceUe 
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fne  l'on  ditiaidndtéa  donnant  à  chaque  témie  potilif  la  plus 
petite»  ^  à  chaque  tenne  négatif  laiÀn  ^ftiDÔay9km  qà*ou 
puisse  liii  «upposer»  on  aura  Âme 

et  on  verra  de  mâme  que  l'on  a 

ou,  en  noDuoant     la  valeur  approchée  Ai-|-Bt — Ci — Di-|-£i> 

«>«i-(y'  +  «'  +  «  +  P  +  0. 

el  l'on  voit  que  l'erreur  commise,  en  adoptant  pour  x  la  va- 
leur Xi,  est,  tout  au  plus,  y'+^4**'1~P'4~<-  ^  P^^> 
«'+P'+«'+Y+^  oa moins. 

275.  Multiplication.  Supposons  qu'un  nonU>re  inconnu  soit 
donné  par  la  formule 

AelB  ayant respeelivenient pour Talearsapprodiéee  Ai  et  Bt; 
euppoeons,  comme  précédemment ,  que  les  erreors  eommiees 
flir  A  et  B  seient,  tout  au  plus»  «  et  pea  pliis,  ou  a'  et  p'  en 
HMiBi.  La  valeur  approchée  de  a;  est 

«^tsAi4-Bi, 

et  il  est  évident  que  la  valeur  exacte  est  plus  grande  que 

(Al— «)(Bi-.p) 
et  plus  petite  que       (A«-f  «')Oi-(-p')- 

« 

Ou  aura  donc 

.    .    a»(Ai— «)(Bi— P)>fli— A4p-.Bi«+«|l, 

«<(Ai-f«')CBt+pO<«i+A*p'+Bia'+«r. 

et  ron  vmt  que  renrenr  commise,  en  adoptant  pour  m  la 
valeur  Xt,  est,  tout  au  plus,  Ai^-f  ^  P^^>  ^ 

A,p'+  Bia'  +  a'p'  en  moins. 
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parkfoimiide 

g, 

à  et  B  ayant,  oonune  précédemment ,  pour  valeurs  approchées 
«i  Bi»  les  eifeim  commises  étant,  tout  au  plus,  a  et  p  en 
plus,  on  0^  et    aimoins.  La  valenr  approchée  de  s  est 

6l  il  est  éfident  <ine  Ton  a 

Al  —  a 


L'erreur  oaumuse,  en  (dus,  est  donc  tout  au  plus  - 
„,  A..  A.— « _  A.p'+B.« 

E~E+F~B.(B.  +  p')» 
et  i'erreiir  cMniiaev  en  moins, 

rai  *  Ai  +  «  At_Bta^+Ai'p 

M 7.  Racine  CAâRJÛi.  Supposons  qu'un  nombre  SOil 
par  la  formule      «         ■  - 

et  que  A»  soit,  comme  plus  haut,  la  valeur  approchée  de  A, 
l'erreur  commise  étant,  tout  au  plus,  a  en  plus  ou  «'  en  moins. 
On  aura,  pour  valeur  approchée  de 

«i=V^At, 

et,  évidemaient,         s?>v^At— «, 
L'erreur oonunise  en  plus  est  donc,  tout  au  plus, 


Sit  son  LA  THÉOUI  DIS  APPIOXQUIlOMi. 

etierreiir  cûMûsa  ettitteiiis  ' 

L'earpresrion  de  ces  deux  erreurs  peut  se  simplifier,  si  on  mul- 
Ut^e  et  divise  par  Ja  mm»  des  mikaàiix  :  la  p>ï>mi^  itmiml 


ranmir  en  plus  est  dope,  à  fortiori,  plus  petite  que 


■ 

k  secolide  d^ent 


l'erreur  en  moins  e«t  doue»  àftriM,  moindrefitt. 


278  Racinb  cchqci.  SupposoM        aontat»  Mil  inal 

par  la  Ibninile 

et  que  A,  soit  lavaleor  afqprocbéed»  A,  rermr  commise  étant, 
tout  an  plus  «  en  plus»  ou  en  moins.  On  auia  pour  valeur 
approchée  de 

< 

et  évidemment  «>^5C^, 

Veneui  commise  en  plus  est  donc ,  tout  au  fivu, 

d  l'erreur  ooiiuLuse  en  moins 
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Ces.dfiux  difTérences  peuvent  prendre  une  Canne  plUB  aisipley 
4  QD  inottiplie  ei  divise  la  premito  par 

k  * 

el  la  seconde  par 

« 

La  première  devient  ainsi 

 «     -4 

et  feneur  cominise  enplus-»  est^  è  fMtori,  moindre  qoe 


reqprasiûii  [â]  devient 


•    '   (v^A.+«'/+^AiV^A,-h«'  +  (v'Aj**      .   '  • 

et  remnr  eominiifle  en  moins  est  »  à  fortiori,  numidre  que 

170.  Rem AROUB.  Dans  la  plupart  des  cas ,  on  sait  dans  qi 
sens  les  valeurs  approchées  dont  on  fait  usage ,  sont  inexactes. 
0  faut  alors,  dans  les  formules  précédentes,  supposer  nulles  les 
plus  grandes  erreurs  que  l'on  peut  craindre  dans  l'autre  senfti 

]SxiiBU..Soit         et  Al,  Bi  les  vaieur»  approchées,  par 

défaut,  de  A  et  B  à  moins  de  /.^ ,  il  faut,  dans  les  formules  trou-' 
vées  (276),  supposer  a  = -j'y ,  a =0,  p'=Vô,  p=0,  et  l'expres- 
sion de  la  plus  grande  erreur  possible  en  moins  devient 

et  celk  de  ia  ntua  made  erreur  ÎH)88ibk  emplu^ 

*       .        •  ■    •         *  * 

•    •   •  •  ^A. 
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■ofMi4'obMr  nir  le  lénUtt  um  erreur  nnlBAre  ^'ooe  Wto  devaée. 

280.  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  les  va- 
leurs approchées  dont  on  fait  usage  soient  toutes  calculées  par 
défaut ,  c'est-à-dire  jnoindres  que  la  valeur  exacte.  Rien  ne 
serait  plus  facile  que  de  modifier  les  formules  pour  les  adapter 
au  cas  où  l'approximatioii  a  lieu  dans  un  autre  sens. 

Problèmb  I.  A  fguel  degré  dUipprox^iuUion  fM-U  caicuiBr 
A,     G,  û»  £9  pcmrétn9ÛrqueVenéureommUe9m' 

A+B— C— D  +  E 

•  •    •  ■ 

9ùit wutkiârt  quê  if 

Soit  «'  le  degré  d'approximation  cherché,  les  quantités 
A,  B,  C,  D,  E  étant  toutes  calculées  par  défaut,  il  peut  se  faire 
cependant  que  le  résultat  soit  trop  petit  ou  trop  grand.  Expri- 
mons que,  dans  Fun  et  l'autre  cas.  Terreur  commise  est 
nuMndie  que  t.  £n  supposant  (874) 

on  voit  que  Ja  plus  grande  erreur  possible  en  moins  est  3«\ 
et  la  plus  graonde  erreur  possible  en  plus  est  Ondoitdoaê 
aTOîr 

et,  pour  satisfaire  à  ces  deux  conditions,  il  suffira,  éfidem- 
ment,  de  faire 


PaonL&ME  II.  Assigner  pour  A,  et  B  nn  degré  d'approximation 
tel  que  l'erreur  eommUe  mr  le  produit  AxB  soit  moindre  quê  i. 

Soit  «'  le  degré  d'approximation  cherdié.  Ai  et  Bi  les 
leurs  approcbées  de  A  el  de  B;  ces  ndeurs  étant  approchées 
pardéft«t,rerfenrooouni8eesteainoins,  et  h  pbisgmide 


m  LA  tBÉQUl  M8  tfnOXIIIlXKniB.  Mf 

vnlfiiir qu'on  puisse  lui  supposer  s'obtiendra,  en  supposant(S73): 

•«0,  p=0, 

»,  •  •• 

elle  esty  par  conséquent,. 

et  1  on  doit  avoir        (A»  +  Bi}a'  +  a"  <  ^, 
ce  qui  revient  à         a' <  , 

égalité  qui  sera,  à  fortiori,  salisfaile,  si  l'on  remplace  Ai+Bi-f»' 
par  un  nombre  plus  grand  qu'il  sera  toujours  facile  d'obtenir» 
earon  sait  que  Ai+Bt+«'  diffère  peu  de  A+B. 

Pkuulèmë  m.  Assigner  pour  k  et  ^  w  degré  d^approximatUm 

iêl  gué  l'mmr  emimiUê  sur  le  guoUeni     soii  moindre  fue  L 

Soit  o'  le  degré  d'approximation  cherché,  A,  et  B,  les  valeurs 
approchées  de  A  et  de  B;  l'erreur  commise  peut  l'être  en  plus 
ou  en  moins,  sa  plus  grande  valeur  dans  l'une  et  l'autre  hypo- 
thèse est  fournie  (*i7G)  par  les  expressions  [1]  et  [2],  dans  les- 
quelles il  faut  supposer  a=o,  p=o  et  p'=a',  et  pour  que  cette 
erreur  soit»  dans  les  deux  eas,  {dus  petite  que  il  luit  que 
Ion  ail 

Aia' 


la  première 

«'(A,— B,t)<B,«i; 

ti  At— Bi<  est  négatif,  cette  inégalité  est  satisiaite  d'eUe^mème; 
s'il  est  positiC,  elle  équivaut  h 

^A.— Bit' 
la  seconde  inégalité  revient  à 

et  il  suffira  d(9  prendre  a'  plus  petite  Ja  plus  petite  de  ces 
deux  limites. 
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taiMm.  At  M  Bi  n'dlaaC  fm donnés,  le$llniHes  trouvées 

pour  a'  ne  sont  pas  compîélenieiil  connues,  mais  cela  n'a  aucun 
inconvénient,  car,  par  la  nature  de  la  question,  il  est  permis 
de  substituer  à  ces  nombres  Ai  et  B,  des  valeurs  différentes  qui 
rendent  les  expressions  plus  petites;  on  pourra,  par  consé- 
quent, substituer  à  Ai  une  valeur  plus  grande  et  à  &  une  va^ 
leur  plus  petHe. 

Problème  IV.  Assigner  pour  le  nombre  A  un  degré  d'approsn- 
mation  tel  que  l'erreur  commise  sur  yfk  soit  moindre  que  i. 

Soit  n'  le  degré  d'approximation  cherché,  At  la  valeur  appfo- 
ehêede  A;  prenant  ^fki  pour  \/X,  onoOmmetuneemoreA 
inoint ,  qui  (Vil)  est  pluspelite  que  . 


7==> 


9  MfHrtéoi^»  pour -siMÉMie  4  lÊ^ecmMaa 
neser 

peser  ^ . 


2VAt 

on  ft'<3jv^; 

la  condition  sera,  à  fortiori,  remplie  si  l'on  substitue  à  ^ 
un  nombre  plus  petit. 

PiOBLiiiB  T.  Assigner  pour  le  nombre  A  im  de^  â^apprùsel^ 

mation  tel  que  l'erreur  commise  sur  y/ A  soit  moindre  que  i. 

Soit  a'  le  degré  d'approximalion  cherché,  A|  la  valeur  appro- 
chée de  A.  £n  prenant  y^Âi  pour  y^Â,  on  commet  une  emor 
en  moins  qui  (1178)  estfètts  petite  que 

U  suite  doiic  »  poor  satisiidre  à  b  octtditicm  âionoée»  de 


ou  a'<3i(vA,;;  , 

laeenditieo  sen,  à /briisH»  vemplie  si  cm  siibst^  à  At  oie 
valeur  moindre. 
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EXEaCIGfiS. 

I.  U^nqïna  nombre  est  plus  grand  que  l'imité,  si  Ton  oon- 
nall  •  dâTres  déeimaox  exacts  de  la  Talenrde  ce  nombre» 
«feo  qDéUe  approximation  penl-on  obtenir  sa  racine  carrée  ou 

IL  Un  nombre  entier  a  Sii-fl  chif&es,  on  connaît  les  «H-l 
premiers ,  ofec  qudle  approxinution  peut^  caicuier  sa  racine 
carrée? 

m.  Le  temps  employé  par  un  corps  pesant  pour  tomber  de 
25"  est  v^^^,  g  étant  ^gal  à9,8088...,  combien làutpil  pren- 
dre de  décimales  exactes  dans  cette  valeur  pour  que  le  résultat 

poisse  être  obteon  à  Tèv  PE^^ 

IV.  Trouver,  à  un  millimètre  pr^s,  le  rayon  d'une  sphère 
d'or  de  lOOOO',  sachant  que  l'or  vaut  16  fois  plus  que  l'argent, 
à  poids  égal»  et  pèse  y  à  volume  égal,  19  fois  plus  que  l'eau. 


Si)LUTIQNS  DES  EXERCICES. 


CHAPITRE  PREMIEft. 

I.-.  . 

,  .  '  .  • 

i 

Les  dislances  des  deux  courriers  au  point  0  sont,  après  le 
M^n^  I,  a'-\-v't;  la  distance  qui  les  sépare  a— o'+Cv— t?')^ 
ôia  if*^a-\-{v' — «)lt  selon  que  le  premier  se  trouve  en  avant 
gtf  611  «rridie  dii  leoontt.  1a  distance  dttjKttnt  0  an  mO^ 

4iglanoe  <|ui  les/iôpare  est»  dans  tousles  cas,       -f  "t^^' 

H. 

.  Ona  .  (a+*/^û?+^:h^». 

(a— ^]P>=d^-.ia6+y» 

«i  retrandiant  (a— 6)"=4a6. 

Sil'onpose       .   «+6  =  *,  *=sB, 

ingis  2a  =  a-f-6  +  ^  —  ^  =  A  +  B, 

et,  pai- suite,       A*  — B»=(A+BXA-B).       /  . 

m. 


P'  v* 


19 


» 
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IV. 


■i  « 


ÛQliè  le  premier,    ^  d'eau,  -  defta;  . 

r 

DaaskaecoDd.  4'eu.  de t^b; 

Baaslelroisièine,  or  +  ?2!xf  d'ew,.*' +^^^  dem^  . 

•  •  V.  •■• 

'  Dans  le  premier  vase,  la  qnaxiUié  d'eau  sera 

et  la  quaaiitc  de  vin  ]  - 

les  quantités  analogues,  pour  le  second  Tase,  s'obiiendroni 

en  changeant  v  en  v\  t/  en      et  faisant  correspondre}^ an  \ 

liquide  la  formule  qui,  ici,  cùmtjfonû.'k  iautre. 

VI. 

Si  chaque  mois  avait  trenle-et-uu  jours,  les  rangs  des  jofin 
du  (»-|~l)"'  mois  seraient 

[1]  m  +  31n. 

Mais  les  2»*,  4-*,  7^  et  0"»*  mois  ont  trente  jours;  la  lannnle  [1] 
donne  donc  une  valeur  trop  grande,  savoir  :  de  une  unité,  si  - 
Il  est  S  ou  3;  de  2 unités,  si  »  est  4, 5  ou  6;  de  3  unités,  sî 
»  est  7  ou  i,  étde  4  unités,  ti  n  est  9,  10  ou  11;  or  les 
excès  sont  précisément  représentés  par  la  paitie  entière  de 

^^^^f  pour  les  mêmes  valcu»  de 
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vu. 

.         U  degré  du  mélange  est  5^4^  î 

IID  -4-  HD' 

CetlG  formule  couvieiU  lors  même  que    .||Tij/-  est.  moin* 
drèrqneN. 


CnAPlTRE  II. 

f 

-         •  . 

SdîI  le  polytioitié  a+H-«+'+.«-ifc+^  Pour  lé  niiHi* 
plier  par  lai-oièiEie,  il  font  multiplier  ntcceesivemeiit- duMun 
deslermcs  tt,  fr,      ...^  A,  /  par  a,  ft,  A,  /  :  on 

obtiendra  ainsi  chacun  des  carrés       6*,  et  deux  fois 

chacun  des  produits  des  fermes  deux   deux  :  car  l'un  d'eux,  M 

par  exemple,  s\)l)liLii(lra  en  mulli(>!i;int  le  terme  h  du  mullî- 

plicande  par  le  terme  d  du  multiplicateur,  et  le , terme  é  du 

multipUcande  par  le  leque  b  du  multiplkaleiir. 

*  • 

H. 

«  ^  • 

Soit  le  polynôme  a+6  +  r-l-...  +  À  +  ^.  Son  cube  est  le 
produitdu  carré 

|iar  a-|-dr^^'+*  ' 

Il  est  évident  que, dans  le  produit,  il  y  nura  des  termes  tels 
que  o',  qui  se  trouveront  chacun  une  fois;  des  termes  tels  que 
i^b^  qui  se  troureroiit  trois  £ois ,  savoir  :  comme  produit  de  a* 
par  6»  ^  ensuite  «omme  produit  de  2od  par     des  termes 
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tels  que  abc,  qui  se  trouvent  six  fois  :  comme  produits  de  *2a6 
par  c,  de  2ac  par  6,  et  de  26c  par  a.  ' 

Il  suffit  d'efîcctuer  les  opérations  indiquées  dans,  les  den  ^ 
membres  ;  ils  deviennent  ideoliques.  ' 

IV. 

On  a  *  , 

On  verra/le  même  que 

CD(C*  +  I>')  =  2l(a— c^jj];  •         '  ^ 

orona 

*  • 

Qideméme   (c  +  d)*— (c— d/=8cd(c*+<l»), 

et,  par flttile,  d'après rbypolbèse,  ^  '. 

(a+^)*-(ii-.^)*==(c+#--.(c-^il)*, 
ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

» 

V,  VI  iT  VH. 

Ces  trois  exercices  ne  présonlcnl  d'autre  difficulté  que  la  ion-, 
^eur  des  calculs  :  le  lecteur  les  vériiiera  lui-même. 
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VIII. 

Admettons  que  la  formule  soit  démontrée,  quand  il  n'y  a  que 
•  ,^pianlités  a,  6,  c,  k.  Pour  prouver  qu'elle  est  mie» 
qdiÊaÈà  on  introduit»  en  plus,  la  quantité  /,  il  suffît  de  prouver 
qat»  dans  les  deux  membres,  les  tcnnesen  I  sont  les  même»; 
•r#  dans  te  premier  memlûre,  les  femepea  /  sont  représentés  ' 

or,  dans  le  second  membre ,  en  prenant  les  termes  en  ^  (uu 
dans  chaque  parentlièse),  on  trouve,  en  effet, 

etlestenoe^en  l  sent 

<*»+e(H^>fV'+...+te(*4-/+.,.+.4-|-a)+(A+>+-..+fr)a<, 

et  fl  est  .  évident  qoa  l  ,  mnlliplte  la  somme  des  carr^ 
— +     e(  deux  fol»  la  somme  des  produits  deux  à 
.ffecesquântttés. 


Ona 

V        H-  6<*=(y + js — + (s—  y (« + Uf. 


n  suffit  deprouverqne  si  la  formuteeet  vraie  pour  le  casde  m 
nombres,  élleje  sera  encore  quand  on  en  considérera  m  +  i. 
SM  donc  le  théorème  démontré  pour  les  nombres  x,y,z,  u,  v, 
de  sorte  qu'en  posant 

»  ♦ 

on  ait 

(l+«Xl+*)(l-»-jXI+rXl+*)s=tt-«»Xt-p)(l-îXWXt-*). 


Digitized  by  Google 


*  *  ■ 

Il  £iut  prouver  que 

<m,  en  divisant  les  déux  menibres  par  ceox  de  Tégalité  piréoé-  . 
dsntey  '  .  '         '  ' 

e'eal-à-dire 

oe  qui  8^  Yéiiûe  facilement. 

XI 

XII. 

Supposons  que  p  soit  pair  el  égal  à  2/i,  le  coeflicient  de 
est  évidemiiicat  .  .  . 

S*+a(l^l)+«p-2)2+2(p--3)3+...+2|ïM^l)l(*-l)+ 

1  +  2» + y  + ... + - 1/      -  ^^7^* 

l4e  coeXQcient  demandé  est  donc ,  eu  rcuipiavaut  h  par  | , 

ig-')!  '(f-)î'>-"./ 

i     )  ^  i  +1-. 
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aonmoNs  des  sxmacis. 
S 

Si  p  est  impair  ci  égal  h  th+t,  le  oôeffident  de  le»  est 
•  <P+«(P— 1)  + ...  2(P  ^        2/>(l  + 1  +  2  +  3  + ...  +  4) 

él  Von  effectue  facilement  la  somme  en  se  servant,  comme 
plus  haut,  des  formules  qui  donnent  1^  soiîime  des  nombres  * 
naturels  e(  la  somiu^d^  leur»  caiTés.' 

XIII. 

Eb  multipliant  les  denx  membres  par  ^Oi  lesdéno* 

minateurs  disparaissent ,  e\  l'on  obtient  une  identité. 

0 

'    ■    :i^iv.  .  ^ 

•  .  •      ■  .'         ^  ' 

Cette  égalité  se  vérifie  ,  comme  la  précédente,  en  multipliant 
les  deux  mendires  par  l^c\t^^U^  et  effectuant  les  opéiations. 

"  XV; 

■ 

IhimultifAfantlesdeaYmembrespar  y"), 
*les  dénominateurs  disparaissent,  et  en  effectuant  les  opérations 
on  obtient  une  idoulilé. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  j^^fip + on  obtient 
«ne  identité. 

•  •  • 

•  •  • 

•XVII. 

En  supprimant  les  (acteurs  communs  aux  deux  membres, 
oette  ésB^\è  devient 
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*  • 


ce  qui  devient  identique  si  Ton  réduit  les  deux  tenues  du  second 
iDeoabreaaiikâiiiedéiu^Biiiiateur.  ,  s 


CHAPITRE  UI. 


ËD posant       t'-j  +  (s*+p';']'=A,  • 

.       A»+ B*+3AB{A+ B) = A»+ B»+3ARr,. 
nkais  A^+B^«s:^«g, 

ou  Àb=;C-i»P)*==-p; 

dope  2g— 3jm;,  / 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

II. 

Eu  ékvaut  les  memim  au  carré 

.  .  .  «  a 

mais  [a+(a^— ô)'][a— (a«— = 

donc,  en  supprimant  de  plus  les  termes  îi-llÔ*  ZIÎ^JuSl* 
qd  se  détniisent»  on  olrfieiil  une  iéeaii 


i^iyiu^cd  by  Goo^''' 
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.  *  • 

III. 

* 

IV. 

Le  premier  membre,  eu  développant  le  carré  indiqué,  est 
ce  qui  équivaut  bien  à  * 

r 

si  on  ol>senre  que  l'on  a 


CUAPITRE  IV. 

I. 

Il  est  évident  que  b  aolutlon  n6  dépend  pas  dé  fpi,  n,  m'y 

et,  en  effet,  on  peut  considérer  les  deux  vases  comme  renfer^ 

mant  chacun  un  certain  liquide  et  cherclier  à  mélanger  les 
liquides  en  même  proportion  tlans  les  deux  vases,  il  est  certain 
qu'alors  le  rapport  de  la  quantité  d  eau  àla  quantité  de  vin  sera 
la  même  dans  l'un  et  dans  l'autre. 

£n  nommant  x  la  capacité  du  vase  inconnu ,  l'équation  du 
piroUèmeest 

4*oùrendédnil  4^»-^. 
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II. 

Soit  X  le  degré  de  Teau-de-vie  à  a'  le  litre,  ou  à  lOOo^  l'hec»* 
tolilre,  nous  aurons,  en  dôsi^qianl  i).'ir  a  ce  que  nous  avons 
appelé  a  dans  l'exercice  Vil  du  chapitre  i, 

donc  «sss — .  


*  * 


de  même  le  degré  -de  Teau-de-vle  à  6'  est  ' 

1006— P+«N.  •  ■ 
 , 

si  Ton  niélan^io  H  Iioctolitrcs  d'cau-de-vie  au  premier  degré 
avec  (1 — H)  liectulitres  d'eau-de-vie  au  secoud,  on  aucaua 
kectolitre  au  prix  de 

p^,j-H(100a--Pt.N)^(t_B^(100fe-P+.N)^^J  ^ 

et,  en  égalaiit  cette  expresâon  à  lOOi? ,  on  aura  une  étpiation 
do  premier  degré  pour  déterminer  H. 

Ut 

Soit  X  le  noflilR^  de$  secondes  après  lequel  cela  aura  lieu, 

l'arc  parcouru  par  re.Ux  cuiité  de  1  aiguille  de^  secondes  est 
(en  prenant  la  cktonAIrence  pour  unité  )  ;  raiguille  des  minutes, 
parcourt  dans  le  mâme  temps  un  arc         et  laiguille  des 

heures        I/é^pution  du  problème  est 
et  on  en  déduira  la  valeur  de 
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NoDs  sappo60i».(pto  ki  f  sûknlpiisà  pirtfar  da  ioolitte''le 
^Hs  (fteigné  de  0. 
âi  »  6Bt  le  temps  diercbé,  on  doit  avoir,  après  le  temps  ae, 

ou  bien  a  +  »a?  =  a*' +     + ê  [«' —    + (v' —  v")*! , 

i^lqn  ^e  le  troisième  mobile  sera,  à  l'époque  demandée,  en 
aml'oa'en  arrière  du  second,  n  peut  donc  se  foire  qu'fl  y  ait 
*ideta  solutions,  n  pent  ardhrer  qu'il  en  ait  aucune,  car  la 
tal^r  fournie  pour  par  la  première  équation  doU  satisfolre* 
à  la  condition. 

•  •  • 

et  ceUe  qui  est  fournie  par  la.  seconde  .doit  satisfaire  »  au  cou- 
ti:aire  ».  à  la  condition 

il  peut  donc  se  faire  qu  on  doivc-n'adopler  que  l'une  d'elles  ou 
les  r^ie|er  toutes  les  deux.    •  •  . 

Mt  m  laforiMDe  de  A,  sH  gagne,  itaura  «+12Vlaforliiiie 
d^  B  est.donc  ^"^^^  +  12.  Si  B  gâgn^«  sa  fortune  sera 

9 

^■i^+M,  etl'ondollaToir 

d'où  Ton  déduira  la  râleur  de  '  . 

É 

la  fortune  de  B  est  84. 
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VL 

(2a?  +  l)(a:  +  l)-2a^"=:9, 
îon  en  déduit  ^7=^1- 

VII. 

Soit  X  1  excès  de  ces  Irois  nombres  sur  3,  5,  8;  on  doit  avoir 


ou  .  26  +  iaa?  +  aj*=a4  +  ll«  +  «*, 

les  nombres  demandés  soilt  4,  6,  9. 

VIIL 

Soient  a^b^c  les  cùiés  du  paraljélipipède,  on  doit  avoif 


»  # 


a6  +  6c+atf' 
IX. 


L  équation  du  problème  est 

■ 

d'où  l'on  déduit  » 


30i 


Il  vient ,  en  élevant  les  deux  membres  an  curé  et  mBprima&l- 
k  terme  1  qui  est  commun, 

or  Aevant  encore  ib  curé 

■ 

d'où,  ensuj^rimant  x''  etdiîisant  parV, 
£n  éfevant  Ijss  deux  membres  au  carré,  il  vient 

#  •  •  • 

jntalti]^iiant  lea  deux  meiidMres  p^^ 

et  en  SQiiprlmant  le  terme  a^,  0  reste  une  équatoi  duprmier 
^BgD§  Qotlburnirt  la  valeur  de 

* 

:  -4  •  XII.  ■ 

L'équation  peut  s'écrire 


.  onendéduit  ^a  +  a:  :  ya— a;  ;:y6  +  l  ;  y'ô  — 1,  . 

■  ■ 

ou   ■  «±£=(HVâ!;  • 

é^ation  du  premier  degré,  qui  fonmiFa  la  valeur  de  a,  ùn 
peut  récrire 

a+ «  :  a— «  ::  (1  +  ^iji'  : (i — ^if. 
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tfoi  l'oa  didoit  . 

2(1  +  ^     l  +  è 

« 

En  âewit  an  tube.  Il  mot  .  ; 

d'où  îoa  d^duirâ  et,  jpiur  suite,  a?.  !. 

4  *  * 

■  * 

m 

Multipliant  par  (24-^)%  il  Tient 

ou  2— «3=a?«(2+aj;% 

enâemntauettrré  -  ' 

4  r- 4« + «» = «(2 + a?)  es  2» + 

d'où  Ton  déduit  a^sf.' 

XV.  • 

En  élevant  les  deux  membres  au  carîré,  il  Tient 


a^^ojc""  V«*^aW 


et  ,'en  élevant  encore  au  carré  et  suj^hmont  le  terme 

mm.  ^ 


u.y,u^uu  Ly  Google 


en  multipliant  les  denx  menihres  de  cette  équation  par  éûe 
devient  du  premier  degré  et  se  résoudra  sans  difficulté. 

XVI; 

Ea  imiItipUuit  les  deia  membres  pâr  >lx+^x ,  il  vient 
si  (Moi  divise  par 

OU  *  v'^— 1=4— v^, 

en  élevant  «a  carré 

#  • 

d'où  V«  =  t« 

XVII. 

£n  faisant  passer  a  dans  te  premier  membre,  et  élevant  an 
canr^y  il  vient 


■  • 
eu'  2Éu;  +  a«  =  — v^o«  +  x«; 

élevant  encere  au  cftfré 

équation  du  second  degiré.  (Cet  Exercice  devrait  être  placé 
après  le  chapitre  Ylii.; 

r  ' 

»  • 

XVIII,  .  - 

«  .  •  • 

'  En  diassant  ie^dénomiBatemr,  il  vient ^ 


0 
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304  '  mmoÉi 

eaéleraotiaieftné 

4«V + «f) = fti* — 1 2aV + 4«*, 
ou  16a';c'=sda^, 

L'équalioii  peut  s*écrire 
âetaot  les  deuiL  mmbres  à  la  puissance  — ^ ,  il  vient 

«  « 


XX,  ,     ■  -  " 

Soit  X  la  dist^mce  du  point  X  àln  dernière  pierre,  le  chemiîl 
à  faire  dans  le  premier  cas ,  en  prmnt  poiir^imilé  la  distance 
qiii  sépare  deux  pierres  coDsécuUfes,  est  % 

n-.l^-a?+2[(x+n— 2}4-(j:+n— 3)I+...+x]±:n—l-J-a?. 


t  -I  1  '.    'I      I  'il 

»  «  »  i   .  • 

et,  dans  le  second  cas,  le  chemin  est 

L'équation  du  problème  est  done 

(in — 1J« + (»  —  1)?  ==l»fii  —  1) , 

d'où  Ton  lire  facilement 

an— 1  • 
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soLirnoiK  DM  nauxM. 


XXI. 


«s* 


nb 


Soit  m  le  nombre  de  fenunes  cherché. 
L'ouvrage  d'un  houune  en  un  jour  est 

«  ■ 

L'oimage  d'une  fiemme  . 

L'ouvrage  de       honunes  en  n—gi  jour»     .  . 
est  .    •  '(«-p)(a-;,)^; 

L'ouvrage  de  x  femmes  en  n— p  jours      (» — i>}«-^f 
et  réfuatioD  du  problème  est 

m 

onendédnH  a?«^i+2±5.lV 


CJUPITftE  ¥• 


Uft  nombres  demandés  sont  4  et  6. 

H. 

Les  nombres  demandés  sont  28  et  St. 
Les  nombres  demandés  sont  2  et  lO. 


Digitized  by  Google 


,  IV. 

Kii  iioiiuiiiuil  les  trois  nombres  a?— or,  ic  +  ^i  Icscqua-. 
iious  du  problème  soul 

.[I]  •    ài!yy:x+y::6:9,  . 

De  la  {iraportiou  [1]  ou  déduit  . 

9 

et  OU  Iroim  tièg-fteUemeat  : 

■ 


VI. 

tt  iMrt  résoudre  les  équatioas 

Ou  lrottvc,.louiC8rcUucliunt>  fuites. 
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V  • 


mJBftms  Ois  xxuciatt.'  aor 

VU. 

11  iMit  réioiidre  les  équations 


On  trouve^  t<mle8,ré(fti4ieiift  faiAes;  ''^  ' 

•      •  ■*   •  .    ■  •  •*. 


»  * 

* 

•  •  • 

Vlli.  . 

*  «  • 

Multiplions  les  équations  par  /|,  /j,  X,,  \. 

Il  faudra ,  poin*  avoir  les  valeurs  (le  «,  détermiiier  ces  quau- 
tités  par  les  conditions 

>. ,  4.     4- + + + Ji,^  +     = 0 , 
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et  pûiir  cela,  nous  prendrons  pour  ces  quantités  les  coeliicieats 
des  oiverses  puissaïu^de  5  daos  le  produit 

On  mira,  enobsemiii  que  Xi4-^+***+^  eit  ce  ijiie  de- 
'  Tfait  cette  expression  qoand  on  suppose  «s=r, 

•  >t   ^  ahcdef  

*  ^  >i+M-M-^+>»+M->»  "  (1—/)' 

On  verra  de  môme  que,  pour  trouver  y,  il  faut  adopter 
comme  multiplicateurs  les  coeiUcieiits  des  diverses  puissances 

4e  9  dans  le  produit 

'  *  «. 

(I  — 1)(*  —  6)  (5  —  c)  (s  -    (5  —  e)(s  —  /•) , 

etrontrottvera 

*  « 

^  ^  (fl—  l)(a—  ^)(a  —  c)(o— rf)(a— e)(a— /")' 
et,  par  un  procédé  analo^, 

(II.-  ix<<-aX<<-i»X<<-cX<i-eJC<<~/)  ' 
 cftcrf/*  •  

  ahcde  ■ 

La  vériiicatioQ  o'oiîrc  aucune  difficulté;  c'est  un  pur  exercice 
de  calcul. 

XI. 

La  vérifiG^kMi  ^  i^jwiàsmtiX  um  ^SSMUà. 


10  s= 


Digitized  by  Google 


SOLUTIONS  DES  BXSRGCBS, 

* 

*  *  » 
'  J/(i  +  ^à  +  ^c 

XIII. 

On  dédiiil  du  troisième  groupe  d'équations  : 

■  (;)■-?©■■ 

Le  premier  .doime ,  paie  suite , 

■      •  * 

/xN*   «•   a* 

\ây  ""a^+^^  +  c" 
on  en  déduit  :  j  = 


on  tromrera  de  mèine  ' 


SIO  «MJJtKMIft  pis  tS8«CICS8.  • 

•  •  •  sf+af ■  ■  ■ 

y»  —  mm_ 

*  *    /  • 

SoU  «  U  longueur  cberchée,  y  le  retard  second  tindnf 
■  aor  le  preiirîer. 

Le  temps  quele  premier  traiu  emploie  à  faire  le  trajet  e^t 

Le  temps  que  le  second  train  doit  employer  au  même  triget 

on  doit  avoir    -  ~— 

Le  temps  nécessaire  au  second  train  pour  arriver  au  lieu  de 
lew  rencoiiUB  m  — 9     .  . 
Le  tempe  après  lequel  le  premier  traki  ral^tit  sa  vitesse 


Le  feinps  éooulé^entm  ce  mteutieBemenl  et  b  rencontre 
etrondotlaivoir  • 

On  trouve  alors  sans  dilflcullé  : 
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Ba  pMfOii  foimiige  en' question  pour  uiêùë  ^mstfage,  et 
mmmnk  m  le  temps  que  A  emptoierailàle  Adreeeill,  y  et 

X  le«  tempe  am^ogues  pour  B  et      ^»     |  sost  les  quan- 

lités  d'ouvrage  fait,  en.  lui  jour,  par  A,  B,  C.  On  a 

*  %  w 

t 

"iSrfl  t      I     ^  1> 

i  J  x  ^  y  S 

m 

De  [I]  et  [3]  on  déduit  :  . 


ea  - 


t 


Si  Ton  tire  de  [6]  et  [6]  les  valeurs  de  «  et  y»  et  qu'on  les 

remette  dans  [3],  il  vient,  en  supprimant  le  facteur  > 

1     .  1    _   p  1 

et.  par  suite.    jJ_+j^+_^  =  I, 

ce  qui  est  ]^  relation  demandée. 

/  •  * 


'.V 
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M.  MMIMB  MB  lOMSMI» 

Soit  A  le  premier  terme  et  fi  la  raifioa  de  la  progm^apar 
4iirérenee. 

e  =  A  +  (r  — 1)B. 

-  Pour  avoir  la  relation  demaudéet  il  faut  éliminer  A.  et  B  :  on 
trouve 

(g— r)a-f  (r— î)câsO, 

Si  la  progression  est  par  quotient,  en  nommant  A  le  premier 
terme  et  H  la  raifion»  ou  aura 

a=iAR^S 
^»=AR«-*,  ' 
ecaAR^n 

6  e 

etpar'nite   ■  ^"(^J^' 
pu ,  jeu  égalant  les  valelUB  de  H , 
que  Ton  peut  écrire 


* 


soLonoNs  DIS  smacn.  3U 
.  CHAPITRE  VL 


Nommons  K  la  valeur  de  ^/^i^L  >  on  aura 

Ax4-B  =  K(A'a:  +  B'). 

Pour  <pa  cette  éqiutioB  8oil  saUsfoite,  qiid  qM 
que  l'outil 

A  B 

et^parsuite,  Â'^^F^*- 

Rémarqos.  Ou  Batiilait  encore  aux  coiiditiona  proposée»  eu 
praiant 

Bs=B'=0, 

quels  que  soient  les  nombres  À  et  A'. 


II 

Ax  -I-  By  +  C 


•  4 


'  Fbur  que  tW^—^t  fM>U  indépendant  de      il  (àut 

(Exercice  I)  que 

'    .  .A_  By  +  C  . 

A'""B'y+G'* 

* 

et,  par  suite,  que  le  second  membre  soit  indépendant  de  y,  ce 
qui  n'aura  lieu,  que  â  Ton  a  * 

B  C_A 

Telle  est  donc  la  condition  ^r  itue  la  firaelion  soit  indépen- 
dante de  #.  On  Tolt  qift  si  du»  est  renqtlie,  la  lïractian  sera 
aussi  indépendante  de  y. 

III.  *  v/-:^^î". 

Soit  a  le  premier  terme  et  r  la  raison,  la  somme  des  x  pre- 
miers termes  e«t 
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Lamninedes  (i^+i^*  premiers tèrmes nt  • 

2  — :• 


s 


n  MMiimimmA,  d'après  rénonoé,  que  le  rapport  de 
deux  expressions  • 


'  2r;      rx  — 


•soit  ipdépendutdc     Or»  cela  exige  (Exensiee  I),  que   .  " 

2a— r  r 


Q*e8t-à*dire 


(îa-r)(A  +  l)    r(*  +  l) 
1  1 


1  > 


égi^  invontble,  à  mollit  qoe  l'on  ii'alt  ik^ 

*  Mais  on  pedt  safisMre  (exercfœ  I,  raaarque)  en  posaÉI 

te— r  s  0,  car  alors  le  rapport  [1]  devient 

r      _      1  . 

et  il  est  évidemnenl  iiidépeadant  de 

Les  progre86l<»8  demandées  sont  donc  celles  dont  la  raison 
est  donUe  du  freoder  terme. 

IV. 

Soient  les  équations 

Pour  que  les  deux  premières  équations  soient  incompatibles, 
quelle  que  soit  la  troisième ,  il  faut  (65)  que  / 

{d — fs)h'  —  {à' — e'z)b.  difïèrpnt  de  a^ro. 
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Dr,  €6tie  leorade  oonditkiii  ne  peut  étro  remplie  que  si 
roua* 

et,     '  d6'— 6<r  difîereutilezôro. 

Po«r  que  la  troisième  équation  soit  incompatible  avec  les 
deux  autres,  il  faut  qu  en  déduisant  de  celles-ci  les  valeurs  de 
^  et     et  les  remettant  dans  la  troisième,  on  trouve  une  équa- 
tion impossible  »  telle  que 

A  n*étant  pas  nul*  Les  coodUion»  que  doivent  remplir  les  coelA* 
eieolSf  sont 

Pour  que  les  deux  premières  équations  rentrent  l'une  dans 
'  l'autre  %  il  faut  (66)  que         *  .  .  • 

'     •      '  (rf  — <.5)6'  —  (rf'  — C'2)6  =  0. 

Cette  seedode  éqaatîoa  devant  avoir  Heu  qad  que  soit  a» 
eilge  que 

.  biilii,  paftr  que  la  troinème  rentre  dans  les  deoi  antres,  on 
dèitavdr 

df fo' ff ye+ ra^e  —  V'e'il + — c^M' s  0. 

V.  ■ 

Les  équations  du  problème  sont,  en  nommant  x  ce  que  verse 
un  robinet,  dans  l'unité  de  temps,  et  y  ce  que  verse  la  pluie, 
dans  l'unité  de  temps,  sur  l'unité  de  suriace , 
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3i6  SOLUTIONS  DES  EXERCICKS. 

On  en  déduit  • 

^  v'nt  —  ?;nT 

U  proMte  Mt  finponlble  si  roD  a 

mais  il  devient  indétenniaé  si  l'on  a  en  même  temps 

vs'tf=iv'st.  .  ' 

La  condition  d'impossibilité  peut  9'écrire,  en  supprimaot  lé 
laçkeur 

«MM  ^«  « 

BHd  exprime  fliora  que  le  uonilnnedefc^iliétBdaiMi'leBdeux 

vases  osl  proportionnel  aux  surfaces  ;  dans  ce  cas,  le  rapport  de 
la  quantité  d  eaii  versée  en  un  môme  temps  dans  l'un  et  l'autre 
vase  ebi  évideuiuicnt,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a;  et  jr, 

égal  à  la  valeur  coynmune  de    et  de  -7  ;  gIi  sorte  que,  connais-  .  * 

sant  le  temps  i  que  l'un  des  vases  met  à  se  remplir,  on  peut 

calculer,  par  une  règle  de  trois,  le  temps  t  oiécessaire  pout* 

remplir  l'autre;  et  si  là  valeur  donnée  de  1^  ne  coïncide  pas 

avec  la  valeur  ainsi  calculée,  le  problème  est  impossible.  Si, 

au  contraire,  ees  deut  valeurs  sont  égales,  les  deux  cetiditîbnB  ' 

données  rentrent  Tune  daqs  l  outre,  et  le  problème  est  iodé-  . 

terminé.  *    v  * 

.  •  »• 


CHAPITRE  VII. 

I. 

te 

Le  point  X  esté  une.diatancedu  pointû  égaiieà 
»  étant  le  nombre  4es  points  donnés.  Cette  formule  s'étend  à 
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tous  les  cas,  |yoiirvu  que  l'on  considère  comiuc  négatives  les 
distances  «omptées  à  gauche  de  0. 

II. 

La  gcométrie  donne  finalement  la  solntk^  : 
[1]  .  A::a:6, 

(a — d)d?saA. 

•  Si  a  est  moindre  que  h  y  la  solution  est  négative.  La  base  a 
est  alors  la  plus  rapprochée  du  sommet  du  triangle,  et  Ton  a , 
en  nommant  x  la  distance  du  sommet  à  cette  base, 

ffl  '  «:«+A::a:*, 

ce  qui équivant  à       a?  : —a?— A  ::  a: 

^quationoblenueenàiangeant  dans  [1]  x  en  La  solution 
dé  [1]  sm  donc  fournie  par  celle  de     prise  posUiTement. 

■  • 

III. 

En  nommant  x  la  base  et  y  la  hauteur  du  rectangle  cher- 
ché, et  2/)  le  périmètre  du  rectangle.,  on  a 

•  •     .  •  » 

et  la  géométrie  loornit,  en  outre ,  la  proportion  * 

h\9i\\k\h — y. 
'  .  £n  résolvant  ces  équations  »  on  trouve  : 

Pour  que  les  ineonnues  soient  toutes  deux  positives,  il  ftot 
que  p  soit  oom^iris  entre  ^  et  A«  Si  A  =6,  le  problème  est 

impossible ,  à  moins  que  p  ne  leur  soit  égal ,  auquel  cas^il  de- 
vient indéterminé.  . 


1*  SuppoMms  h>b  et  p<b;  y  est  alors  négatif  et  9  pê^ 
«lif.  SI  Ym  «onnie  p  la  valeur  de  y  et  a  celle  de  x,  ^  et  « 
satisfont  alors  aux  relations  :  ;   *  ^ 

«  et  p  sont  les  den^  côtés  d'un  reetgng^  dont  la  diflérenice 
est  égale  à  la  ligne  donnée  p,  dont  Time  des  liaâes  coïncide  en 
diraâkm  avec  la  base  è  du  triangle,  et  dent  les  deux  senuoeis 

sont  situés  sur  les  colés  prolongés  en  dessous  de  la  base. 

2°  Si  Ton  a  /i  >  ,  p'>h,  y  est  positif  et  x  négatif  ;  les 
valeurs  trouvées,  prises  posilivcmenl,  correspondent  nlors  à 
un  rectangle  dont  la  dilïérence  des  côtés  est  et  dont  deux 
soioraels  sont  situés  sur  les  côtés  du  triangle  donné,  prolougé^ 
au-dessus  de  son  sommet. 

3*  Si  l'on  a  A<6  et  p>'b^  y  est  négatif,  et  rinterprâtu* 
eut  la  Bséme  que  date  le  pranM  cas. 
.  4*  Enfin»  pour  A<è«  p<A,  l'interprélation  est  la  mémo 
gne  dans  le  second  cas. 

IV.  \ 

•  'nr'i —  ;  ' — \  '■ 

En  supposant  que  le  point  X  soit  à  droite  de  la  n"><  pierre,  à 
«ne  distance  » ,  on  trouvera  pour  équation  du  problème  c 

2  m  [  1  4- 2  +  3  +  . . .  +  (» — 1 }]  =  (n  - 1  +  a:) 

on  en  conclut  : 

  2»-l  

Si  I  on  a         ««(n— 1}— (n---l]P<0, 

c'est-à-dire  «<-• 

•  * 

la  %alcur  de  m  est  négative. 
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• .  ¥9at  voir  si  ïon  peut  Tinlerpréter,  il  feirtiroir  li  (1^  l'équii» 
tioii 

+  8(11— aî—8+«— «—34- 

correspout!  à  un  problème  aiinlo^ne  au  proposé. 

Or  cela  n'a  pas  lieu.  Si,  en  effet,  on  supposait  le  poiut  X  placé 
à  gâuclie  do  la  nrf*  pierre,  l'équation  du  problème  stmi 

j9  désignant  le  rang  de  la  preuiière  pierre  située  à  droite  de  \. 
Les  équations  [I]  et  [2]  ne  coïncidant  pas,  on  voit  que,  daiiQ  go 
CM»  la  MiulioA  négative  ne  doit  pas  être  portée  à  gauclie« 


V. 


« 


£u  nommant  fj  ei  x  les  perpendiculaires  cberchées,  iâgéo^ 
néirie  dumeteileniuit  : 

'  ;+5-..  . 

on  en  conclut  les  v.ileui*s  de  x  et  de  y.  Ces  valeurs  convien- 
nent lors  nième  qu'elles  sont  négatives,  pounu  qu'on  ]>orle  les 
valeurs  négatives  de  x  à  gauclie  de  OÂ,  et  les  Vtdeurs  néga* 
Uves.de  y  au-dessous  de  OB. 


■s. 
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CHAPITRE  Vm. 

I. 

En oonuiuait     et     lesracinesd^réquatiôn^  ona 

.  •  ■ 

1   .   1  _  6*  46^ 

de  a:,  que  si  l'équation  ... 

•dmet  une  kifiiiilé  de  racines.  Or  ceia  esi  ittpoâiiUe,  si  l'on 

eUparsoite.  ï=|  =  |- 

■ 

:  • 

III. 

Si  ces  trois' firftctions  sont  égales  à  un  même  nombre  K, 
Téquation 
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8oi:imo>'s  mtg  kxckcioM.  Sî î 

adniet  trois  racines  j-,  y,  ::,  re  ([ui  est  impossililc  si  Xf  y,  -z 
aoQt  dîiSi^entes^  à  moins  que  l'on  n'ait 

.    V        A=KA',  B=rKB',  C=.KC'. 


IV. 


Pour  qye  la  fraction  proposée 
•  •  •  . 

'     •  '        .  Ay'  +  (ftr  4-  D  )y  +.€a:*  -f-  K.r  -|-  F 
Ay + (B'oî + D')y  +  W + E'«  +  F" 

soit  indéi^ndaiite  (le  y,  il  faut,  d'après  ce  qui  précède,  que. 
l'on  ait 

les  fractions   *'  ^  -H^-^+g 

,  les  iraclions        gj+p ' .  C'S+KÏ+F 

doivent  donc  ôlre  indépendantes  de  et»  par  suite»  on  conelut 
de  ce  qui  précède 

A  _B     D    C  _K  _F  \ 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  (rexnminerle  cas  où  A  e|  A' 
sont  nuls  :  le  raisonnement  pré^^dent  est  alonreo  ddlliut,  inafs 
la.eonch|MOtt  ilttkisiste. 


SqH.  é.  Jtf^listance  de  B  à  C,  et  v\  t»'  les  deux fit^ssies;  la 
vencfl^re  fle  fcf&lipiiès:  im  temps  égal^â 


*  •    •  ' 

lès-opeees  parcourus  seroiil  alors  ■ 


vd  r'd 
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elles  eapiOM qui  rflstcront  h  parcourir 

v'd  vd 

temps  nécessaires  pour  oes  parcours  sont 

v'd  vd 
•  v(p  +  vy  v'{v+vi'y 

A  doit  donc  avoir    '  -^[f  ,  =  4 , 


viv  +  v') 
vd 


7;  =9, 


l'on  déduit 


VI. 


Si  l'on  pose  \/x  ais  3  ^  celte  équation  devient 

Ift  se  résoiit  à  la  manière  des  équations  bicarrées. 

VII. 

Si  Ton  pose  Sa;' +  307  =  0,  celte  équation  dcvieni  , 


équation  du  sci  oiid  dcgro  qui  fera  connaître  s.  On  en  déduil» 
x  en  résolvant  une  seconde  équation  du  second  degré. 
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Cette  équatkm  équivaut  à 


2v/2— 3;» 

qui  se  résout  sans  difficulté. 
♦ 

»  # 

»  -   


En  divisant  par  y^l — x\  cette  équation  devient 


oa,  en  ponnt 


équation  da 


V 


degré  d'où  l'on  déduira  la  valeur  de  z.  On 


«onnaltrajJiiffs  et,:|HHr8DiUu«. 


Cette  éqnatîDn  équivaut  à 


on  à 


ai- 
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.   .  •      .  •  ..  '  •  •  •  '  • 

* 

'  Xi.  ' 

•  •         •     .         .  . 

•  •  • 

fin  iioniil  ikr+ii^==it  cotte  éqpfttÎQBde^^ 

et  se  résout  sans  di£tkuUé.  '      .  '      -  * . 

•  •  •  •  • 

XII. 


.*» 


5+1 

a* 


5 

1^  limite  est  |. 


XllL 


^  ayant  une  limite^,  -  teadvers  O;  parsuife^  7  cfoll 

îodéliiûffieRt',  at  la.Uraiie  dainaiidée  est  Qt   •"    •  ' 

•  -      *  ' 

Soient  a  la  dislance  du  centre  an  (M>inl  0,  cl  jr  Radislaucc 
la  perpendiculaire  cherch(^e;  tn  Ja  lan^^enle  de  l'angle  fomié 
par  la  droite  considérée  avecle  diamèlre  CO;  z'  et  5"  les  dis- 
tances des  points  A  et  B  à  une  perpendiculaire  au  diamètre 
menée  par  le  centre,  el  R  le  rayon  du  cc[rçle  .:  m'  ^A  a*. saur 
radhasd&réqvatton  : 

Diaiaona.  j?fi*i^V,'Vt=j?— p. 


»  t 
V 


Ê 


f  M9tU  doQC  racines  de  réqMiilioBL  : 

•  .  -    *  • 

Ift  aomme  - +-  est  égale  à  •  •  .  . 

Çê  jHqpporl  do^..è^  iifdépeiûllaot  de  «,  et»  par  ^»  ûa  doit 

On  y  peut  satisfaire  en  posant  :  :  *  . 

•  •  •         .  •     •  .      ■•      .  • 

îota:,  .... 


t. 

■  •  •        a?  =  — . 


XV.    .  ' 

* 

Soit  d  la  diSlancc  des  ccnircs  ;  x  lu  distance  du  point  clicr- 
ché  à  l'un  des  centres;  x-{-d  la  distance  à  l'autre;  H  et  R'ies 
rayons  des  deux  cercles;  a  la  distance  du  pied  de  la. perpendi- 
culaire'^duidérée  au  centre  du  preouer  cercle;  «+4^  û  dit-- 
laiiçè  au  cç^tredu  seeônd.  L*ex(tri»8ida  •  . 

*■  '      '  '  ■  RV^«'-|-(^  — .  / 

....  •   :  .  K'^-C.+A'-f 

doit  'être.  nidé|jKebdiaite-  dé  .«.;  ôn  en'CQadut  : 

•  ■'     .  '     &r     -  .  .Jl      '  R'  +  g*   '  • 

équation  qui  devient  du  second  dcfçré  après  qu'on  a  chassé  les 
dénominateurs  et  suppriuié  les  termes  communs.  Nous  laissons 
au  lecteur  le  soin  dé  faire  ia  discussiop  et  d'interpréter  les  so-, 
Itttions  néf^ve?. 
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.    »       "  ILVl. 

.  •  •  • 

L'éqfuation  peut  &e  mettre  sous  la  forme  *  . 

I  t  •       •  ' 


•  •  •  , 

équation  du  second  degré  qui    résoudra  sans  difficulté. 
.  "       •    »        .  *  «  .  • 

llfMil.lire 


Cette  cquittion  peut  se  mettre.'sèus  laforme 

'  .     '  . 

EMft  «  lésâudMi  en  poegat  .     •     *  f 

* 

t  I 

•  ■     -  • 

3^  «sa». 


XVIJI. 

U  vient,. en  citiassaai  le%  dénominateurs , 

ou.,  eapo^t  9a  =  6,  &s=:-y, 

e»  +  2y  =  2y»(36+y)'; 


•*  •    '•  SOUJTION^  DES  BXCBCICBS. 

.  ■  *  • 


éfu#<m  4d  devient  dv  seèçnd  degi^  si 
.8fi*,*  ooimniin  aux  dein  membres. 


Cette  .{quatloiipeut  Vécrire  : 


DU 


qui  seirésout  sans  difficutté. 


CHAPITRE  IX. 


I. 


Là  seconde  éq^uatiou  dqune  ; 

f 


ee  qui  mfil  i&  première  sous  la  larme 
d'où  af^  +  &^=^%a  "  6»«  •  ,  ' 


éqmlioa  irai  devient  du  second  degré  «l'on  poae  «  ' 
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;  '  fioirTk»s  DBS  isttoaâc». 


-    .  II.    '  * 

Soient*  sb^y^u p  les.  côtés  des.  Ueu^  rectangles  »  on  a  * 
.£}]      •    '    ;  xy  +  mzz^q,   •  •      \     .    •  . 

Al  litioataDt  les.<^guatiou6  U]  1 13]  et  £4] ,  il  vient  :^ 

.  •  * 

et  eu  divisant  par  [2]  : 

m 

L'équation  [4]  donne  : 
L'équalion  [2J  donne  : 

'  Remeltantles  val^rs  de     cl     dans  [3],  il  vient:- 


r  - 


=a— w  =  a  — S"  \ 

.y 


-  Èl(î±P±É ^  y) 


équation  qui  se  résout  s^iis  dirncullô.  y  étant  coonu^  l^sautres 
incoanuesà'obiienueiU  immédiatement. 
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•    .  ■  -  •     0k  *  ^ 

:  .       ;  lu,        ■  •  V-  • 

»  ... 

.*  *  »'" 

'  '        -  .  V  •   '     a  ;  09  :  a^*  : .;.  :  04%  . 

'  '  '  .  •  '  •  .*  ■  .  *  ' 

la  progmàkni ,  Si  là  Bommè'  der  termes ,  Si  la  énniiic  fie  leurs 

«arrés,  StetfêéeléMeiilie6,4M»a   '**  ^ 

.       *   .  •  .  .r  * 

•  En  4ivi6aQl  i.2]  cl  [3]  i>tàr  LU  '  *  '  *      .  .   •      ^  *. 

•  W  y,-     -  ,  ^^^^ 


V  • 


'mis  OD  d6duU  d«  11]   .  . 

•  •  •  .     •  !  • 

.Ces  val^rs  subsUluces  diuis  (.4]  el  [5],  doimeiU 

.  s._(g-i)Si  +  a«  '  ■  ••  .  ,     •;  ,* 

m'   -S»    te  -  IjS.  -f:  al'  +  -  ps.  +  «j  4-  a* 
5*  7          -  .    .  .» 

oa 

.  Où  déduil  de  [6]  '  \." 
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SuMitoAiit  celte  .vdanr  dans  £8] ,  il  vient  uoe  éK^àSBim  da 
second  degré  en  y.  * 
Connaissant    les  calculs  précédants  font  connaître  a  et 
•  par  suite  n.  .  '  •        '  •  *' 

Le  produit  des  racines  de  Téqualion  en  q  csl  l'u^ùté.  Le  kç-  . 
teur  cherchera  à  expliquer  c^tte  c\rcon&tance.   * .      ;    ,  , 


IV. 


*  En  inullipiiaut  depx  à  à^em.  les  équations  proposées ,  on 
obUent  .  . 

•     •  .*••=«■.  /«s»'-  ■•  •  . 


V. 


ËD  retrancfagail  snocessiTemaïf  dmcttie  de»  trois  équatioBif 
données  de  la  sonuae  des  de«f  anfres,  ov  ol»tleiidm  xy^  xs, 
aott 


•  •  • 


[l]    •  œif^kt  xztszk',  y5=slf.  .  * 

•En  midtipUant  ces  trois  éfiiaGons.Rieiiilnne  à  meiàbie;  on 
usa 


[2]  *  •  xyz=:^ylkk:h''\. 

et,  en  divis^mt  [2]  par  chacune  des  équations  [t],  onpbtiendca 

Si  l'on  pose  «yso,  x+y^v^  on  a  deux  éffOHtlwistdu  pre- 
mier dco^ré  qui  font  connaître  u  et  r.  La  détermination  de  x 
et  de  y  ne  présente  ensuite  aucune  difficulté. 


m 


VIL       '  * 


* 


.  .  •    Soit     +     -f- </ —  0,  réquation  du  second  degré,  dont 

*t  If  sont  le»  racine  Ou  a  (Jilwcice    d^apitre  Tm).,  .      *  * 

•  •     •  •       •  ».         «     .  ■  •  • 

'  ».  » 

I 

La  première  de  ces  équations  fait  couuaitre  p^€t  la  seQOude 


VIII. 

*  liji  (kvisani  iueinl)i'e  à  meiubre  ks  équations  proposées,  il 
.'^îetit  .   *   .  • 

*         • .  •  ♦ 

*  <^  —  ^  — :£iif , 

•  ■  •  • 

y\ficy— «y=G*+«K«+y); ....  . , 

■  • 

inife  cm  déduit  de  la  première  équation  •  • 


y— 


3^ 


€11 8ub6titHai)l«  ir  Tîenl 

'  •  ' 

ou,  en.  divisant  par  aH-«  etmnltipfianipiDr^#» 


ou,  en  élevant  au  carré  et  réduisant, 

*  •  ■ 


Digitizedby  Google 


3St  soL4iTioii^  OKS  maoïGi^ 

9a|MM«é|Mur9r  #  deux  1 


»  • 


^      .       "  » 


•  Posons  yi-^»,.v'if=».  Us  équations  «levi^iQieiit ....      '  . 

V  *  H  »  lit»  . 

•  .  .  .  "    .  ■ 

Lft première  éq^  '  \' 

fiîTOBfOee  i-ffv^Ki/i,  ii».s=tH%  a  vient     .  * 

•  '  *  .*  .  •     •      *  *  • 

et  de  ces  deux  équations  on, déduira  facitemeni  «i  èt  «i. 


•  -  En  élevant  au  carré  los  deux  moiiibres  de  la  ^emièfe  équa- 
^ou,  et  remplaçant,  a;^  pai*  4ab,.  *  */• 

+ to  — a*X+ — 
4ue  Ton  peut  éeritè 

Oii  peut-y  satisfàire  en*poeant 
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•  -XI. 

■  OndéiMtdes^ildedoBnéef  :  '     .  ;     :  ; 

**  *    .  •  ^  * .  ,  a  p-  p  ... 

^  .  -.c  '  6    c  ô  '      a .  «        9  ' 

GomibilBanfiiHisl  les  rapports  soient  ssKor,  y»K'«ff 
l'une  des^équations  données  devient 


.....  a:(lv-f-K'+i") 
•d'où  l*on;défli||t*ii  a;  et,  par  suUe^  y  ci  ^. 


'  XII. 


Soient  a,  aq,  aq^,  aq*  Iei>  q'uutf» noiiibres  en  ^ogressÎQn; 
S^,  Sf  les  sommes  données  :  on  a     *  •. •     *  j". 

En  divisant  llÇl'far  le.carré  de  £1],  / . 
ou.  «aVeinpbcâit  |^  par  ^^.^i^^  , ,^ 


•  Digitized  by  Google 


•  ♦ 


(-i)(''+îo-'S('+i)-i='=  •  ■  ■ 

et  n  l'on  pose  y  +  -  = 

cette  équation  devicnl  du  second  degré  en  La  solution 
s'achève  facilement. 

.  XIII. 

-  • 

«  et  y  étant  les  deux  chiffres,  on  a 

éfuatknw  dont  la  scriution  «e  préMBle  anbne  4MaM. 

XIV. 

Sf^.^^  k  tojgPMt  tes  troif  diilAneSf  on  a 

[1]  '  .  •  y«  =  j?«, 

t  J  «+y  * 

t3]       100a?+ iOy      +  694  =  100a  +  lOy 

•  > 

Les  équations  [2]  et  [3]  sont  du  promiei- degré  ;  on  en  d(iduira 
X  et  s  en  fonction  de  y,  cl  les  remettant  dans  [1],  on  aura 
'une  équation  du.second  degré  qui  fera  connaitre  y. 

•     .    XV.  '  ' 

Si  on  multipUc  la  preniitire  équation  par  a? +  yt\iS?ii«"*<le- 
vient  » 

et  peut  faire  connaître  x'—'f. 


ComulMUit  ^— sf»  et  «•+^s=a4,  la  solutioir  s'achève 
aiffieiiUé. 

xvi. 

Si  on  divise  h  première  équation  par  ,  et  la  seconde  ptr 
«"y*,  il  vient 

•OÙ,  en  effectuant, 

* 

« 

Uvient  v+wsetê^' 

'  ■  ■ 

d[oùTon  dédvira  8806  pairie  «  et  9,  et  par  suite  ':b  et  f. 

xvn.      . . 

,  Posons  ^jfsjsti,  Vy=tt;,  U  vient 


tm  déduit  de  cette  dernière 
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336  .  'spi(iiTiqi«s  pE^-KXiuicicai^ 

égalant  ^iieux  ytflâurs  de  i^,     '  > 

•       -  '  *  •   *  - 

Repi^tt^nl  jcette  valeur  ûam  Ic$  éqqations  proposées/ 

"     r'-    '  '»      .     '  '"■  • 

•       •      •    •  '  .     •  »  •  • 

.  . .\  •  .      .  •  •. 

'd'où  Te»  dédùira  sampeîDe  la  valeur  ile  9.  - 

•    •  •  -••'"*. 

... 

;  La  première  équaliourpcut  s'écrire 


f  1  '* 


■  •.    ■      ^-  .         '  . 
on  0^  idenliquement  ^  •    '  *' 


équétjon  qtù^éiosààt  aveê  ia'aeooBde  de»  proposées 

III  •  • 

pose  On  peut  donc  écrire  *  •    '  * 

'  .  '  111- 

.  *  •      •  .  • 

,  '         '  •        •  • 

d'où  l'on  déduira  ticilcinen^  a:'  et  y',  par  suite,  a; 


Rem^qub.  Nous  aYODs  admis  que  ks  deux  équations 

»  * 


entralnéut  4- y!)'; 

cela  n'est  pas  rigouiciiscineiil  cxael;  \f\  réciproque  seule  est 
vraie;  aussi,  le  piocédé  donne-t-il  des  sululious  du  S)'sièiuc 
proposé,  mais  non  pas  toutes  les  solutions. 


XIX. 

*  •  * 

posant  x^=x',  y*  =  i/,  fes  éqmlioiis  proposées  derienneiit 

OU  -i-f^+^îP^  ssa, 

en  divisant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 

*  ^ 

=|. 

et  oh  trouve  fiwiieBiait 

a+- 


.  A. 


d'où  l'on  déduira  sans  peine  x'  et  y', . 
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Ct!S  équattons  peuvent  s'écrire 
on  en  déuuit  = - 1 


V  à—a 


Cette  imleur,  nanise  dans  Futie  des  deux  proposées*  .donsera 
une  éqoitoircbcaelNinddegTé  eB  y. 

XXI. 

Soient  ^--!^>  ^>  «-h^y  les  cinq  nomliires; 

leur  sonune  est  6x  etleHr>no4uii 

étant  connu,,  en  égalant  ce  produit  an  nomliEe  donné,  on 
ama  une  équation  bicarrée  en  y. 

XXII. 

Soient  a?— 3y,  ir— y,  iP+3y  les  quatre  nombres; 

on  donne  leur  soninfie  4ir,  cl,  par  cous^quenl,  x  peut  être 
regardé  comme  connu;  Téquatiou  ù  résoudre  est  alors 


ou,  en  groupomt  les  termes , 


•  '  '  0* 
■t  , 


ce  qui,  en  chamnt  ies  dépominatettre»  devient  une 
bicarrée  ea  y«  . 

XXIII. 

I 

.  il  laut  lire  à  la  place  de  la  première  équation 
iselle^guatiottiieii^t'éqrirê  • 

OU  I  ' 

mais  la  aecoDde  des  équations  proposées  doDpe 
,et,  par  suite, 

Substituant  dans  [11,  il  viejit 

qui  deviepl,  par  des  réducticnu  liKileB, 

doù  l'on  déduit  — 1. 

y  étant  connu ,  la  valeur  de     s'obtiendra  sans  difieallé. 

XXIV. 

°  DhiiaDt  b  promtec  équation  par  (xy)',  il  vient 
+  aôCjr- + +  ««xy  +  a'(^ + ^) 

+  2a'6  g' + 1')  +    =  4(a^  -  ««)  (é  +  ; 
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pamptoçftnl  «*4*S^  par  iexy^  — par  2c,  il  vient 

ff  ^ 

aY  +  (46c  +  40»  ^  2a«)  J'y  +  û*(  -  + V 

\  y    «  / 

+  4fl'ôc + «»  =  4(c» — 6*)  (6 + cA 

OU,  en  remplaçaot  encore  — |-    par  sa  valeur  coAmie,  * 

y  * 

+  (;4^  ^  4  ft* 2a Vy + (2  Ac  +     -r  «V = 0 . 

on  en  déduit     .  â:^:;=fl?— 2ôc  — 26*  =  K; 

K 

rcniplav'uul  daus  la  seconde  équation  9  par  -  et  pu:>atil 

j^ss  on  aura  une  équatioiï  du  second  degré  qui  fournira  la 
valeur  de      et  par  suite  celles  de  a?  et  de  y  : 


GilAPlTM  X. 


En  chassant  les  dénominateurs,  ce  qui  est  permis,  puisqu'ils 

sont  positifs ,  et  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre,  on  trouve 


{X  +  o)v  6^  -I-  —  (»  +  *)v/ûM-?>  0. 
(x+a?ià''{-a/^  —  iX'{-bni'-^x')  ^ 


«m ,  en  efléetuant  les  calculs , 

2  (a  —  b)  .r  {x  —  y' 06)  {x  +  >Jab) 
(4? + aVïHh    +  (*  +  6Vâ* 


>0 
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6 'est,  positif  par  bypotbèse;  cm  reeonnatl  facHemoit  que 
le  dénominateur  est  toujours  de  ïûème  signe  que  x-\'^ai, 
•  L'inégatitéàlaqudleondoltsatiflldreTefientdoncà 

w 

ce  qui  a  lieu  pour  toute  >ulcur  négative  de  c  et  pour  les  va* 
leurs  positives  siqpérieures  à  ^âb. 

II. 

» 

Je  remarque  d  abord  que  ni  A  ni  C  iic  pen\enl  ôlre  nuls; 
làar  si  on  avait  A  =  0 ,  le  polynôme  serait  du  premier  degré  en 
y,  et  quelle  que  fût  la  va)ettr  de.  on  pourrait  déterminer  y 
de  manière  à  rendre  le  premier  membre  égal  à  un  nomlnpe 
négatif. 

A  étant  différent  de  0,  Tînégalité  peut  te  mettre  sous  la 
forme 

ou  cil  posant  -    .  '  , 

C-çj=M,  fc-^=N,  J-jj-P. 

•       A(y  +  5^y+ltr'  +  Na;  +  r>0.   .  '  ■  • 

M  ne  peut  être  nul;  car  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait  trou- 
ver pour  X  une  valeur  qui  rendît  Na;-fP  égal  à  un  nombre 
ncgalil,  et  déterminer  la  valeur  correspondante  de  y  de  ma<- 

nière  à  rendre  A^y+^'^f^^-^  inférieur  en  valeur  absolue  à 

Nir-fP,  de  telle  sorte  que  le  premier  membre  serait  négatif. 
Il  étant  différent  de  zéro,  l'inégalité  prend  la  forme 

*(»+î^")+«('+â)'+«>» :  ■ 
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su  •      mUTKMrS  dis  mRClC£S. 

Or,  je  dis  que  celte  é^^alité  ne  peut  ^tre  satisfaite*  qwels'IJUC 
soient  <c  et  y,  que  si  Von  ^  A>0,  M>0«  û>0. 
'.  Ënefifel,  flîopiki^    ét  y  detoilesorte^ïia  . .  ^ 

kprsmier  membre  se  réduit  à  Q.  Donc  Q>0. 

le  dis  ensuite  que  Â  et  H  doivent  être  positif»;  car  si  on 
avait  A<0,  en  dioisissant    et  y  de  manière  que  1  on  eût 

»  '  • 

étant  un  nombre  sulfisamment  giand  et  /*  un  nomtwe 
suffisamment  petit,  on  pourrait  toujours  rendre  le  premier 
terme  supérieur  en  valeur  al)solue  à  la  somme  des  deux  autres, 
et,  par  suite,  rendre  le  polynôme  négatif.  On  prouverait  de 
même  qu'il  est  impossible  d  avoir  B<0. 
-  Ainsi,  en  résumé,  les  conditions  nécessaires  et  évidenliileili 
suffisantes  pour  que  Tinégalité  iJioposée  ait  Ifeu,  cjuels  qua 
aoÎMit  a;  et  y,  ^ont 

.   A>0,  Jtf>0,  U>^. 

•  .  • 

m. 

» 

En  suivant  la  même  marche  que  dans  l'exercice  H,  <m  par- 
'  tiendra  facilement  à  mettre  le  polynôme  sous  la  forme 

et  on  trouvera  que  les  conditions  demandées  sont 
A>0,  M>0.  N>©,  P:>0. 

IV. 

Pour  déterminer  la  position  de  la  sécante  x  il  suffît  de  trouver 
le  point  u  où  elle  rencontre  la  cireonférence. 

AppeioBssf  ladSustanoede  ce  point  au  diamètre  donné,  et  » 
la  distance  dn  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  ce 


« 

ûiyiiized  b 


0iôme  diamètre  au  centre  0  ;  si,  en  outre,  nous  dé^IgnonsfOMai 
ia  bi^eur  donnée ,  nous  aurons 

d'où  en  retranchant 

«IMI  +  26fy = R«  + 1^ + y  — 

Si  on  tire  de  cette  équatûm  la  vaiem*  de  y  el  qu  on  la  repcorle 
dans  la  première ,  on  trouve ,  en  résolvant  par  rapport  à  s, 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  lu  4|Mas^ilé 
sous  le  radical  soil  posii^ve,  c'est-à-dire  que  l'on  ail 

(d  +  K  +»>(rf      — m){d — R  4-  i»)(R  —<!+•»>>  0. 

Supposons  d  abord  le  pomt  A  «  «dehors  du  cercle^  nmis 
aurons  (/>K;  de  sorte  que,  pour  que  rinégalitr  précédente 
9oii  8atislàiAe«  U  est  nécessaire  et  siiEftsant  que  Ton  ait 

Le  premier  système  donne 

d— R<«<<l+R. 

Le  second  est  absurde. 

On  traiterait  de  la  même  manière  te  cas  où  serait  plus  petit 
que  R. 

r 

V.-  • 

*   .  •  .  • 

Soient  0,  o'  les  centres  des  cercles  donnés,  dont  les  rjnons 
sont  R  et  R',  et  désif^nons  la  longueur  oo'  par  d\  si  un  i>oint  M 
a  la  même  polaire  par  rapport  aux  deux  cercles,  ce  point  doit 
,    évidemment  être  situé  snr  la  li^ne  des  centres  ;  appelons  x  la 
distance  de  ce  point  au  point  o,.là  distance  du  jioini  o  à.la.por 

flaire  du  point  M  jpar  riifipQrt  au  cercle  o,  sera  —  ;  la  distance 


Digitized  by  Google 


du  même  point  o  à  la  polaire  relative  au  cercle  o'  sera 

if -f  ^;  pour  que  les  deux  droites  se  confondent,  U  fout 

que 


d'où     j,_<^  +  R'  — R*^\/(^^  +  R'— 4d*R' 
a  ou  '  X  2(2  •  ' 

^   Pour  <{ne  «  soit  réel,  il  Ikutcfue 

'  (ïl+R-l-R'Xd+R  — Rl(H'-rK  +  ift(<i-^R— R')>0. 

Nous  pouvons  supposer  R  >  R',  alors  les  deux  premiers  fac- 
teurs étaat  positifs ,  il  faut  que  Ion  ait  *  > 

r 

Le  (^r^mier  système  donne 

et  le  second  i^<R  — R', 

•ce  qui  exclut  le  cas  où  les  deux  circonférences  se  cpupent, 

VI. 


■  On  Voit  aisément  que  le  logaritbine  de  -^abed  est  com- 
^  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  logarithmes  de& 

expressions  ,  v6>  v^i  >/^f  (.oh  conclut  la  proposiAiou. 
énoncée. 

VII. 

Supposons  d'abord  tout^  les  quantités  a^a^t  a/'^.,.QL,  a',  a'.^ 
positives»  çt  soient 

--A" 

on  en  déduit  sans  peine 
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.  et;  parsoite,  81 U  désigne  le  plus  grand  dos  rapports  A,  A',  A^.. 

[1  ]      a«  +  o^a'  +  ar<  + . . .  <  H(** + a'« + a'"  +...). 

.  De  même,  si  h  désigne  le  pius  petit  des  rapports  A,  Â',  A',.. 
j|  sera  le  plus  grand  des  rapports  - ,     ;..  étonanra 

[2]       aa  +  a'a '  +  o'  a  -h  ...  <ï     +  + 

Rn  multipliant  les  deux  inégalités  [i]  et  [2]  luembrd  à  membre^ 
el  e^Krayant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  ce  qui  est  évi- 
demment permis,  on  aura  . 

.  •  ♦ 

ci,  a  fortiori,  puisque  li  est  plus  graud  que  A,  *  . 

[3]   aa  +  a'a[ + (fa"  + . . .  <  y'a'  +  a'*+o"^    . . .  ^'a« + a» + a"»  -f  - . , . 

Ce  qu'il  .fallait  démontrer.  Si  l'on  avait  A  =  A'  =  A"...,  les 
^  inégalités  [I],  [2]  et  [3]  se  changeraiLiit  en  égalités.  ' 

Si  quolquos-iincs  des  quantités  proposées  étaieut  négatives, 
l'inégalité  1.3]  ser^  vraie  à  forUwi, 
•  - 

.  VIII. 

L*ona 

^ + y* — «*y — y*^ = ^(a: — y }  —  y*  («  —  y)  =  (a?* — y*)  (X — y). 

Les  deux  facteurs     —  y*  et  x  —  y  étant  toujours  de  inèwe 
signe,  leur  produit  est  toujours  positif. 

•      •    .       .  •    ...  • 

IX. 

Ona 

or,  1— «et  l-^y  sont  tDi^auvB  de  màne  signe.  Donc» 


.... 
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-     a«>a*-- (6  — cj'   d'où   a^Xa  +  ô—c)  (a+ — :6), 
d^>é^— («— c)«  d'où   6»>Cô+a— a),  .  . 
— (a  — 0/  d'où   c*>(a  +  c  — *)<A-f c  — a). 

£b  nniltiiiliairt  membre  à  m 

«         »  •  •  • 

'  mm 

XI. 

En  posant  6=11+0?,  e=a+y,  on  a 

bcib  +  c)  =  2aM-  3r/'(a;  +  y)  +  û(x  +  y)*  +  ^a?  +  y)xy,  . 
d'où  ■      ,  »      •  , 

+ (« + y>»y = — y? + (aî + y)a:y . 

* 

xu.  /    .  . 

On  a    .  ail>3^â^, 

»    •  # 


d'où 
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GHAPITRË  XI. 


Soient. =       n=— ,  on  «tuia  «•y*=  or,  il 

fliffit  do  troUrer  le  nuritlmmn  de  la  quantité  fioitf  le  radical; 
donc  on.  doit  ^yolr 

.  *»' 

î  1-  mil  —  P 

t  ■  Q 


II. 

«Si  Ton  pose     =      3:==s'9  <n  voit  aiisénent  que  la 


question  revient  à  trouver  le  minimum  du  y-^-s,  saclianl  qi^e 

11 

.  le  produit  y" 2"  est  constant. 


III. 

>  «If 

9o&m  l>ca«v,  *=«(^ir';  d'où  roB  tire-  »=»p»xar  •  ; 
cètte  'tenOB  m  TÔit  que  s  pourka  devenir  am^  gnmd  ou 
aussi  petit  qa'oDie  midra,  àînoiiia  que.  fiM^-*".ii|ii':^d. 

■  -  -, 

IV.  • 

DécngnoBs  les  anètes  du  parallélipipède  cherché  par     y,  ^ 
wmBarms  my+ys'^gxssefi;  la-8onmiedek  ^uifntités 
|fs;       étant  constante,  leur  [)ioduil  «y^BsV*  seramaxi- 
mimi  kfîrsque  Ton  aura  xij=yzsa9X^  c'est-à-dire  lorsque  les 
trois  arêtes  seront  égales. 

Si  Y  était  constant,  a  serait  minimum  dans  les  mêmes 
conditions.  .  >/ 
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* 

S^eai  a  le  rayon  cTiib  eerde  équivalent  àlasurfaœdoMiiée, 
H  la  banteur  delà,  zone,  et  R  le  rayon  du  corde  qui  loi  sert 
de  base.  *0n  trouve  &cilement 

•  •  •     .  '  ' 

el       ■  lim'+-m  .   '  •*;  ■ 

pour  l'expression  du  volume,  ou.  bien  .  * 

*  » 

»  •  » 

Pour  rendre  cette  quantité  maxHoa,  il  sufiBt  de  rendre  inaiima 
donc  on  doit  avoir  So^— âIP:2H':;i 

•  ♦ 

d'oâ  .          H^-^,  ctparsoite  Il=-7=; 

ainsi  le  segmcul  jutixiinuiii  e$t  uu  hémisphère. 

La  remarque  da  n*  iSO  prouve  que  si  ion  cherchait  parmi 
lès  zones  qui  comprennent  le  même  volume  celle  qui  a  la  pliti 
petite  siirflîce ,  on  trouverait  encore  iin  hémisphère. 

VI. 

Vaï  désignant  par  x  le  rayon  de  la  base  cl  par  y  la  moitié  de 
la  hauteur  du  c\lindre,  on  a  x'+?/'  =  R',  el  l'expression  à 
rendre  muAima  est  x^y,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

•  «•:y*::«:i, 

d'0&  «sRvl  et  y— Rvl; 

le  volume  n^ATî^ti^im  sera  donc 
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et,  par  suite,  le  rayon  de  la  plus  i>elilc  sphère  dans  laquelle  on 
pourra  inscrire  un  cylindre  de  volume  V  sera  égal  à  ' 


VII. 


'  •        En  remplarant  tg3tf  par  sa  \aleiir  eu  fonclion  de  tga  =  a?, 
'i'ex|ur^8iou  à  rendre  minima  devient 

» 

3  — 


'  •  •      •  .  ' 

en  l'égalant  à  y,  on  trouve 

pai'  où  Ton  voit  ai&ément  que  la  videur  minima  de  y  est 

17  +  I2v2.  •  ' 

* 

VIII. 

Soit  m  la  lûtesse  commOne  des  deux  corps  après  te  choc, 
faiprassion  à  rendre  miniiiia  sera 

or,  la  valeur  de  x  qui  rend  minima 


est 


b 


doi^  ici  ia  vàtenr  cherchée  est 


L.iyu,^ccl  by  Google 


Soit  9  la  distuice  du  point  dmhé  an  preini^  poipli  reat^ 
pression  À  rendre  minima  sera  ' 

donc  la  valeur  cfaerdiée  est  ' 

L'expression  -  * 
qu'A  but  rendre  nuniiiiarpeut  se  aiettK  «Nik la fooM 

donc  la  valeuj^  cherdiée  est 


XJ. 


<  « 


Kn  désignant  par  a  le  côté  du  carré  donné,  et  par  x  le  côté  \ 
d  un  des  ({ualrc  peliU  carres,  ou  voit  facilement  que  le  volume 
de  la  iM>ite  est 

(a — %atjx^ 

puui'  rendre  celle  expression  maxima,  il  iaui  que  l'on  ail 
d'où  arsl 


u.y,u^cci  by  Google 


I 

I 


XII. 


Le  logariihuie  expression  devenant  minimum  en  même 
temp»  que  celle  €xpR8Ûai^  il  sulfiidecberciMK  la  uleur  de  m 
quîrenid  miniiiia 

1 


en  fsMufàïtpiA  k  méteé»  emptoyée  dtm  ta.  fMittMi  i» 
Toii que  la  vakMT dwdiée  à&  x  erténarfe  porta ffoportton 

a5"loga:lrog,6::l  :  î. 


On 


donc  celte  expression  eera  mayima  pour  la  valeur 

I  6 

XIV. 

■  • 

•  •  • 

Ona  .a+a;+  '  J 


quantité  qui  peut  paÉifrpgf  tona  lea  éUtade 

« 

«• — «  ''a+;j;  a' — x*' 

ccfttc  quanlilé  csL  évidemment  toujours  plus  grande  que  2,  ' 
excepté  pour  a; =0, 
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352.  «mirrioMs  des  suBacb». 

XVI. 

.JSxL  risokaiit  par  rapport  ^  x,  on  trouve 


si  l'on  suppose  que  x  ci  ij  aient  les  valeurs  qui  (  omionnent 
au  minimum  de  a,  la  quanlilé  sous  le  radical  doit  Olre  nulle, 
car  s'il  en  était  autrement,  cette  quantité  serait  positive,  et 
pourrait  diminuer  sans  que  la  valeur  de  x  cessât  d'être  réelle; 
donc  la  variable  a  ne  serait  pas  à  son  roiniinum.  ^ 

« 

On  a  donc  a;  =  a(y— I),  • 

en  résolvant  par  rapport  à  y,  on  trouve  de  la  même  manière 

y=M-f  1; 

en  joignant  ces  deux  équations  à  la  proposée,  on  tj  ouyc 

.    «=fO,  y  =  l,  a={. 


CHAPITRE  \n. 

I.  : 

Soit  g  un  nombre  entier,  tel  que 

y»  s=  multiple  de  p    1  s  1 ^ 

On  démontre  (voyez  1  aiial\se  indélerminéej  qu'il  existe  tou- 
jours un  pareil  nombre.  On  aura 

l+a:"  +  x^  +  „.SBl^  _ (\^af^(i^x) 

(1— jf"Kt— 

et  ces  divisions  peuvent  évidenunent  s'effectuer. 
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lotirnoiis  m  ttnçiciB.  $ta 
II:  * 

' '  L^rapmsion  X  — l  — — x'  — ...  —  a;''-'  sera  divisible 
par  1  —  a'';  car  l'exposant  de  rliacun  des  termes  de  X  surpasse 
par  hypothèse  d  un  multiple  de  /?  1  e\[)osant  de  chacun  des 
termes  que  l'on  en  retranche.  On  pourra  dcMOc  réunir  les  tenues 
de  la  dîJÛi'érQiice  ea  groupes  île  la  (orme 

^      .     .  .«»=a?»(a»*--.^); 
ce  qui  est  divisible  par  1— et,  par  .suite  ,  par  or 
l+â?  +  «»+a:»  +  ...  +  a;f-»  est  égal  à  1^=^;  donc  X  doit 

élre  divisible  par  -i  .  * 

'  1  — ;c 

»  « 

"      "      m. . 

OmsidéroQs les  p-;-!  polynômes:  ' 


Le  premier  est  identiquement  nuî,  les  aulies  sord  divisibles 
par  1 — x^,  comme  on  le  voit  facilement  en  se  ra[>pclanl  que 
— 1  est  divisible  par  /;  (tliéorème  de  Fermai);  la  somme 
de  ces  expressions  est,  par  suite,  divisible  piir  1  —  *^  Or,  en 
posant 

cette  somme  €ct  égale  à 


4 

Parmi  les  eirpofiants  2,  a  + 1,  a»-}- 1     ...  +  «^*+  l,  il  ng 

p<^ut  y  *?n  avoir  qu'un  seul  qui  soit  divisible  pai*  p  (Uiéprèioe 

focile  à  démontrer},  ùi  il  y  en  a  toujours  jm,  smir  :  «  '  +  V 
D'après  cela,  fi^,  f(it^') ...  A«^')  sont  divisibles  par 

\ — — ,  à  rexccptien  de  fiar  );  et,  en  eflét,  /'M  bêI, 
divisible  par  (Exercice- II)  ;  donc  /(zf^  est  divisible  par 

- —  „ ,  et  par  suite  par  - — -  si  «  et  p  sont  premiers  entre  ^ 

eux,  car  le  second  di\iscur  (Exercice  l)  divise  alors  le  pre-  , 
ujier. 

Ën  supprimant  de  la  somme  considéxée  les  parties  qui  sont 

1  -r*  •B' 

divisibles  par  -r-^ — ,  on  conclut.de  ce  qui  précède  que 

» 

M^±:fixr  *    )     .  •  , 

est  divisible  par   .;  le  sigpe  supérieur  convient  si  p  est* 

de  la  forme  dans  le  cas  contraire,  il  taut  prendre  le 

signe  inférieur. 

*3i.ais       '    )-rP  <^st  divisible  par  1  —  x^;  car  en  posant 


dont  toutes  les  parties  sont  divisibles  par  af — 1,  cl,  à  fortiori. 


pac   ;  par  oobaé^emC,  en  remmdnnt  on  ajoatal  ces 


den  «xpressient  gui  sont  diwiaiMf  s  par  \ — ^,  leurdifflra^e 

ou  leur  somme. 


jouira  de  la  itjème  propriété. 

Ki-MARoi  E.  Nous  avons  admis,  dans  ce  qui  prc'ci'dr,  qiiehjucs 
propositions  d'aritinnétifiie  dont  nous  altons  indiquer  ia  dè- 
monslratioa. 
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1*  TktoRÈiis  Mi'FÊBnAT.  p  éiatU  premier  et  «  noH  ^àMeiàiê 
par      h^^-^t  eft  divisible  par  ^, 
Cooaidéroos  les  nombreft 

«,  2»,  3a,  ...»  ip'^iy^s 

qui  éviileninionl  sonl  premiers  avec  p.  Si  on  les  divise  tons  p;ir 
p,  les  restes  sont  diflcrcnts;  car  la  diilfirencc  de  deux  d'entre 
eux;,  ne  peut  è(rc  divisible  par  p.  Les  restes  obtenus  seronl 
Aloc,  peu  Uttportedtfis  quel  ordae, 

donçle  l'esté  de  la  dî?isi<ni  par  p  du  produit 

sera  le  mèuie  ^ue  le  reslo  de  la  divituoii  |>ur  p  du  produit 

«.2«.8«...(p— l)»=«^.lv2.3...(p—  1)', 
et,  par  suit£,  la  diilcieace  de  ces  deux  produits,  ou 

est  divisible  par  p.  Mais  1.2.3...  {p — 1)  est  premte  avec  pz 
àcmc  «i^*-^!  est  divisible  par' p. 

S»  a  •  +  >  ^'^f  divisible  par  ^,  .  '  . 

OQa,eaeiïcl, 

t  * 

Le  prodnit  csl  donc  divisible  par  p\  or  a  •  — 1  ne  l'est  pas; 
car,  pai'  Inpotl^èse,  «  est  une  racine  primitive  de     et  dejix 

puissances  de  a  («  *  et  ne  peuvent  doiyier  le  méiAe  reste  l 
'  Isinfu'iNi  les  difise  par  ji. 

■  IV. 

• 

Le  dividende  s'anni^e  pour  x=y\  donc  il  est  divisible  |»ar 
m-^y.  Le  quotient  de  celte  division ,  que  je  désigne  par  Q,  est 
entier  par  rapport  k  x,  y,    ;  car  la  dlvisioii  par  x —  y  ue peut 

introduiic  aueuu  déuouiiiiatcur.  .      "    '      .  '  •  ' 
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Oiiauni   .  .    •  . 

Jify''  +  t/^z^+  sV— a^-^y'— STa^— rjr«s=QC«-^y)'. 

Le  premier  membre  s'annule peui;  xsps\  donc  Q  s'aimiUieRttr 
Iftmème  bypoUièse,  et  Ton  a 

flb  étant  encore  nn  polynôme  sans  dénomiiiateiir  ;  on  en  cÔDC^iBil 

Eniin ,  le  premier  membre  s  aniiule  pour  fr  =  s;  donc  U  OA  est 
de  mèoae  de  Ui  «  et  i  ou  a 

Qt  étant  un  polynôme  sans  dénominateur  qui  représente  évi* 
demmcnl  le  quotient  demandé. 

■y-  ■ 

La  démonstration  est  sil)solumcnt  la  même. 

* 

On  a  démontré  (GliapHreff;Excrdoe  XVII)  la  formule  • 


U-Jp)Ct-"ae«)..^l— ~     a—j?)(i— «*)...(!— 

(1— .ar>(l— a:").-.(l— a?*)  * 

d*aù  l'on  conclut  que  si  le  théorème  est  démontré  ^tur  une  -vn- 
leur  de  m  moindre  d*nne  unité,  il  sera  vrai  pour  la  valeur  con- 
sidérée. Or  le  théorème  est  évident  pour  m=,n;  donc  U  a  lieu 
dttns  tous  les  cas. 


VII. 

Même  démonstration  çue  pour  rexanoioa  IV. 


Digitized  by  Google 


sourrKHfs  dbs  EXfi&cids.  * 


•  < 
x^-^tT  est  divisible  par  ^—ft"  (luaiMi  m  est  divlaiUlepv 

».  On  a ,  en  effet ,  identiquement  * 


ju*  — 


— ai» 


'  „  no  peut  donc  éire  entier  <fiie  s'il  en  est  de  même  de 


,  et,  p.ir  suilc,  de 


Sn 


j?"  — a"    '       '  x"— a" 

MaiS'Si  M  n'est  p^s  divisible  par  n,  m — hn  pont  toiyours  être 
reada  phis  petit  que  a-»  et  l'on  arriverût  aloni  nue  absordilé. 


.    CHAPITRE  XIII.  .  • 
I    .     '  . 

•   •  *  t 

.  [(^+6)}  est  k  nombre  desaitangements  m  à  m  de  a-f-^ 
leUicSy  Si  on  partage  ces  lellre^en  deux  groi9C8,)-un  dealettiies» 
l'antre  de  ces  ârrangemenls  pourrcffit  se-subdivisec  en  diflé- 
ren(es  classes  :  l*  les  iinrangemcnts  qui  .ne  cênfennent  que  des 
lettres  du  premier  groupe  ;  2*eeux  qui  renferment  m  ^  f  lettres 
du  premier  groupe  el  l  du  second  ;  3°  ceux  qui  renfermcnl  m — 3 
Jellrcsdu  premier  groupe  el  2  du  second,  el  ainsi  de  suite. 

(Cherchons combien  il  y  a  d  ai  ranjremenls  delà  in-\-lY  classe. 
AcelelTel,  on  peut  ronnnencc  r  par  fornier  tous  les  arrange- 
ments des  a  lettres  du  premier  groupe  m  —  n  à  m  —  n;  leur 

nombre  est  [a].  Dans  cbaeon  de  ces  arrangements,  on  intro- 
duira si  lettres  du  second  groupe,  et  on  Tariera  leur  ordre  de 
toutes  les  manières  possibles,  sans  cbanger  Tordre  des  pre<'  . 

mièresi  ce  qui  peut  se^Eftirede  [m]  «anièreSf  et  on  obtiendA  '.^ 

m  mt—m 

ainsi  [m]  [à]  arrangements  m  —  n  h  m  — n.  Knfm,  il  y  aura 
'autant  de  ces  arrangements  que  de  manières  de  prendre  • 
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'  soufrions  drs  exibcicss. 
choses  sur  b  ,  c'est-à-dire  — I^— aonc  le  nomlirc  des 

I  .» . o ...Il 

«■ngcmeiite  de  la  (»+!}''  classe  sera 


En  faisimt  varier  n  depuis  0  jusqu'à  «,  OU  oi).tiendra  pour  le 
ibre  toial  des  arranacments  :         *  '  • 

•  •         •  •  ^ 

q^i  ést  fat  lireinière  foitnulè  proposée  puisque 

la  première  formule  élant  démontrée ,  la  seconde  en  est  une 
conséquence  Irès-simple.  Nous  ne  nous  y  aiTtilcrons  pas. 

# 

-i-A(aHh^)c"*~*4-c"*;  ' 

irte  dMtoppemMt  de  (o+^r  footiiilm+t  tenbes. 
"fcedéfitoppenientde  A(a+^)-^,fiwrBlt  m  tatnesirrédiic- 
tiblesamies  premfêirst  * 

Le  développement  de  B(a  -f  Ibiânit  a»  —  1  termes  ii^ 
réductibles  avec  ceux  déjà  obtenus. 

Et  ainsi  do  snile.  '    *  '  * 

Le  nombre  des  termes  du  dcveioppement  de  (a  -j-  è  é)*  est 
dbfic  égal  à 


«Dlà 


 i  


fin  Terra  de  la  mc^jne  m;vniùre  Cfne  Je  î)()nil>rc  des  tci'uies  du 
dévcloppemeat  de  (a-{- ^-("C  -h^^'*  cs<f*;^al  à 

 2  T  '  5p"^-r  •••  +  6-t"3-i-l, 
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SOUiTIOVS  J»  ^UBcm.  UÊ 

ou,  d'aiirte  mattfà9fààlé  4pm  mm 

(BMrciocXI). 

.  (w+4)(m  +  3X/a-t-2) 
1.2.3 

III. 


-+i»=('.+i)--(-+r+w+i) 

^  J 

Qd  rfideptifHemêttI 

.  :«-+iî«=(-*+i.)(-+i)-(-^+iir). 

el,  d'après  celle  formule,  on  démonlre  sans  peine  que  si  le 
théorème  est  vrai  pour  deux  valeurs  consécutives  de      il  le 
.  icni  fi^Mf  la  valeur  in]«ufdwitefnflnt  supécieure. 

On  faPMire  teUenent  ' 


-Changeons,  dans  <xtte  égalité,  «  ên  r  +  1  «  et  retfao- 
c^ons-la  membre  à  membre  du  résumât  obtenu  ;  il  vient    '  ' 

t» + «r — 2(«  ^- V + a*  »  «(« — 1      + . . . 

•  Chftngcans  encore ,  Jïatis  cette  seconde  égalité ,  x  en 

et rètrandums-la  mainbre  hiœwbte  du  létullat  (Ateou;  flow 

anrdiis 


SOlOnOW  DBS  EXlKCWw 

En  répétaMl  m  Cms  oelie  opéra&ioB ,  on  <^btieat  Ja  tonajole  de^ 
mmidée. 


T.  dosiprnnni  le  terme  de.  rang  n  dans  le  développement  de 
(«-f  o)*,ona.(l44} 

par  où  Ton  voit  que  les  termes  vont  ex^  croissant  ifoki  que  l'on  a 

^  n gQH  de  ]&  que  le  fememaxIniaBi  cit  Tp,  p  étant  le  ptos 
gcand  nombre  entier  contenu  dans    T  a  :  cetermeseradonc 

i 

n  fau  t  mai  ntcnant  chercher  la  limite  du  rapport  des  exposants. 
Remarquons  d'abord  que 

puisque  p  devienl  iDUoi  en  même  temps  que  m.  Or,  par  by- 
potbèse,  on  a         .  ' 

(m  -f-  \)a 
a?  4-a 


ce  qui  montre  que 


el,^r  suite,* 

lim 


hm  — ^  =  hm  —  «a—!— , 


p— l  a  a. 
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le  tffme  cherché  doit  être  le  plus  grand  entre  les  plus  grands 
lérmes  des  dévdoi»peineDto  partiels  (a+^r,  »i(a+6)"^'c,  ele. 
fttail  de  là  que  À  m  augmente  iadéfi|iiment,eiai.  ««y,  m 
MfumX  Vêsê  9t^(muààéB     à,  e  dai»ie  ter ae mMiamMf^ 

•  y  0 

9  •  •  •  , 

eLdemème        lini^=^,  IfaB^a*^; 

pv  oMuéquent ,  les  exposanb    y,  s  tendront  .de  ]||his  en  plut 
à  ébre  fffopoilieinielft  na  oemkvfe  a»  ^» 

•  .  .  .  • 

.  VI. 

•  •  .     .  .      -       '  .    •  • 

.   Ona  ' 

1 .  » 

doùl'oadédvlt  * 

Si  m  est  pair,  ou  si  j»  étani  impair,  x  est  positif,  tous  les 
fermét  du  sèoond  memlire  sont  positifs  et  en  est  une 
partie.  Si  m  est  litfpaîr  et  c  négsîtU,.tou8  les  termes  du  Mènd 
menim  sont  négatifo,  nkds  on  les  r^dra  positifs  en  chan* 
geanlles  signe»  des  deux  membres.  Donc,,  dans  tous. les  cas» 
a,  en  valeur  absolue, 

'  '  •    (i+or+(wc— or>2^*  ^  "  . 

^  •  ....•..»", 

Je  dis  luaiulenant  que  si  ou  a     .  .  ' 

ia.s0fflme  ;e+y.  sera  maximum  pour  xr=L^, .  ? 
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En  eCTci,  s\  x  et  fj  n'étaient  pas  égaux,  l'un  d'eux  demi! 
être  supérieuF  à  b  el  i'autre  inférieur.  On  peut  donc  poser 


♦  1 


mais  il  faut  que  ^  soit  plus  grand  que  a,  car  si  on  avait 
^«—-y,  comme  déjà  on  a  «r+(&— >a6*»  ■ew  aiarait, 
à  fortiori  ib+(fr+ib-'a+'rr>2l^. 

Donc,  pirisqne^  p  est  plus  grand  que  m,  «-ffr-==^+«^P 
eft  moindre  <iue  86.  Donc  »4tV  ^  moindre  quand  a?  et  y 
mtinJSgauz. 

* 

VU. 

« 

La lonnule  proposée  seféviiediiectomettt'ponr  «M,.!, ^ 
die  sera  donc  établie  d'une  mani^  générale  al  nooa  tuagm 
Toir,  qu'edla  supposant  irraie  Jiiaqu*àunecertatnendenr  de  m» 
die  est  encore  ?nte  lorsqu'on  augmènte  œHa  ftlenr  d*one 
uniié. 

Supposons  donc  que  l'on  ait 

H  faut  dénwrtrer  que,  û  dans  le  seoond  meinliro  tm  remplace 
m  par  iw-fl»  *e  résultat  sera  égal  à  (j: or  en  taisant 
celle  &ubstUuiiûn  ,  on  Irouvc 

Si  nous  rcprt'senlons  par  Cr  le  nombre  dès  combinaisons 
dislincles  (le  7/2  latins  [)i  ises  n  à  celle  expression  peut  être 
mise  (Exercice  Xij  sous  la  forme 

.    -f-  (c:  4-  c:;^,)  a  -  «W"-'  (j^  +«fir-''"^ + etc. , 
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et,  par  suite,  oapeat  k  diGiMBp0Mr  en  deiff  pBi>ëff9 

■ 

B  =  «(ar  +  pr  +  Cr  «(« — 2p)  (X  +  23;"-»  + . . . 

Matntjpnant  je  remarque  que  A  se  composé  de 

cr  a(x + pr  '  X + cr  «(«  -  2?)  {x + 2pr-y+... 

+ C:«(a— nfi)"-' (« + np)"^ + .. . 
qui  n'est  autre  chose  que  (j^  +  cr.^f 
e<de        Cr«(ap-f  pr"*P 

+  nC:  a(a  —  îip)»-' (x  +  «pj—"  p  . . . 

•  •  « 

pcdyBome  quî  peut  être  ikûs  sous  la  fbrme  suivante  : 

A, = cra^iix  -f  83«-i + cr  («  '-sp)  + 2pr-*+ v 

car  on  a,  en  général,  * 
Poui*  transformer  la  quantité  entre  parenliièsesi  jepose 

•  — ;P=«i» 

U  vient  alors 

+çr  '  (a,  -  p)  (j-, + p)-«+  cr'  -  2?,»(  ^,  4-  2:^  + 

oàiiicti 

■  «r'  +  cr  '  or,f.r.  +  p)-'+  C--' ^,r«,- 2.8)(T,  +  2S)'-»+  ... 

+ c:_;  «,[cr,--(»—i)&r-«t^t+(»— 1)^"-"+  - 

— cr  •  («t + pr-*p  -  2cr    îpx^i + apr^ . . . 

La  j[>remière  partie  est  égale  à 


la  seconde  peut  être  mise  sous  la  forme 

Nous  poserons  comMie  précédemment.  - . 

et  k  quantité  entre  parenlhôçes  se  décooipoee  e»  deia  partie, 
Vntfe  égale  à  . 

l'autre  à  .       *  • 

#    ■  • 

On  posefa  encore  '  v  \ 

ci  ainsi  de  suite  :  par  où  Ton  voit  que  la  quantité  désigpée  par  Kt 
peut  être  mise  sous  la  lonne  sidvanle  : 

A, =c?«p(^ crcr'otp' + a)"^ 

•  +crcr-cra.nx+a)«-«+....,  "  .  .  \ 

>  de  sorte  que      •  • 

A  =  (x  +  a)* .  a:  4-  wa3(x  +        —        —  l)ap'(a;  -J-  a)—*  ' 

'  par  des  tranefornmtions  analogues,  on  troutw 

«i(m  —  1)  (»»  —  2)  «|3*(x  4- a}"-«  ; 
donc    A  +  B'3=  (a?  +  ar .  X  +  (X  +  «r .  a  =  (a;  +  a)*^' . 

VIII. 

!•  SoR  ABCDË...Z  un  polygone  4e  côtés. 

Le  nombre  des  décompositions  dont  fait  partie  lo  triangle 
ABC  est  évidemm^t  P«,  nombre  de  décompoallioDS  lelalll  mi 
polygone  ACD ...  Z, 
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Le  nombre  des  clécompositions  dont  fait  partie  le  triangle 
ABB  est  P»R.»-t  :  car  le  triangle  BGD  peut  se  cooibiAer  avec 
chacun  des       modes  de  décomposUipns  relatifii  «u  polygone 

Le  sonibre  des  décompositions  dont  -foît  psHie  le  triangle 
ABE  est  PiP»^  :  car  chaque  mode  relatif  au  quadrilatère  BCBfe 
doit  se  combiner  avec  chacun  dek  P«^  modes  relatifs  au  poly- 
gone AEF ...  Z  ;  et  ainsi  de  suite. 

Comme  il  est  clair  qu'on  uhlienl  ainsi  toutes  les  décomposi- 
tions Jppssible&  cl  cliacunc  une  seule  fois,  o&aura  donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

2»  Supposons  maiiilennnl  im  polygone  AliCn...Y  de  n 
côtés  et  considérons  les  modes  de  décompositions  dans  les- 
quels cUacune  des  diagonales  issues  du  point  A  est  employée. 

ua  raisonnement  analogue  ù  celui  qui  précède,  on  ii#it 
que  le  nombre  de  ces  modes  est  PiP«-i  pour  AC;  PiP»»!  pour 
ÂD,  etc.  Par  suite,  en  répétant  la  mtoie  opération  pour  les 
»  sommets ,  le  noBsbrè  total  des  modes  ainsi  eonsidérés  sera  ' 

{%]  ll(P,P^-i-P4P»^-|....+P^P»-hP,.^P,). 

n  est  clair  qu'on  obtient  de  cette  manière  toutes  les  dé- 
.  com (positions  possibles,  mais  quelques-unes  d'entre  elles  se 
ipépètent. 

'  En  effet,  chaque  décomposition  se  fait  fjui  moyen  (le  «—S 
triangles,  ayant  3»— 6  côtés  et  dans  lesquels  les  n  côtés  du  po- 
lygone entrent  chacun  ui\e  seule  fois.  2» — 6  côtés  sont  donc 

formés  par  des  diipiçonales ,  et  comme  chacune  appartient  à 
deux  triangles, '-on  voit  que  chaque  mode  emploie  n — 3  dia- 
gonales. Or,  toute  décomj)()sition  partielle  doit  évidcinmcnl  se 
reproduire  autant  de  fois  que  les  n  —  3  diagonales  qui  yen-  - 
trenl  ont  d'extrémités,  c'est-à-dire  2» — 6  fois.  Donc  le  nombre 
P»  s'obtiendra  en  divisant  l'expression  [2}  par  2ii-^6. 


Digitized  by  Google 


satmms  »i8  WÊuam.  .  . 

La  comparaison  des  deux  foriiuilcs  [l]  et  [3]  oofidnit  facile'^ 
meut  ù  iastîcoiido  des  roruiules^prupoâées         ,  '     ^  *  . 


IX. 

Désii;nons  par  I),.  le  nojiihrc  des  dérangements  relatifs  aux 
permulalions  des  n  premiers  nond)!-es,  par  [n]  le  nondire  des 
pemmlalious  de  ces  nombres^  et  cherchons  une  rchitioii  eotré 

i)n^i  Cl  D,. 

Écrivons  le  nombre  n+1  dans  chaque  arrangement  de*  • 
nombres  el  faisons-lui  parcourir  les  diverses  positions  qu'il  peut 
occuper.  En  le  plaçant  h  la  gaucho  de  tous  lès  termes»  il 
augmente  évidemment  de  n  le  nombre  des  démngemeâtft  de 

chaque  terme;  on  le  plaçant  entre  le  premier  et  le  secttid 

nombre,  il  introduit  dans  chaque  Icrmc  n — 1  nouveaux  déron- 

gemenls,  el  ainsi  de  suile. 

'  Dans  la  première  position,  le  nombre  des  dérangements  est 
donc  \)n-\-n  [«];  dans  la  seconde  position,  il  est  D„-j-(i»— lj[n]; 
dans  la  troisième,  il  est  D«4~(^ — ^)       l^oc  on  a 

CMç  équation  donne  cellc-d  : 

D^,  =    +  ?)D«,,  4-  ^  In +  2]. 


Des  deux  équations  on  déduit 

2n  +  l 
dé  même 

IW= (»+ 1)  (»  +      +  3)B»  +  [n  +  3], 

cl ,  en  général , 

tàkttai  iicsi,  OD  a  Dk:=0; 
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.  X. 

On  a  identiquement 


«■+ *■=  [(o  +  6J  —  6]"  +  6- =  (o  +  ir  —  Y  (a+ 6)— '6 
+  îî5^(a  +  *)-»*«+...  +  »a(a+ 4)4—;. 
d'où         •  , 

d'un  autre  côlc,  on  a 

*  •  ♦  , 

fli  en  identifie  les  eoeffideiits  de  V  dAiiâ  [l]  et  [2],  oo 
obtient  l'égalité 

%  m 

fm— l)(CT-"2)...(m— n)    m  (m — 2)  (m  —  3 V . . »  («t  ii) 
1.2.3...»  1'       1 .2.3...(»  — 1) 

,  mjm — 1)  (?n  —  3) ...  (m  —  n)  . 
1.2    •  1.2. 3. ..(«-2)  = 

qui  se  réduit  à  la  proposée,  quand  on  met 

•f(i»*"lK<y>— 2) . . .  (m —II) 
1.2.3...» 

en  foetenr  oommuD.  '  .^^^ 
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XI. 

Puisqu'on  suppose 
on  aura 

(a;+a)-^«=(x+a)*(aH-«)=(a?"+Aar'"-?a+B-c'"  V+.-.XJ^+a; , 
«t,  én  développant  ce  dernier  produit , 
(fp+a)*«  =  a^»+(l+A)»"a-HA+B)»"-*oH<B+C)«*-»a*+. , 

ce  qui  démontre  le  Uiéorème  énoncé. 

U  nuit  de  là  qu'on  peut  former  les  coeffidents  des  puissance» 
svoees^tves  de  a; -fa  par  de  simples  additions,  comme  on  le 
Toit  dans  le  tableau  suivant,,  connu  sous  le  nom  de  trttmjflê 
mritkm^fquâ  de  Pascal, 

1,1,1,1,1,    1,  î 
1,  2,  3,  4,  5,  6... 
-  1,  3,  ^  10,  15... 
1,  4,  10,  30... 

1 ,   5,15   ,* .  ■ 

1 ,   6 ... 

Chaque  terme  de  ce  tableau  se  forme  en  ajoutant  le  nombre 
fai  est  à  gauche  à'celui  qui  est  au-dessus.  ikt[(imé  la  troisiè«ne 
colonne  renferme  les  coefGcients  dé  Çx+j^ià  colonne  sui- 
vante doit  renfermer  les  oocHidents  de  la  ti^sième  puissance, 

et  ainsi  de  suite. 

Les  nombres  de  la  seconde  ligne  liurizonlale  sont  appelés 
nombres  figurés  du  premier  ordic  ;  ceux  de  la  ti^oisième  ligne, 
Doml)res  figurés  du  second  ordre,  et  ainsi  des  autres. 

n  résulte  évidemment  de  la  loi  de  formation  que  le  |r*  nom- 
lire  figuré  du  (n  -h  1 IT  ordre  est  égal  à  la  somme  desp  prëmiers 
nombres  figurés  du  ordre  :  c*est  sur. cette  propriété  que 
nous  nous  sommes  appuyés  pour  frovrer  la  seconde  formule  de 
rcxereiceH. 
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«  a 

XII.'. 

UkM  ^ÊàiqiÊiée  êis 'féMe  9kém^^  S>  3,  etc. 

'  nflQllfa«4mileâèiiioiitrerqiieii«ll»ft 

.elle  sera  vraie  pw  le  (n  + 1)"^. 

Supposons,  en  effet,  que  1 ,  A,  B,  C  ...  étant  les  coeffn  icnts 
.  de  la  (n  —  1)"'*  puissance  du  l)inoiue ,  Icb  nombres  écrits  sur  le 
cercle  soient  de  la  lorme 

.  les  iHvabra  écrits  sur  la  (fi+  ir*  cercle  seront  de  la  Uamt 

polynôme  dont  las  oodfidents  sont  Men  ceux  de  la  hp*  fÊk>^ 
semce  è»lliiionie,  d*aprèsl*«u»fee  XI. 

2"  Dans  les  polynomeft  écrits  autour  du  (»+!)"•  cercle,  il  est 

visible  que  chaque  lettre  x,,  xt ...  occupe  successivement  toutes 
les  places  et  elmcunc  une  seule  fois.  La  somme  de  ces  nombres 
liera  donc 

•i 

•  * 

**  oubkn  ..       (flPi  +  ««  +  ar,  +  ,..-i-«jX2% 
•  puisque 

XUl. 

Soit  Assa? 

«  « 

le  nombre  proposé,  Ot,  os»  ...  a.  étant  «  nombres  promieri 
inégaux.  Un  diviseur  contenant  •  iacleura  premiers  sera  deja  * 

forme 


*i  '»  'j 
•i  ^ 


••• 


Si  on  fait  varier,  dans  cette  expression,  depuis  1  jusqu'à  eû 
30%  depuis  1  jusq.uù  «i,  etc.,  on  obtiendra  cx  ^...e»  diviseurs 
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.renfermant  les  n  facteurs  premiers    ,     ,  ^3  ...  «„.  Pour  avoir 
les  autres f  il  suffira  de  former,  avec  les  a  facteurs  premiers, 
lolu  les' produits  possibles  n  à     et  chaque  prod^it  fournirà  . 
Mnenibrede  diviseurs  é^al  au  produit  dee  4">pMiMto  tXBiee* 

.  duito  II  à  II  des  exposants  «ït  eh e» 

« 

ExsMpx.  le  Bcmibre  des  diviseurs  de  1 

360.^^  2"^.  3*«  ô*, 

« 

+  -  .  ... 


.  CHAPITRE  XIV. 

i  * 

(11  llNit  lire  dsitt  réeonoé  Ki.3:«>+;r.) 

Désignons  par  E.«  la  pariie  entière  de  «t  par  £«  la  partie 
entière  de  v,  et  posons .  '  .  • 

«*  et  v'  étant  des  fractions  dont  le  dénominateur  est  de  degré  ' 
plus  élevé  que  le  numérateur  :  la  substitution  de  ces  valeurs 
daus  l'équation  ;  * 

donne      E  J + 2tt'E« + 1«'*=  E^» + 2t;'E, + v'^  ^  , 

La  partie  entière  du  second  membre  est  évidemment  de 
degré  moindre  que  v  ou  que  n  (ce  qui  est  la  même  chose)  :  il 
doit  doniD  ea  être  dé  même  du  premier;  mais  oekû-ci  est 
4Kalà  . 
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ft  ne  peut  être  de  dec^  inférieur  A  v  onà  E»  que  si  on  a 

E,=:0, 

eeqtt'ttMtttdémiitrer. 


II. 

« 

La  surCace  du  triangle  est  le  produit  de  la  base  —  pai-  la  . 

moitié  de  la  hauteur  ^>  c'est-ii-cUre       On  a,  par  consé-' 

^aent,  d'après  l'expression  eiuue  de  la  Mullice  en  ïondimi 
Ses  e6lé8» 

'•.?-V(f+-«)(ï+'-'')(ï-'+')('+'-?)- 

C'est  celte  é(|ualio!i  dont  le  premier  membre  devient  un  carré  * 
parfait  quand  on  y  fait  passer  tims  les  termes, après  avoir  chassé 
*' les  radicaux  et  les  dt^noniinateurs. 

4 

On  peut  aussi  simplifier  la  solution  en  remarcpiani  que  le 
triangle  est  rectangle,  puisque  sa  surfiioe  est  mesurée  par  la 
'BMÎtié'  du  produit  de  deux  cfttés.  Le  guM  de  rbnK>(énu8e 
ébaii'^SgalàlasonimedeB«MVé»4es  deux  antres  o(Ués,  et  l'un 
dé  ces  carrés  étant,  d'après  Ténoncé,  moyen  proportionnel 
entre  fantre  carré  et  le^arré  Jei'liypoténuse,  on  voit  qnil  est 
la  plus  grande  partie  du  carré  de  rhypoténusedivisé  en  moyenne 

*  et  extrômc  raison.  Cette  considération  fiât  connaître  les  rap- 

*  '  ports  des  cùtés. 


là  racine  est 


Uracineest 


lia  racine  est  y 


III.. 

(*•  +  *)  (4^+1^. 


s  t 
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VI. 

La  racine  est  a-i-b-\-e-^d. 

VIL 

*  • 

La  valeurde  «.est        p  +  tf* 

VIII. 

La  vilw  <ie  «  eei  + 


Làmdiieest 


CHAPITRE  XV. 


Si  Ton  poae 
irai  râmlte.         — = 

pP  =  («l  +  l)»; 

a  OÙ  Ton  dédiiil  > 
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et ,  par  siuie,  les  équations  de  conditions  sont 

"...  (^!^'^i^+tr.  . 

Cm  é()ualkms  n'en  font  éfidemnant  ^^ne  lenle. 

La  condition  demandée  est 

(BD— iAEf«(B^— 4AC)(D«— 4Ar),  ' 

etl'on  a 

III. 

4(** + X*  4- +  «  +  1  )  =  (  îLc*  +  X  + 1  y — . 
«  « 

.  IV. 
^  Silona  , 


m  TOlf,  inunédiateDient,  que  m  on  »  donrent  être  mib,  car 
nos  cela  le  second  mernlHoa  eonUendrait  vin  terme  en 
tpadis  que  le  premier  n'en  çantkgtii  pa^.  Supposons  mssO;  on 
MTâ,  en  ideatitiant  : 

PJ  .  K6«  — 1=0»  . 

» 

[3}  a*saO, 

.  L'équation  [2]  donne       K.^s-,  .  • 
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œ  qui  exige  que  b  aoit  m^Meiiri  a;  anlNmeiil  il  iiMidMil 
auppoier  usO. 

On  lire  ensuite  des  équation*  [31,  [4]  et  [5] 


Les  signes  devant  être  combinés  da  teBs^MÉNi  qpM.  p  MfiJll 
signe  oontnôre  à  fi^,  iletistedaia  systèmes  d*faidél0rfliiaéat 
répondspl  à  laquestfon. 


L*6qiiation 

fournit  trois  é(}uations  scuTement  entre  les  quatre  inconnim 
K,  Y,  c,  £Ue  admet  donc  une  infinité  de  solutions.  I^iésa^ 
moins,  Û  n'j  a  de  solutions  réelles  que  si  l'on  a 

B»<AC,  A>0,  Ç>0.  '  \ 

Vi.  • 
On  dMnt  dto  n^fllifé  proposé^ 

« 

Si  l'on  pose 
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[6]  AC— »s=*i"«Y  =  A,, 

[7].  AD-BC=»\<ia+fY)  =  B,, 

[8]  BD-^C«sri»l»=:C«, 


'  l'équation  [0]  fait  connaUre  m.  »  étant  eonno ,  lee  éqna* 

tions  [6],  [7]  et  [8]  font  connatfre  «y,  Bo  et  «ô  +  I^y,  on  connaît 
•  d'ailleurs  a$ — {iy»  ^l»  d  après  cela,  on  déterminera,  sans  peine, 
a,  Ji,  y  et 


GHAPiTBE  XYI. 

Les  d^ux  dernièf  es  équations  de  1  énoncé  doivent  être 

[3]    •  •  x'  +  y'  =  u*  +  v'. 

91  OH  é)àve  au  carré  Kéquation 

apièiaiiirlili  paastr  teslemoBdmeflBbfetaift 

«■ + îjrf  +  f« = 4  —  4(tt + ») + n»  +  + 

ce  qui ,  A  cause  de  l'équation  [lit  w  réduit  bien  à  l'éqp»* 
tion  [a^. 

Les  don  égafitte  proposées  itmiinenft  m 

d:o+(?  ::  1 :2, 


4 


376  mumm  hm»  sumcMB. 

dODC ,   (MK  dii  rapport  commun , 

\       1  1  ,  i 

d'o^ ,  <9i  égûuBki  le  i^oduit  des  eltUémes  à  eelui  de#  moyens^ 


ou»  enûa.  j 


b  a 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  propoi  tiou 

UéliminatiOQ  de  p  entre  les  deux  équc^tiops 

conduit  à  réquatisb 

Cette  équation  combinée  avec 

permet  de  trouver  11'  et  k'  en  fonction  de  ^.  Les  valeurs  trou- 
vées pour  H'  et  h'  étant  substituées  dans  la  seconde  expression  ' 
du  seginent ,  doivent  la  rendre  identique  à  la  prennère, 

IV. 

m 

■ 

■      .     _  A     B     C  D 

Sionpose  =  =s», 

'  et  qil'on  reinpiûce  A  par  ma,  B  par  mb,  etc..,  dans  Tégalité  pro-  * 
posée,  celle-ci  devient 

•  __________________________________ 


ou  hieji 

T.  ■  • 

*  Si  a  est  le  prç^lier  terme  de  la  progression ,  on  a 


 2 


m— 1        1  *• 


'  La  somme  des  produHs  deux  à  deux  des  m  pnxsàm  fermes 
est  égale  à  la  moitié  du  carré  de  la  somme  des  termes  dimi- 
nuée de  la  somme  des  carrés  de  ces  termes,  et  celle  dernière 

^^«^     ^-T^'       ^ de  f^fter  est 

*  » 
lasuivaDte:  '    \  ' 

ce     n'eOm  encinie  difficulté. 

VI. 

Soioit  A,  B,  A  +  B,  A  +  3B, 

quatre  termes  consécutifjs  de  la  série  eu  question ,  on  a  iden- 
tiiiueinent 

(A+B)^— B(A+«B)=A»+AB--B»s=— (B^— A(A+Bn. 

Ce  qui  £ait  voir  que  la  dilTérence  entre  le  carrc^  d  un  ternie  ol 
le  produit  des  termes  qui  k  comprennent»  ue  change  pas  en 
valeur  absolne  quand  on  passe  d'un  terme  au  suivant  Or,  si 
on  ^nd  les  trois  pranders  termes  dé  la  suite,  on  à 


doue  celte  difléraace  est  conslammeat  4gale  à  rtmilé. 
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VII. 


Si  on  élève  au  carié  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
tion ,  un  a 

mais  il  est  facile  de  voii*  que 
et  que.  ' 

Oa  mm  dow»eBiMimlkiiMMdawtemcMl 
et  élemit  au  GBTé  après  atoir  divisé  pir  S  » 


et  en  flHpfiriiQM^  la  partie  comn^^ 

équation  qui  ne  peut  être  satisfiaite  que  si  l'on  a 

X — «      X — «'* 

VIIL 
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Si  ua  uiuJtiplie  successivernent  ces  équations  pat  a»  fi,  Tr  *t 
qu'on  les  lyoulc  en  ajant  égard  aux  condilioiift 


•  t 


'  oiiobtien<ijraâp'sw;f  ^+7s;  '0ii€MitiiAni4eli 
Bière  sf'.  et  4^.  On  aura  donc  ' 

.anaiiÉaaMÉ<a<Bwt«acwrt  le*  6«paUoM  Çi],  et  qiifo» 
to  i^Hle ,  m  ajant  égard  ans  oendUiisH     et  MB  nheaifli  : 


otf  anra 

.[«] 


D  un  autre  coté,  si  on  traite  de  la  mènie  manière  les  éqaatkMis 
[3],onarEkftà 

Ces  deux  valeurs  de  x'' 4- 1^'»  +  «  '  devant  être  ies  mêmes, 
quelles  que  soient  ks  mdékranné^       y,  «kami 
saûremttit  4i3ll> 

iS^  qna  iBiBait  démnlnr. 
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3aû  soumm  dis  niacM».  . 

'    Pour  déBionIrer  la  dernière  formule,  je  renittqiw  qm  te»- 

équations  [2]  donnent  .  *     .  • 

Si  nous  changeons  «dp  l'un  dans  Taulfe,  on  «  et  y»  nous 
obtenons  deux  autres  égalités,  qui,  ajoutées  à  cclle-tù^  et  en 
ayflDt  égard  à  1  équation 

donnent 

.  or  le  second  membre  ne  change  pas  quand  on  y  permute  a'  en 
a"  en  Y ,  et     en  y'.  U      est  donc  de  môme  du  premier,  et 
l'on  a,  pur  suite, 

« 

IX.' 

L'^iMitiion  proposée  davient,  én  chanani  les  déoomioaleQrs^- 

{a'  +  x)(b'+xXb  +  x)  +  {o^  +  x){b'  +  x){a  +  x)  "  • 

Gomme  elle  doit  ttvoirlieju  quel  que  soit  â?,  faisons  xss^a; 
ttOBSMirons 

(o' —  oXô' — oXô — o)  =  0. 

Si  6esl4fiiÉmtdeo,celle%£téBepentéte8eliBiyie4ii6  8i 

a'  ou  6^  est  égal  à  o,  ce  qui  est  au  fond  la  même  chose.  Sup- 
posons donc  a'  =  a  ;  alors  l'équation  proposée  revient  à 

_J  1 

qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  h'  =  h.  *  ^ 

Si  on  avait  a  =  6,  on  démontrerait  de  la  même  manière  que 
Ton  doit  avoir  af^à'saa.' 
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X. 

L'é^ualiMi  du  second  degr6  qu*oo  olilîeat  (ai  rhMwnt  te»  dA> 
noipinatmirs*  na peut èire identique qii6«i  iss^^  y^b. 

♦  • 

XI. 

Les  équations  proposées  donnent 

.  Y  ^^'''i  — 

,  4  f'c'     eaf4ràc  . 

d'où  ou  lire,  en  cliassanl  les  déuominaieurs,  el  eu  siffl|iiiâaot» 
ai^<i  Â  oÉ'tf, + hb%  +  ce'ct  +  abc + eryc*. 


CHAPITRE  XVII. 


« 

il  en  résulte,  en  élerant  au  carré» 
oe  qui  entraiae  oeft  deux  éqniitioAs  : 

On  en  tire  fMiienienI 
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yaleim  réeUàc»  dont  les  signes  doivent  6te  combinés  de  ma- 
nière ^e pq  soittle.mâme  signe  que  b, 

* 

UL 

En  posant   =4^,  cette  équation  devient 

■     ^  • 

d'où  l'on  tire,  pour  ;:,  les  quatre  valeurs  ' 
.  elfar  .aiitey  pour  â^,  les  valeurs 

• +8., -«. -1^1^:14, 

...  .  f, 

III,  ,    ^  , 

Il  faut  lire  :  n  désignant  un  nombre  impair  pi  emier  avec  3. 
^  En  substituant  à    sa  valeur,  légalité  à  démontrer  devient 

Hais  '        '     •  ■ 

•  •     \  .  •   

—  =.ces  j+v^~lsin|, 

- — -  ^  =cos  -3  +      sni    ;  » 

donc,  en  substituant  et  ayant  i^gard  à  la  iurmule  de  Moivre , 


cos  |- + V--Ï  sm  -j-  t-«oe   — y— 1  sm  -j--ss  1 

Les  imaginaires  se-détruisent ,  et  n  étant  impair, 

âme  ftK. 

cos-j-t=— cosy  ; 
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SOLirnONS  DES  SX£Rpau, 

.  cos  y  =  CQ8  -  j- = j ,  ce  qui  vérilie  l'égalilé  précédente,  et  par 
«rite»  Fégatté  proposée. 


IT. 

8i  on  pose  â^ass, 

V 

réquatipn  se  réduit  au  second  degré ,  et  on  en  tire  fecilement 

.   %  *  ;  5  =  co&(pi:Vr^8ln«f.  .  .y 


Cette  formide  donnée  valeurs  pour  j?.  en  remplaçant  ^  par 
tous  les  araipi!  ont  le  même  sinus  et  le  mèrae  cosinus.  Les  six 
racines  distinctes  de  l'équation  sont  ainsi  : 

cos|±V^8iû|, 

* 

2Tr 


cos    J  ^  ±  v^— i  sia  — 


> 


Soit  f^ttar^^-HL^f)  ' 

l'expr^ou  çhercliée.  On  doit  avoir 

r-(co8     +       sin  jfif>=  1 , 
équation  qui  donne  .  f*sin»i^==o, 
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«  ■ 

Gonuner  ne  peàt être  md,  on  doit  avoir 

puisque  r  est  essentiellement  positif,  cl  que ,  lorsque  le  siniit..  . 
est  luil,  le  cosinus  doit  être  égala  1  en  valeur  absolue. 

Les  arcs  qui  satisfoat  aux  conditions  ci-dessus»  sont  donnés 
.^iaionnuie 

K  élakit  im  riominpe  eiUier  qiidcon^e ,  d*aù 


Par  conséquent ,  lo8  expressions  imaginaires  demaadées  sont 

comprises  tlaus  la  formule  " 

cos  Isin— . 

*  • 

ê 

VI. 

•         ^         •  ^ 

Soit  x+yv^^  l'expression  ciieichée.  On  doit  avoii* 
équation  qiil  86  iMurfage  en  jdenx  «it^ 

II]  ar^  — 3xy»  =  l, 

On  peut  d  abord  satisfaire  en  faisant  y  =  0,  ar=l,  ce  qnî 
ne  donne  aucune  expression  imaginaire.  ^  on  divise  piu*  y  lé- 
quation  [2] ,  elle  défient 

d'où  Ton  tire  f»=3»*;  parsuite,  — 8«»=»1, 

et  «=  —  4,' 

d'où  ^  =  ±  i  v^. 
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Oafroare  donc  les  deui  mlutioQs  : 

et  Ton  \énùe  aisément  que  cliacune  d  elles  est  le  carré  de  lau^^e. 

*     .  '  »  •     .       '  • 

VII. 

* 

Pour  démontrer  celte  formule,  il  suffît  de  développer  le  pro- 
duit indiqué,  en  remplaçant  a'  par  1  et  a*  par  a. 

8i«  dans  la  dernière  formule  de  l'eiLercioe  VII,  ehap.  h  ,  oa 
lem^aoe 

a'*+b  *+e'*—Za'b'c'  par  (û'+A4-c')(a4-*'a-Hî'a«)(d'+6'a*rHî'«)» 

on  verra ,  en  réunissant  les  facteurs  analogues ,  que  le  premier 
membre  reYie^t  k 

(A  +  B  +  C)  (A  +  Ba -f  Ca«)  (A  +  B»«  +  C«) , 

ce  qiax  démontre  la  formule  proposée. 

VIII. 

Soient  Y+W^ 

les  deux  expressions  imaginaires.  Il  s  agit  de  prouver,  en  pre- 
mier lieu ,  que  l'on  a 

ou  f  en  élefant  au  carré , 

(•+7f+(l»+V<'+P'+t*+*+W(«H?5S'+^  - 

C«tle  inégalité  se  réduit  à 
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OU ,  ce  qui  re  viient  au  même  « 

«Y  +    <  v/C«Y  +  p5)>-f  («û-^yA 

inégalité  évidente. 

Parties  transformations  semUablcs,  ou  ramènera  celle  inéga» 
liié  à  celle  autre ,  qui  esl  évidenle  : 


CHAPITRE  XYIIL 
I. 

étant  compris  ^lltre  a  et  a+^t  posons 

1''   

teyoîlparlàqiie  x  e6t4xnnpri9^|re  fia  et  Sa+I»  de  sorte 

1 

^si  l'onlail  â;=2a-{ — ,  on  aura 

•  ■ 

  i 

^a*-{-l  s=a4  j 

l'our  déterminer  y,  nous  avons  1  équation 

ou     .  . 
[2]  .  Va*+î=«-f2t 
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ce  qui  u'est  autre  chose  que  I  équation  [1]  dans  laquelle  y  reiu- 
piacenil     Oa  aura  donc  y=^x^  ei,  i»ar  «lili» 

*  f 

■     •   r 

■ 

.  •  •  •  • 

1*  Ou  B  identiquemenl 


et  par  ooméqiKnt 

a+î^  =  û+î  ^ 

6  — 1  +  î  7 

<?  '  1 

1  + 


^  Ën  posant  q^è-^^,  on  a  U abord  * 
a+—      «a  +  — — 


•  .     •  •  , 

I  1  I  *  • 


1 


ili. 


Dans  une  fraction  continue  de  forme  ordinaire,  les  réduites 

dDtaiif  pair  fooncBi  line  Mile  décrowBaate»  61  les  rédttiier  dcr 
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rang  im^tlr  une  milite  erofsBaots,  mû  non  Indtfnimftnl, 
pnifqH'irae  rédi^  de  rang  impair  ne  pent  jasmis  «orpasser 

une  réduite  de  rang  pair.  Il  suit  de  là  que,  quelque  loin  que  la 
fraction  continue  se  prolonge ,  ces  deux  csjH'ccs  de  réduites 
sont  toujours  finies  et  qu'elles  con> errent  vers  la  même  liiiiile, 
puisque  la  différence  entre  deux  réduites  eonséculives  diminue 
indéfiniment  h  mesure  qu  on  prend  un  nombre  de  plus  en  plus 
grand  de  fractions  intégrantes;  c'est  cette  limite  qu'on  appelle 
Taleur  de  la  fraction  continue  prolongée  à  l'infini. 
Considérons  maintenant  une  fraction  périodique  flHnple,«t 


!  1 


P-i- 


,1  


On  peiâ  écrite 


.     6  + 


•     •  +  -—, 

I 

PO 

Si  on  désigne  par  p;,  ^  les  deux  réduites  correspondantes 

aux  quotients  incomplets  p  et  (/  de  la  [>remicrc  pério4c,  te 
fraction  continue  sera  encore  représentée  par  (185) 

tr«+p" 

et ,  par  conséquent,  on  aura 

ce  qui  donne        U'a;*+(P'— Q)a?— P=0: 

équatipudu  second  degréi  à  racines  réelles,  lune  positive» l  outre 
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« 

né^tive.  La  j^rantère  seule  représente  la  valeur  de  la  fraction 
continue.  '  ' 

Eu  second  lieu,  aoii  une  fraction  périodique  mixte,  et  posons 

'  •  t 


•^ô  +  ctc. 


«lit  — 7 


A'eprès  ce  ^e  nous  venons  de  Toir,  y  sera  la  racine  positive 
.  d^oneé^piation  dé  la  lonne 

Si  maintenant  on  désigne  par  ^,7     les  deux  dernièm  ré- 
duites qui  oon-aspondent  à  la  partie  non  périodique,  et  qu'on 

reiupiace  - — j         par  y,  on  aura  encore 

y  et,  en  éliminant  f  entre  les  équations  £S]  et  [3],  on  arriTSI^ 
néœsBsArei  nent  à  une  équation  du  second  degré  en 


IV.  . 

Supposons  qa*on  ail  réduit  ^  en  fraetion  €<mtiniue.  Soit  ^ 
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une  ré(Elyit»ilM«i§  jmjwr  6t  f  le  ^pwtmalMBpM  fikniilt 
après.  Oaa 


«l'on  pose      ^  0'(tfy+F)"=B^S' 


en  aura 


en  sorte  que  A — a'  ei.  B  auront  un  plus  grand  commun  din- 
8eur^;alà  — ^ —  ou  à  ^.  Ce  plus^  grand  commun  dîTiieir 
devant  être  au  moins  égal  à  t,  on  aura 

|>t,  on  ff<?- 

On  choisira  donc,  paiini  les  dénominateurs  des  rédniteaHc 
rang  impair,  le  plus  grand  qui  satisfasse  à  cette  inégalité,  et  si 
ou  prend  a  de  telle  sorte  que 

4>n  aiu;arem|iU  toutes  les  oondUiona  du  proUènl^ 


V. 

Les  premières  réduites  de  la  traction  eontimie  sont 


••• 


La  loi  de  ces  réduites  est  évidente,  et  on  démontrerait  faci- 
lement que  si  elle  est  vraie  jusqu  à  la  n"'*  réduite,  elle  lest  en- 
core pour  la  suivante,  d'où  U  suit  qu'elle  est  générale. 

D'après  cela,  il  Sttfifit»  pour  démontrer  la  question  proposéCt 
de  faire  voir  que 
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a  pair  lliallB  IHiftHé  <pmDd  •  augmente  indéftniiiMt.  A  cel 
ettst  y  nxms  distinginnm  titiite  CM  1 

1"»  Si  ^  est  moindre  que  on  pourra  mettre  le  rapport 
pfécédeut  sous  la  forme 


l)r,  à  mewre  qfiie  »  migmenie,  ^  tend  vers  i>  et  on  peut 

#DnwlHie  ninrdé  •  «Bseï  pnideponrqiie  ^0"  mîtéÊÊÊà 

petit  que  l'on  voudra.  Donc,  dans  ce  cas,  les  réduites  tendent 
mrs  la  limite  a-\-b^  et  l'égalité  proposée  est  rériliée. 

2"  Si  a=6,  ie  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  est 
«idéûnt;  et,  CB effets danscecM^lei fédmÉBSMialleniaH- 
iratnent  nulles  et  infims  et  ne  coBvergent  Ten  anciuie  limite 

d*"  Si  on  a  6>a,  le  rapport  converge  vers  la  limite 

-^'tl  régalité  propoiée  n'est  pk»  mde,  mais  elle  peut  être 
ranplacée  par  la  smmte  : 


VI.  •  . 

P  û  R 

Nous  démontrerons  d'abord  ce  Uiéorèoie:  ^  p>  ^  jp 
les  dernières  réduites  de'  la  fraction  continue, 

a+  ï 
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Q  sera  ia  dernière  réduite  de  la  fraction  inverse 

r+î- 


.  *  +  s- 

Ci  • 

En  effet,  on  a  (104)  R  =  Qr+P.  P  étant  moindre  que  Q,  on 

voit  que  r  est  la  partie  entière  du  quotient  de  K  par  Q ,  et 

que  P  en  est  le  reste.  De  ukèmt^  «si  on  divise  Q  par  P ,  on 

id>tiendra  pour  quotient  q  et  pont  reste  le  munératenr  de  k 

p 

réduite  qui  précède    ,  et  ainsi,  de  .suite.  Mais  ces  opérations 

ne  sont  autres  que  celles  qu'il  faut  £Bure  pour  ré^iuii^  g  en 
iiraction  continiie  :  donc 

9  + 


P+  :   .  !  


Considérons  maintenant  les  fractions  continues 
'+—1  '  +  7-1 


«H  î  *+ 


La  première  est  la  racine  positive  (Exercice  III)  de  l'équation 

[1]  RV  +  (Û'-R)a;-Q  =  0, 

et  la  seconde,  d'après  la  propriété  i\uc  nous  venons  de  démon- 
trer,  est  la  racine  positive  de  cette  autre  équation 

[2]  Qa:»  +  (Q'  — R)a;  — R'  =  0. 
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soLUTioiis  Att  maacM.  M3 
Dr,  réquation      n'est  autre  chose  qfue  Téquatloii  [1]  dans 

laquelle  on  aurait  d^ngé.  a;  eu        Dodc  la  seconde  racine 

•de  l'équation  [1]  est  égale  à 


CHAPITRE  XIX. 


lA^question  proposée  mîeiii  à  percher  uMvateur  4e  s  fui 
'  iende  entières  les  expressions 

,  z  —  a      -5  —  p      Z  —  7  w      X , 

c*e8t  un  cas  particulier  d'un  problème  d^4raité  (Si4)  et  qui 
admet  une  infinité  de  solutions. 

Parmi  l'infinilé  de  nombres  qui  résolvent  le  problème,  il  y 
en  a  un  et  un  seul,  moindre  que  abc  ...  /  :  il  y  en  a  un,  ' 
car  si  les  conditions  imposées  sont  remplies,  elles  le  seront 
encore  évidemment  si  on  augmente  ou  diminue  le  nombre 
trouvé  d'un  multiple  quelconque  de  abcJ^  ce  qui  permettra 
toujours  d'arrîTer  à  une  solution  moindre  que  abc.>,l;  il  n'y 
en  a  qu'un;  car  si  deux  nomlu^  m  et  s',  tous  deux  moindres 
que  aèe...^  donnaient  les-mèmes  restes,  on  anndt 

fi^g^sàm  multiple  de  «sun  multiple  de  àa...  ^r 

.=un  multiple  de  /,         •  . 
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et,  par fluUfi»  loiii^u^     6*  c^..U  soat  premiecs  eoirfi  eux* 

s=  ua  multipk  de     ^  J , 
ce  qui  est  impossible,         étant  mxÂaàxoMftm  aftt«^  J., 

« 

■ 

IL 

Gonsidéroi»  d'abord  le  oas  de  deux  nombres  à  et  6.  Posons 
«i£=E.,  désignons  par 

les  noililHPes  infërieors  et  picalero  à  a,  et  par 

les  nombres  inférieurs  cl  premiers  à  b. 

Tout  nombre  premier  avec  ab  doit,  si  on  le  divise  par  a, 
donner  pour  reste  un  des  termes  de  la  suite  [i],  et  si  on  le  di* 
vise  par  6,  un  des  termes  de  la  suite  [2].  Mais  parmi  les  nom*- 
bres  moindres  que  ab^  il  n'y  en  a  qu'un  qui  soH  à  la  fois  on 
mifltfpte.  de  et  un  multiple  de  è+p,.  Dmn  ft  y  anru 
autant  d'entiers  inférieurs  et  premiers  à  àb  que  de  mmiiires 
de  cofBbiner  un  tenue  de  la  prenilère  ^Ite  avec  on  tetme  de  la 
soeomie,  c'est-à-dire  m»  ou  Doue 

Maintenant,  e  étant  premier  avec  •  et  6»  et.par  suite  avec  a^, 
onaomâemteie 

£««.o  =  £a»iVi 

ce  tbéorème  s'étendrait  successivcuitul,  de  la  même  manière, 
auQSsdc  4»  ô,...o  £acteuxs. 


Ul. 

D'après  te  IhéofiisuprécédeiÉt,  Il  suffttpov  de 
connaître  £i»m>« 
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au  nombre  de  a*"-^  qui  ne  soieul  pas  premiers  avec  a*;  do  ne 
On  aura  (fe  même  . 

 ••4.... 

donc     ^  Jî;=Fa-Ha-l)^^'C*-lJ.-^'-*y-l), 

■  ■'>-=''(-3H)(-S-H):' 

IV. 

On  a  ideiitiqurnieiit 

Nous  pouvons  poser 

[a]      /'  «— éy— Pv'^/». 
ce  qui  doniiera         s'  =  (*« + 3p')». 
Qd  s^lisfèra  aux  é4ualîoii8  [1]  et  [2]  eapoaant 

ÛU         .  ;        .  . 

et  pour  valeur  correspondante  de  2,  on  aura 
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Les  formules  [3],  [4]  et  [5]  résolvent  l'équalion  proposée, 
quelles  que  soient  les  indélerminées  «  et      et  donnent  des 
soluUoDS  entières  de  cette  équation  qpuid  on  n'atiribue  à  s  et 
^  à  p  4^  des  Ytleun  entières. 

V. 

« 

'  1^  Si  a  est  positif,  on  posera  .  , 

/âP^^Tx^Çc  =  ^âx  +  y. 

'  *  .  • 

•    En  élevant  au  caiTé,  ax*  disparait  comme  terme  commun  '  .  . 
aux  dcu\  meml)res,  et  il  reste  une  équation  du  premier  degré  ^ 
qiû»  résolue,  donne  .  . 

#ac  -=,  . 

S**  Si  c  est  positif,  on  pourra  poser 

.  .  *  • 

Eu  élevant  au  carré ,  et  divisant  par     (acteur  commun  aux 
deux  membres  y  ou  obtient 

»     •  *  ê 

«  a— jr 

Si  on  a  en  même  temps  a<0,  e<0,  les  deux  transfor- 
mations précédentes  ne  peuvent  être  employées.  Mais  il  Cuit, 
dans-eeeas,  pour  que  le  radical  ait  one  signification,  que  les 
deux  racines  du  trinôme,  as^+bx  +  e  soient  réeUes;  antafr* 

ment  la  quantité  sous  le  radical  serait  constamment  négative,  et 

par  suite  le  radical  conslaumient  imaginaire. 

Soient  alors  «  et  p  ces  deux  racines  ;  on  aura 
•  •  • 

Va-. 
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il  en  résulte 


d'où  l'on  lire 


a(a?-a)  =  («  — py; 
ff-i-a 


Soient .  2^  la  corde  cherchée, .  x  sa  distance  au  centre ,  étoi- 
le rayon;  on  doit  avoir 


et  le  problème  admet  Ira  deux  fois  plus  de  solutions  qu'il  y  • , 
aura  de  manières  de  décomposer  r  eu  deux  carrés. 

Si  on  demande  seulement  que  ces  deux  kmgoenra  soient 
conuaensuFahles  avec  le  rayon ,  il  suffira  de  poser 


,  quels  que  soient  les  entiers  pclq.Le  problème  admettca,  dans 
ce  GBSt  une  infinité  de  solutions. 


Inscrivons  dans  le  cercle  une  ligne  polygonale  de  m  —  1  côtés 
dont  chacun  soit  commensurable  avec  le  rayon,  ainsi  que  sa 
distance  au  centre.  Je  dis  que  si  on  joint  les  extrémités  de  cette 
ligne,  oti  obtiendra  un  polygone  de  m  côtés,  r^plissant  toutes 
1m  orâidltîons  du  problème. 

Çnètbt,dM^pinoôtéestl0double  dn  sinusdetemioltiéderarc 
'soQlendn ,  et  te  distance  au  centre  en  est  le  eesiniis.  Or,  lorsque 


*  • 


.  a;=jp'  —  q*   ou  2^, 


vu. 


1 
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plusieui's  arcs  valent  une  demln^irconférence,  le  sinus  et  le  oo- 
siims  de  run  d*cux  s'expriment  rationnellement  en  fonction  dep  ' 
ttnnset  cosinus  de  tous  les  autres  (¥07.  la  Triçtmoméirie).  Donc 
le  dernier  côté  et  sa  distance  au  oen  (re  séront  eifuriniés  |Kar  âm 
nombres  oonunensurables. 
|\  caïaqoe  diagonale  étant  le  doubte  smus  de  la  soinme  de  pla* 
siemarerdontlessinnsetcodniissimtooininensHrBMe^  sera 
*•    également  conunensurable. 

Le  polygone  se  pai  lago,  au  moyen  de  rayons  menés  aux  Som- 
mets, en  Irianj^les  ayant  chacun  une  base  et  une  liauteur  corn- 
mensurables.  Chacun  de  ces  triangles  aura  donc  une  surface 
çommensurable ,  et  il  en  sera  de  même  de  leur  somme  ou  de  la 

'  sorfece  du  poljgonet 

Application  «w  tria$iffle.  £n  soivaatia  marelle  qm  nous  y»» 
nons  d'indiquer,  et  en  prenant  pour  unité  le  rayon  du  cercle 
dnxmscrit,  oiLtrouTe'i^e  les  côtés  Sy,  ip\  ^  d'un  triang^^ 
sasurfoœ  S,  le  rafim du  evcte  inaerit  peuvent  «^exprimer 
rationnen^nt  au  moyen  de  quatre  indétennînées  ji»  g»  |/»  g', 
par  les  formules  suivantes  : 

(Voir  NmntUeê  Anmakide  mathémaiiques,  tome  IX»  p.  133^) 


GUÀPITRË  XX. 
I. 
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SÛLimORS  «H»  BXERCiCES. 


II. 

log  5M1*  — log7 


ni. 


IV. 


^  .  log4739— logt5646 


V. 


log  400 
iog3  ' 


CHAPITRE  XXI. 


B'— A'_A+VAB     ^     _     A(B  — v/î6)__^ 
B— A"""     B^^^^Â     ^    (B— A)(A-fvAB)* 

Multipliant  les  deox  lennes  du  rapport  par  B + 

B^— A^  A(B«— AB)  _  AB 

(B-A)(A+V®)(B+^a)  (A+|^)(B+VAB)' 


d'où  lim^ 


B— A  ^  (2A)«  4' 
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II. 

ii^^T^  -  ^ojvgM^^-f  ^  ^^^^ + 


denc  lini  (v  '  + 1  —  a?) = 0. 

III. 

Celte  expression  ne  diffère  de  celles  qui  ont  été  traitées  dans 
le  cours  de  ce  chapitre,  qu'en  ce  qu'elle  renferme  des  radicaux 

superposés.  La  redierehe  de  sa  vraie  valeur  se  ramènera, 
^eomme  au  n*  965,  à  la  linùte  de  fractions  analogues  à  la  sui- 
vante : 


X — a 


où  Q  et  R  sont  des  polynômes  rationnels  et  U,,  R«  ce  que  de- 
viennent ces  polynômes  quand  on  ^  fait  a?  =  a. 
Or»  on  a  identiquement 


p_  VQ  +      -  vU+j^R.  Q- Q.  +  "y/H— 
0+;/R-0,-,yR,  a? -a 

et,  par  suite, 

£n  appliquant  ces  principes  à  lexpression  proposée,  on 

.  169 

trouve  que  sa  vraie  valeur  pour  x^\  est  -j^. 
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NOTE  1. 


A(l  +r)^  eai  plus  grand  ou  plus  petit  que  A  ^1+  suiy«iU 

qiie  (l+^'/^I^n^  grand  ou  plus  petit  que  Ën  dé- 

veioppaul  ces  deux  expressions,  elles  devienuent 

*+'"^+-»:â^îï'^+-^  1.8...*     ?"  +••■  ji'^- 

Si  g  est  plus  grand  quep,  la  seconde  expression  contient 
plus  de  termes  que  la  première;  nous  aurons,  par  suite,  prouvé 
qu'elle  est  plus  grande  si  nous  montrons  que  chacun  de  ses 
V)rmes  surpasse. celui  de  même  rang  dans  l'autre.  Or,  en  com- 
jiaraat  les  termes  de  rang  k+ 1 ,  on  voit  qu'après  les  aToir 

disrisés  l'un  et  l'autre  par  ^^^.^  on  pei^t  les  mettre  sous  la 

Ibcne 

■  (-î).('-i)-(-^)' 

et,  sous  cette  forme,  il  est  évident  que  le  second  est|le  plus 
grand.  On  précéderait  d'une  manière  toute  semblable  si  ^.était 
moindre 

II. 

Le  pimiar  syslème  repi^ésente  une  dépense  actudle  égale  à 
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La  dépense  actuelle  équivalente  au  second,  est  ' 

('*'+nTîr"^"")'^*^'(n:^+(ïT!?'*""')'  • 

■  •  ■ 

Ces  deux  exfHresâons  deviennoit,  si  on  somme  les  progres- 
sions, 

"T" 


1  — t —     1  —  ■>  ~  1^. — - —  1  

On  «ioil  préférer  le  système  auquel  correspond  une  moindre 
dépense  actuelle. 

UI. 

« 

Quand  on  trouve  pour  n  une  valem*  fractionnaire,  on  peift 
prouva*  qu'oi  adopUmt  le  nomltre  entier  immédîolement  ink- 
rieur  on  ne  serait  pas  aMpiitlé,  mais  qu'efr  adoptant  le-nombre 
entier  supérieur  on  payerait  plus  que  la  dei&e. 


NOTE  2 


Oïl  oblicndi-a  2£(a  — 6^  en  taisant  suaessiYCmcnt  a?s=a« 
X =6 ,.,x=l  dans  l'expression 

f  (or)  =  (a?— a/ +    —  6f  + ...  (« — /y» , 

et  ajoutant  les  résultais.  Or,  en  développant  ^(x),  on  a 

et,  en  8nl>stituant  à  ^  les  valeurs  a,  b,  c ...  /,  ajoutant  ei  re- 
man|uant  que  les.  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux,  on  obtient  la  formule  proposée. 

i 
» 
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et  pu  i s(xuc^Za6 = 0,  In  première  formule  est  évidente.  . 
'  2r>  Od  a  rideotité  facile  à  vérifier  : 

■ 

l>é  là  et  de  l'équation  Xabed  s  laSabe^  on  déduit 

or,  on  voit  sans  ivcine  que 

et,  par  suite,  d'après  les  égalités  précédentes,  2a'^ss0,  d'où 
I  on  conclut 

car  on  a  identiquement  . 


NOTE  5. 

On  peut  obtenir  la  racine  à  moins  de  li  ne  faut  pas  con- 
clure que  l  ou  puisse  trouver  n  cliiÛres  décimaux  exacts. 

II. 

On  .peut  calculer  la  racine  carrée  avec  une  erreur  moindre 
qu'une  unité;  mais  on  n'est  pas  assuré  d*aToir  exactement  sa 
partie  entière. 

m. 

Soit  •  l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  ^*  L'erreur  qui  en 
résultera  sur      sera  moindre  que 
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Cette  erreur  devant  Mre  moindre  que       ii  sufiU  que  l'on  ait 


On  satisfera  o/br/tM  en  prenant  t<^.  Or,  en  nommant  t' 


1  erreur  commise  sur  g,  1  erreur  e  est  moindre  que       Il  suf- 


fira donc  de  poser 

50t'  J_ 


26X50^80X00  ^1250 
On  pourra  doue  prendre  g  avec  deux  docimales. 

IV. 

ft  désignant  le  rayon  de  la  sphèce  é?alué  en  millimètres,  on 
trouve  fiscUemait 

.V45O00OO0.3 


_    /45Ô6ÔOOO .  3 
^  V  4.1(j.l9.ir  *     '  • 


et  «ne  mansbe  analogue  à  eeUe  qu'on  a  snivie.4ni4^  questioii 
piéoédente  lût  reconnaître  qu'il  snfilt  de  prendre  n  itee  trois 
décimales, 
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CHAPITRE  XXII. 

NOTIONS  sua  LKS  S&RIES. 


981.  Une  9àrk  est  une  somme  composée  d^iui  nombre  Illi- 
mité de  termet. 

On  ilil  qu  une  série  est  convergente  lorsqu'il  exiiie  une  limile 
doiil  la  somme  de  ses  termes  s  approche  indélinioienià  mesure 
qut'  1  on  en  considère  un  plus  grand  nombre. 

l;nes<''rio  qui  n'est  pas  convergente  est  dite  divrrfjente.  Tne 
série  divergente  ne  représente  rien  et. ne  peut  être  d aucun 
u$age  en  enalyse.  .  ,  • 

EmiFLB.  Une  progression  par  quotient  est  une  série  eonw- 
genle,  loncpie sa rateon  est  moindre ^ne  ruràté.On  a  ?u,  en 
effet ,  qu'en  supposant  q  moindre  que  Tunlfé,  la  somme  . 

o  +  flg  +  «ï* 

.  ft*&pprochc  Indéfiniment  de  la  limite  YZIq' 

Uiie  progression  indéfime  dont  la  raison  surpasse  runité,  est 
évidemment  divergente. 


L  pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  que  ses 
termes  approebènt  Indâllnimeni  de  la  limite  séfo.  lais  oetle 
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i-ontliliuii  est  loin  d  tire  sullisinle.  Pour  Icprauvcr,  nous  ^kllonç 
faire  voir  que  la  Si'rîc     '  •'.  - 

dont  les  (crnies  diminuent  îudéfmimenl ,  est  cependant  diver- 
gente. En  elïcl ,  I  l  sonnnc  , 

est,  quel  que  soit  »,  plus  grande  que  ^,  car  elle  se  compose  de  n 

termes,  tous  plus  grands  que  on  pteut  donc,  à  partir  d*un 
icimc  quetean^e  f  prolonger  assez  la  série  [1]  pour  qiie  sa 
somme  augmente  de  et  il  est  évident  qu'en  prenant  un  nom- 
bre sullisaimaeiit  graud  de  gi  oupcs ,  tels  que  [2],  on  obtiendra 
autant  de  fois  qu*on  le  voudra  une  somme  plus  grande  que  * 
et  le  résultat  pourra,  dès  lors,  surpasser  toute  limite  alignée. 

885.  11  n'est  pas  toujours  facile  de  déeider  si  une  séi  ie  est 
converj^ciite  ou  divcMj^ciile.  Nous  nous  bornerons  h  indiquer 
une  l'ègle  fort  simple  qui  permet  de  prononcer  dans  un  graud 
nombre  de  c^is.  -■  ^ 

Théorèmb  I.  Une  série  à  termes  positifs  est  divergente,  lorsque, 
à  partir  à^une  certaine  limite,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 

est  plus  (irand  que  l'unité.  Elle  est  convcryniie  lorsqve ,  à  partir 
d'une  certaine  limite ,  ce  rapport  est  constuinmcnt  inoindre  quim 
nombre  fixe  plus  petit  que  l'unité  (i/  ne  su/lirait  pan  qu'il  fut  con- 
stamment moindre  que  l'uiiitc).  , 

V  Si,  à  partir  d'une  certaine  lijnitc,  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  surpasse  Tunité,  il  est  évident  que  les  termes  vont  en 
croissant,  et  que,      suite,  leur  somme  augmente  sans  limite  ; 

S*  Considérons  la  série 

«i  +  «'t  +  tt3+  ,..  +  tf,  +  tti,+i;f  etc.... 

Supposons  qu'à  partir  du  terme  de  ran^  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  soit  constamment  moindre  qu'un  noinlire  K 


MTiONS  SI  K  LLS  SfiRUBS. 

intfrfeiK'  àliUHlé»  m  sorte  q«e  l'on  ait 


4t7 


[1] 


on  déduit  des  inégalités  [ij 


en  aorte  qae  les  termes  de  la  série  proposée,  à  partir  du  n***» 
8o^t'aKHIldI!es  91e  ceiK  de  la  prog»^^ 

et  il  est  impossible,  par  conséquent,  que  leur  somme  croisse 
sans  limite.  Lors  donc  qu'on  pi  ondra  un  nombre  de  termes  de 
plus  eu  plus  grand  dans  la  série  proposée,  la  suiiime,  qui  va  sans 
cesse  en  augmentant,  puisque  les  termes  sont  positifs,  ne  i)ourra 
cependant  pas  surpasser  tout  nombre  donne.  Il  est  dès  lors 
évident  qu'elle  a  une  limite,  précisément  égale  au  plus  petit 
des  nombres  qu'elle  ue  peut  jamais  suipasser. 

Stfl.  ^Rbharque.  La  démonstration  précédente  serait  en  dé- 
faut si  1  on  avait  ^  =  1  ;  dans  ce  cas,  il  y  aurait  doute,  et  la  série 
l>ourrait  étr«  oonver^bnte  ou  divergente. 

M5.  RiHàtQiiB  n.  La  démonstration  précédente  (2B5)  fait 
connattre  une  lîmne  de  Terreur  commise  quand  on  s'arrête 
dansia  sommation  d'une  série  &  un  terme  dTun  certain  ordre. 
Soit  en  MA  la  série 


Supposons  qu'à  partir  du  terme,  w^»,  le  rapport      soit  con- 
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stainment  moindre  que    les  termes  ...  seront  (88S> 

moindres  que 

ttm^»  ^^tif^  •••» 

et,  par  suite,  la  somme  des  termes  négligés  en  s'arrètant  k  «i» 
sera  plus  petite  que 


c*e8t-ft-direqoe 


.  286.  Théorème  II.  Si  les  termes  d'une  série  sont  alternative» 
ment  positifs  et  négatifs^  et  qu'ils  décroissent  indéfiniment,  la  sé- 
rie est  convergente. 
Soit,  en  effet,  la  série 

llo  —  «1  +  «1  —  tf «  +  tt*  . . .  +  M»  —  Mn+l  +  tf.^  —  . .  . , 

nous  pooTons  l'écrire  des  deux  manières  suivantes: 

« 

— ifi +ih ... + («w^-i— «W— («»4»—«*H*)-^ ,  etc.... 

chaliue  terme  étant,  par  hypothèse,  plus  petit  que  le  précédent, 
les  difiérences  placées  entre  parenthèses  sont  toutes  positives, 
et,  par  suite,  la  série  prolongée  aussi  loin  qu'on  le  voudra,  est 
plu&  petite  que  la  somme 

et  plus  grande  que 

— «i  +  «t  .•. +    — «Wtt 

et  comme  lee  deux  sommes  ne  dlfTèrent  tjue  par  le  terme  ««^.t, 
dont  la  limite  est  zéro,  on  voit  que  la  série,  prolongée  indéfini- 
ment, (lifTôre  aussi  peu  que  Ton  veut  de  chacune  d'elles;  on  voit 
aussi  qu  en  s'arrôtant  au  terme  positif  on  a  une  valeur  trop 
grande,  et  que  cette  valeur  devient  trop  petite  si  on  la  diminue 
de  u^^i.  L'erreur  commise  en  adoptant  une  de  ces  valeurs  est 
donc  moindre  que  u^^. 
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Déflnttioa  éa  ooaibre  e. 

!MI7..L*Mpre8doii  forsque  in  àvgiiiaite  indéA- 

Diinent»  tend  vers  une  limite  dont  la  considération  est  fort  utile 
en  analyse!  et  que  l'on  désigne  habituellement  par  la  lettre 
Nons  àlloins  donner  le  moyen  d'exprimer  cette  limite  par  une 
fléjie  couTergente. 
Supposons  d'abord  que  m  Mi  entier.  On  a  alors, 

,  m. (m — — n-\-l)  1  , 

ce  que  Ton  peut  écrire  de  la  m^ère  suivante  : 

m  m — 1    m  m — 1  m — 2   m  m— 1 7/1—2  m — 3 
/,  ,  i\" ,  ,  ,  ,  m'  m    ;  m*  fi»  *  m   ,  m  m     m     m  . 

V+5j=i+i+-ïx-+— rr»— + — ïjjÂ — + 

m  m — 1  m — 2    m — n+l 
I  tn     m       M  m  . 

 Tjzi  

Biais  <»  a  étàdeimiMBt 

m   m     m  m  \     nij\    mj    \      m  r 

en  sorte  que 

éfinimént,  *    ^  ^ 

a ,  l\  la  limite , 

Remarque.  On  peut  objecter  au  raisonnement  (i^récédent 

i  1  1 
m'  m'  m 


,      12  3 

si  m  croit  indéfiniment,  -,  -,  -y...  tendent  vers  zéro,.et  Ton 


12  3 

que  les  liraetlons  — ,  —,        «étendant  vérs  séro lorsque  m 
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augmente  qu'à  la  comlilioii  d  avoir  toujours  un  numérateur 
lini,  ou  pourra  toujours  trouver ,  quelque  grand  que  soit  m  , 
dans  les  termes  avancés  du  développemeot,  des  (acteurs,  tels 

que    — "^^^"^j      diflércront  nolaliicment  do  1  unité.  Il  iaul,  . 

en  affety  lyouter  quelfoos  ^déTeloiifieinente  pour  gue  la  démon- 
stration jréoédâsle  devienne  coinplélemenl  ri^uremt, 
!•  La  série 

w    '+'+  îra+  ri3  +  - ■•  +  r:2ir7i+"" 

est  couvergculc         car  le  rapport  du  terme  de  rang  n  au 

précédent  est  égal  à       ,  et  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente.  ' 

Il  en  résulte  qn'À  partir  d'un  terme  suffisaimmit  ékngné,  la  * 
somme  des  termes  de  cette  série  devient  aussi  petite  que  l'on 
veut;  sa  d!aiitres  .termes,  -on  peut  prendre  n  assez  gnipid 

ait  une  limite  plus  petite  qu'un  uombre  assigné  quelconque. 
2p  La  suite 


a  les  termes  plus  petits  que  les  termes  de  même  rang  dans  la 
suite  [ij;  on  peut  donc,  à  f^tSon,  assigner  une  valeur  de  n 
assez  grande  pour  que  la  somme  des  termes  de  cette  suite,  h 
partir  du  n***,  soit  et  reste  fAus  petite  que  tout  nombre  assigné, 
qoélque  valeur  que  Ton  attaiboe  ullérieurement  à  m. 

3*  Cela  posé,  il  est  ckîr  que  si,  dans  l'expression  [2] ,  après 
avoir  assigné  à  n  une  valeur  fixe,  mais  très-grande,  on  fait  aug- 
menter m  indéfiniment,  les  n  premiers  termes  auront  pour  iimilc 
les  71  premiers  termes  de  la  suite  [1],  cl  la  diflérenec  des  doux 
séries  aura  pour  limile  révo,  puisque  les  ji  premiers  ternies 
s'approchant  d'ètie  les  mêmes,  la^sottunedes  suivants  tend  %e]> 
zéro  daas  l'une  et  l'autre  série. 


Digitizedby  GoQtj' 


noviOMS  m  lbs  sémbs.  411 

il  (  ;  t  (loue  pr()u\iM|U('  si  1  onallribuc  à  m  des  valcurâ culières 
(le  plus  eu  plus  graudes,  ou  a 

a=lim(i+i)"=H-i+ïL+,-i3+...+j-^+... 

Si,  daus  J'expressiua  >     allribue  àwi  des  va- 

leurs fractionnaires  de  plus  en  plus  grandes,  la  liinite  sera  tou- 
jours kmémcî  et  égale  à  Pour  le  prouver,  supposons  que,  » 
désignant  un  nombre  entier  très-grand,  on  ait 

«  étant  moindre  que  Funilé,  l'expression 

ttera  évideuiraent. comprise  cuire 

-  (■+irTî)"' 

car,  pour  obtenir  la  première  de  ces  expressions ,  il  faut ,  dans 
1    -  j  ,  remplacer  le  tenue  ~  et  l'exposant  m  respective- 

ment  par  les  nombres  plus  gfands-  el  n  +  i  ;  pour  olitcnir 

la  seconde,  il  a  fallu  remplacer  les  mêmes  quantités  par  Ic^ 

1 

uombres  plus  petits  j-q^j  el  n.  Or  ou  a 

•■  (.+^)-=(.+dôr-v- 

Or,  n  étant  entier  et  très-grand,  ^1         cl     -|-  . 
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difièreiittrès-peude^l  +  -.  i-j  r-r  diffèrent  très^peii  de 

l'unité,  et  les  deux  expressions  pi'L'ci'donte,s  ont  Tune  et  rantro 
6  pour  limite;  li  en  est  par  conséquent  demémede-n-)-  — J  , 
qui  est  compris  entre  elles. 

X  «É8UIIÈ.  ' 

Utti.  Ce  qu'on  appelle  série,  convergence  et  divergence.  Une  progression 
par  quotient  est  convergente  quand  la  raison  est  plus  petite  que  l'unité,  ^ 
divergente  dans  le  cas  contraire.  —  282.  Les  termes  d'une  série  peuvent 
décroître  indéfiniment  sans  que  la  série  soit  convergente. — On  le  prouve 
par  un  exemple.  —  283.  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  plus  petits 
que  l'unité  est  convergente,  lorsque  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
est,  à  partir  d'une  certaine  limite,  constamment  plus  petit  qu'un  nombre 
moindre  que  un. — La  série  est  divergente  quand  le  rapport  est  plus  grand 
que  ruoité.— 284.  Il  y  a  doute,  s'il  a  pour  limite  l'unité.  —  28^.  Limite 
de  l^reor  cominve  en  s'arrétant  à  un  terma  dbiiiié.->fiaiO.  Lorsque  les 
termes  d'une  aérie  décroissent  indéfiniment ,  et  sont  alternativement  po- 
sitifii  et  négatifs,  la  aérie  eat  ooeyergente.— 287.  Limite  vers  laquelle  tend 

^4  +^)'"»  lofaque  m creit  indéfiniment."^  288.  Détails  BéoBDwfroD  pour 

compléter  la  dénumatration  |iréoéd^.  —  289.  La  limite  est  la  nnéme, 
lorsque  ei  aat  fractionnaire  que  loraqu'il  eat  entier. 

ËXËRCIGK&. 

I.  Trouver  la  limite  de  loraque  fi  augmente  indé^ 

finiraant. 

IL  Trouver  la  limite  de  (  1  lorsque  m  augmente  indé- 

finiment. 

m.  Prouver  que  e  est  incommensurable. 

ïv.  +  i  +  -  +  i  +  - 

est  une  siTÏe  convergente  lorsque  m  ei»l  piu$  grand  que  t ,  di- 
vergente dans  le  cas  contraire. 
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V.  Si  Ton  considère  m  numéros,  et  qu'on  les  range-de  toutes 

les  manières  possibles,  en  désignant  par  Pn"*  le  nombre  des  per- 
mutations dans  lesquelles  aucun  d'eux  n  eslà  sou  rang,  c'est-à- 
dire  dans  lesquelles  le  numéro  1  n  csl  pas  au  premier  rang,  ni  le 

'  numéro  3  au  second,  etc.,  ia  fraction  r-^  converge  rapi* 

dament  vers  ^  lorsque  m  augmente. 

VI.  Une  série  à  termes  positife 

est  convergente  si     a  une  limite  moindre  que  Tunité.  , 

VII.  Appliquer  la  règle  précédente  pour  prouver  la  conver- 
gence de  ia  série 

Vm.  Si  la  série 

Wo  +      +  W,  4-  . ..  +  Mn  +  ... 

est  convergente;  ^Is  que  soient  les  signes  de  ses  termes,  il  en 
sera  de  même  de  la  série 

EoM» + lw«i  +  Et«t  + ...  +       + .... 
Eo,  El,  Et,...,  £»...  étant  des  Bondures  positif  décroissants. 

dans  laquelle  A«  est  un  nombre  entier  quelconque  inférieur  à 
n,  est  une  série  convergente.  Sa  limite  est  un  nombre  incom- 
mensurable. (On  suppose  Ai  <  1 ,  A» < 3 ,  . . .,  A^t K^^n+l). 
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CHAPITRE  XXIII. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES. 


-  Mrifée  d'in  polynone. 

SOO,  En  désignant  par  m  un  nombre  enlier  quelconque,  on 
a  identiquement 

Cette  formule  permet  de  développer  et  d'ordonner,  suivant  les 

[uiissances  de  h,  le  résultat  de  la  substitution  de  x-j-A  à  x  dans 
un  pulynomc  de  la  forme 

On  aura,  en  cfict,  par  celte  subslilulion, 

En  développant  et  réunissant  les  termes  de  luèmc  degré  en  A, 

F(ar  H- A)==  Aa:*+ Aiaf^ + A.af^  + ...  +  Al»-*» + A« 
+  /*  [mXx^'  +        tyk^ 2)Aiaf^  +  . . .  +  A^] 

+      •  [« .    — 1  )       +  («  —  1  )  (m  —  2)  A|«*-»  + . . .  ] 

+       [wXw— iXw~2)Aaf^+(w~lXi«— «X«*--3)A,«^+...l 

On  voH  que  le  tonne  indépendant  de  A  est  le  polynôme  pro* 
posé  lui-même  F(^);  (juanl  aux  coefficients  placés  entre  paren- 
thèses, ils  sont  faciles  à  déduire  du  premier  dont  on  les  nonime 
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les  dérMei  9umisivei.  Le  eoeffieienl  de  A  esi  la  pMHjte  dàr»- 

h*  h* 
vée  ;  celui  de  —  la  seconde  dérivée  ;  celui  de         la  Iroisiciue 

Z  •  l.z.o 

dérivée,  et  aiofii  de  suii».  Si  l'oa  re^ésenle,  comme  c'esir«6lige»  • 

ces  dérivées  suceesfi&ves  de  ¥{x),  par  ¥'{x),  ¥"{x),  F^Ca;},  etc.,  on. 
a  ainsi,  par  définition, 

F (x)  défflgnant  un  polynMM  enlier  de  degfé  «1. 

291.  Il  est  essentiel  d'examiner  comment  la  dénv(''C  V'{x) 
peut  se  déduire  de  V{x)  et  d  acquérir  I  habitnde  de  récrire  im- 
médiaiemeul  lorsque  ¥{fi)  est  donné.  On  a  vu  qu'en  poseoi 

F(x)  =  A;c-  + Ai«^  + A,(i!-^+ ... +A^  + 

la  dérivée  r(;i)  est 

V*{x)  =  «AaJ— »  +  (OT  —  1  )  A,a;"-*  4.  (m  —  2)  A^r•»-•  + . . .  +  A«^,. 

A  la  seule  inspection  de  ces  lormules  on  peut  énoacer  la  règle 
suivante: 

Pour  (SNiner  la  dérivée  d'un  polynôme  par  report  à  une  > 
lettre  ordonnatfice  x»  il  iaut  muûii^lier  cht^»^  ieme  pur  TeoL- 
poeant  de  cette  lettre  et  diminuer  ensuite  l'exposanl  d'wie 
unité.  Ainsi  le  terme  Aof*  fournit ,  dans  la  dérivée,  le  terme 

Les  termes  qui,  dans  le  polynôme  proposé,  ne  conliennait 
pas  la  lettre  ordonnatrice  ne  fournissent  dans  la  dérivée  anemi 

terme  correspondant;  cela  est  d'ailleurs  évidemment  conforme 
à  la  règle  généiale,  car  ces  termes  peuvent  être  considérés 
<:omme  multipliés  pai'  a^,  et  dès  lors  en  formant  leur  dérivées 
(rai>rès  celte  règle,  on  doit  les  muittpiier  par  0,  ce  qui  lesan- 
uule. 

nos.  Si  Ton  examine  les  dérivées  successives 

F'  {x)  =  m  Ax*"-'  +  (m  —  1)  Aia;"*-'  +  . . .  ; 

F" (a:)  =  m .  [m  —  1  )  Ax""-'  +  {m  —  1)  (/w  —  2)  A,x--'  +  . . .  ; 

ï  \x)=^  \m .  (w  —  Ij ...  IJA. 

On^reconnait  qa^  chacune  d'eUea  peul  se  tewr  de-k.pvéeé- 
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dente,  d'après  la  loi  qui  domie  fCr)  au  moyen  de  F(«),  en  sorte 
que  r{x)  est  la  dériTée  de  r(ir),  la  dérivée  de  rcsr),  et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  aussi  que  le  degré  de  ces  dériTées  successives  va  sans 
ssse  en  diminuant  et  que  la  dernière  est  indépendante  de 
ce  sont  là  des  làits  qui  résultent  de  la  seule  inspeclion  des  for- 
mules, nous  nous  bornons  à  les  couslaler. 

SOS.  La  règle  à  l'aide  de  laquelle  on  forme  la  dérivée  d*ttn 
polynomepermet  de  trouver,  tout  anissi  focUement,  un  polynôme 
dont  la  dérivée  est  donnée. 

Soit,  en  effet,  le  polynôme 

P(«)»A«-»H-A,ar-»  +  ...+A,«^+.'..+A»-,a?  +  A«;  " 

il  est  clair  qu  en  augmentant  d'une  unité  l'exposant  de  x  dans 
chaque  terme,  et  en  divisant  le  terme  ainsi  modifié  par  l'expo- 
sant de  la  variable,  oo  formera  un  polynôme 

qui  a  pour  dérivée  F(x).  On  peut,  en  outre,  ajouter  à  ce  polynôme 
m  terme  indépendant  de  la  variable  qui  (Mi)  ne  changera  pas 
sa  dérivée. 

nouvelle  déiaiUon  de  la  dérivée. 

9M.  La  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  dérivée  ne 
s*applli|pie  qu'aux  polynômes  entiers  et  rationnels  «  mais  nous 
allons  en  déduire  une  propriété  importante  que  nous  prendrons 
ensuite  pour  définition,  ce  qui  permettra  d'étendre  la  notion  de 
dérivée  aux  èxpressions  d'une  autre  forme. 

On  a  (290),  en  désignant  par  V{x)  un  polynôme  entier  par 
rapport  à  x , 

F(»+*)=F(a?)  +  AF'(x}  +  j^r(a?)  +  ..  , 

■ 

oa  en  conclut 

Si,  «  restant  fini,  on  Cstt  tendre  Aversiéro,  le  second  membre 
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.   a  Mdeimnént  pour  limite  F* (a?),  il  doit,  |»ar  «lite,  on  être  de 
même  du  premier,  et  Ton  a,  par  conséquent, 

résnUat  que  Ton  peut  énoncer  ainsi  : 
;    La  dérivée  d'un  polynôme  F(x}  esi  là  limite  du  roffiori  de  tac- 
'   •trvtiièment  F(x + b)  —  F(x)  de  ce  polynôme  à  faceroimmenl  h  de 
la  variable,  lorsque  cet  oeoroistemeni  diminue  déplus  en  plue. 

295.  La  propriclc  procéilonlc  sera  dort^navanl  prise  jKir  nous 
comme  définition  ;  on  voit  qn'elle  permet  d'élentire  la  notion 
•    (le  dérivées  à  une  expression  renfermant  une  variable  x  d'une 
f    manière  quelconque,  c'est-èrdirç  à  uuc  fonction  quekonqué  « 
de  0?.  Car  on  désigne  sous  la  dénomination  générale  de  fonction 
-  toute  quantité  qui  acquiert  uno-vdeur  déterminée  ponr  chaque 
valeur  attribuée  à  la  variable.  :     '     ^  .  , 

290.  La  dérivée  seeoiulc  d  uiic  l'onction  est  la  dérivée  tie  la 
dérivée,  la  dérivée  troisième  est  la  dérivée  de  la  seconde  df-ri- 
\éc,  et  ainsi  dv  suite.  Ces  propriétés  démontrées  ([iiarid  li  s  a;;it 
d'un  polynôme  (292)  sont  prises  poMi:.4cUj[iit^i  dai^Uî  ais' 
d  une  fonction  quelconque.        .  •      -  ^  I 

Dérivée  de  sin  jr. 

M7.  La  dérivée  de  sin  x  est,  par  détinition,  la  limite  de  i'e\- 
pression 

ain  (gg  +  A)— ainj? 
.   .   — j  ^ — ,^ 

•  lorsque  h  tend  vers  zéro.  Or,  on  a 

•  nn(*+Ai— «nx>i:2co8(«+5)«itt5> 

donc 


.h  h 


6in  (^)  , 

Or,      ;  ^  a  pour  limite  l'unité  lorsque  k  tend  vers  réro 


^7 


•  •    •  .    •   .  V 
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Cos  ^^+1^  &  érideiiimeni  pour  limUr  cos^r,  et  par.  suite  (a 
dérivée  de  sm  x  est  égale  à  cos  a?. 

Dérivée  de  co&  x. 

111)8.  La  dérivée  de  eus  x  esi,  par  définition,  ia  iinule  de  1  t  \r 
pression  •  .  - 

C08(g  +  ^}  — cosu;  '  .  • 

•  » 

lorsi|ue  A  tend  vers  léro.  Or,  on  a  •  .  • 

C08(4f-t-^  — cosjfsr— 2sin^«  +  ^^  sin~, 

àone 

*  .  •  '  i 

— ^  ayant  pour  limite  l'unité,  le  second  membre  a  évidon- 

nienl  pour  limile  — siuj;,  el,  pai*  conséquent,  la  dérivée  dr 
i  os  X  est  —  sin  x.  '  *  . 


Dérivée  de  a». 

*  •       *.-  ' 

2ÎM).  La  dérivée  de  a'  esl,  par  défuiiiion,  kliinile  de  l'e\- 
m'ession  •    _  •     *  *         •  \ 



lorsque  A  tend  \  ers  0. 
Or,  (fti  a  évidemmeirt 

il  faut  done  chmher  la  limite  de    .  . 
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PI  a*— l=:a. 

A  étant  très-petit,    diffère  peu  de  l'unité  et ,  par  suite ,  «  e»l 
une  quantité  qui  tend  vers  0.  On  dédiiii  de  [9| 

Alog«=leg(l+«), 

^^log(l+«) 

loga    •  •  . 

.   ir'eipreflMon  {2]  devient  d'après  cela - 

loga  a   "'^    '  ' 

le  numérateur  ne  contenant  pas  « ,  il  suffit  de  cbercher  la  limHe 

iiu  dénominateur.  Or,  on'  a 

^log(l+«;=log  (!  +  «)% 

et,  en  posant- 

«  Icnddiii  vers  0,  «augmente  iadéfini nient ,  • 
doiicC^89)  verse,  et,  par  suite,  log^l        a  pour  limite  log 

jet  retpressiim  — y^"i  v  ^^"^^^  ^  conséquetol,  vers        :  , 

log    +  „  j 

leiie  est  donc  ia  dériiée  de  a*. 

Mrivieéelofr. 

309.  La  dérivée  de  logx  est,  par  déiiniiiou,  ia  limite  de 
l'cxpressioB 


iorèifue  Alend  ners  o. 


l>>^^0-  4- A)  — loga: 


« 


*• 
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Or,  on  a  .  , 

log  {X  +  A)    log  «  =  log  (^)  =  iog  (  l  +  ^) . 

L'flKiiressien  [1]  équivaut  donc  à 

.  re- 
posons -  =  a.  a  icmira  veisOavec  A,  il  viendra  A=out;,  et  l'ex- 

X 

fi^ess^n  [2]  devient 

Or*  on  a  vu  (5199;  que,  «  tendant  vers  0,  log(i  -|-    a  pôiir 

liioilc  loge.  La  limite  tic  ~  log(l  +  «)"  est  donc        qui  rcpré- 

X  X 

sente  |>ar  conséquent  la  dérivée  de  log«. 

Dédvée  d'une  somme. 

• 

SOI .  La  dérivée  d'une  somme  de  plusieurs  expressions  eM  la 

somme  des  dérivées  de  cliaciine  d'elles.  DésigTions,  en  ellet ,  par 
/t(j"),  fii-r) ,  fM,  des  foiuiioiis  quelconques  de  x.  Si  l'on 
chanire  x  c\\x-\-h^  ces  fonctions  deviendront  respectiveuicnl 
t\{  ''  -f-ft)-,  fiX-\-h)y  f^x-\-h),  et  raccroissemenl  de  la  somme, 
éj^al  évidemment  ù  la  somme  des  accroissements  des  pailies,. 
sera  : 

Si  l'on  divise  cet  aocroissetiient-par  h ,  on  aura  : 

lors(jiic/<  lend  vers  zéro,  les  trois  trnnes  qui  composent  celle 
sonune  ont ,  par  délinilion,  pour  limites,  les  dérivées  de  f\{x) , 
fl^).        et ,  par  suite,  la  somme  de  ces  dérivées.eslia  djériviie- 
dc.l  cxpi'^ioQ  pix)poséei 
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309.  Représentons'  paf  «  et  «  éevtx  foifetiens  qiMlecAïqueB-. 

de  Xy  et  par  ,  à»  les  accroissements  de  ces  fonctions  lorsque  x 
devient  :c+/i.  Cherchons  la  dérivée  (hi  produit  wr.  Si  l'on  change 
X  en    +     ?/et  v  deviennent,  d  après  notre  aolalion,  u-\-a^ 

•  *  et  V  4-  o,.  uv  devient 

*  • 

•  .  »  ». 
Sonaocroissement  est,  par  conséquent,  j 

Si  Ton  dhise  cet  accroissement  |Kir  A ,  le  quotient  est 

'  '  Lorsque  A  tend  vers  0,  ^  ci  y,  rapports  de  Faccroisse- 

inent  de  v  et  de  celui  de  ti  à  l'accroissem^t  h  de  la  Yariable, 
ont  pour  limites  les  dérivées  de  t;  et  de  ti,  que  nous  désignerons 
par  »'  et  .  Les  deux  premiers  termes  de  l'expression  précé- 
denteontdoncpour  limites  tft/ et  tm'.  Quant  au  troisième  terme,  il: 

a  pour  limite  0,  car      a  pour  limite  u\  et  a.  a  pour  limite  0. 

La  limite  de  l'expression  [3],  et,  par  suite,  la  dérivée  de 
est  donc  : 

uv'  -j-  vu\ 

.  e'est-à-dire  la  .somme  des  produits  obtenus  en  inuliipliani  cha- 
que ilieteur  par  la  dérivée  de  Tautre, 

.  5iN(.  IUmaroue-  Si  l'un  des  facteurs  est  constant,  sa  dérivé^ 
est  nulle,  et  la  dérivée  du  produit  se  réduit  au  {Hroduit  dé  ce  *, 
fiiéteuir  constant  par  la  dérivée  de  l'antre. 

504.  Si  nous  considérons  un  produit  d'un  nombre  quelcon- 
que de  facteurs  '  -  ^ 

je  dis  q^e  la  dérivée  sera  la  «omme  des  produits  obtenus  m 
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'  multipliant  la  déilrée  de  *cha€[ue  Acteur  ]Mur  le  prodiût  dft  tous 
les  autres'facteurs.  AdmetkNns ,  en  effet ,  que  cette  règle  soit  dé- 
montrée pour  un  prodnit  de  (n  —  1)  facteurs,  nous  allons  pron^ 

ver  qu  eîle  est  \raie,  par  cela  même ,  pour  un  produit  de  n  fac- 
tC'u;*s.  Ou  a,  en  effet, 

[1]  ir,ti,...if,=(tt|«4...  ti^,X. 

Kn  considci  aiil  !e  second  incnibre  comme  un  produit  de  detix  * 
facteurs ,  et  en  indiquant  la  dj^rivée  d'une  expression  par  uu 
accent  placé  au-dessus,  la  dérivée  de  ce  produit  est  (SOiE) 

Mais ,  d  après  la  règle  admise  pour  la  dérivée  des  produili  de 
n — l  facteurs,  on  a  : 

+  ...  +  i/,w,  ... 

ce  qui  met  l'expression  [2J  sous  la  fomie  : 

résoHat  confbrmc  à  la  règle  annoncée. 
'  Cette  règle  est  donc  applicable  à  un  produit  de  n  fadeurs, 
pourvu  qu'elle  îe  soîl  k  nh  produit  de  (n—1)  facteurs.  Or  elle  a 

été  établie  dans  le  cas  de  deux  facteurs  ;  elle  est  donc  vraie 
quand  il  )  en  a  trois,  par  suite  quand  il  y  en  a  quatre ,  pkiis» 
cinq ,  puis  enlin  un  nombre  quelconque. 

Dérivée  d'une  putaance. 

30i).  Pour  obtenir  la  dérivée  d'une  puissance  entière  u", 
désignant  une  fonction  de    nous  considérerons  cette  puîssanee 
comme  unproduit  : 

En  appliquant  alors  la  régie  précédente,^  déaiguni^  ' 
la  dérivée  de  «,  nous  verrons  que  la  dérivée  de    estégale  à• 
c'est-à-dire  à  «wV*-'. 

Àiiii»!,  jiour  ^-endre  ia  dénvée  d'une.  {HAÎssance  m*",  ii  iaui 
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.  1— Mifilnr J>  ékjYéùm^,  v^eoùm  si  »  était  b  muAle, 
.  par  la  dérivée    lie  «  par  rajj^art  à 

Dérivée  d'un  quolienl. 

•  # 

a06.  'Soient  »  et  v  deux  fonctions  de  dont  IMMS  désigne- 
rons lort  dérivées  par  u  et  v'.  l^osons 

u 

et,  parsiiite,  fv=ti. 

Désignons  parf '  la  dérivée  de  y. 

«.étant  égal  à  y» ,  u'  est  égal  à  la  dérivée  du  produit  yv.  Et 
comme  cette  dérivée  (308)  est  yo' +  f^v  «  <ni  a 

mi  en  dcduit  y  =  — , 


et  ea  miiplaçant  y  par  ^» 

,  Telle  esl ,  par  conséquent ,  la  dérivée  du  quotient  -. 

Dérivée  «la  F(a-Hc). 

r>07.  Si  I  on  sail  trouver  la  dérivée  de  F(jf),  il  est  li  ès-lacile  de 
trouver  celle  du  résultai  ol>tenu,  lorsque  l'on  clian<;e,  dansecKe 
fonction  x  ,  en  a-\-Xy  a  désignant  une  constante.  La  dérhée  de  . 
F(a + X)  est  en  effet ,  par  définition ,  la  limite  de  l'expression 

F(a  +  a;  +  /0— F(o+x; 

t 

cé  que  Fon  pènt  écrifê,  'en  posant  a -I- «  ss  «  : 

 S — ^- 

Or  cette  .dernièi  e  ejL|u  ession  a  évidmmeu^i  pour  limite  ¥*{u). 
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^H.  TUKORIE  DES  FONCTIONS  D^UVte. 

Pour  avoir  la  dénvée  ôeFia+x),û iSaut  donc  preodreis^H 
Tée  de  la  Idndion  F(a;)  et  y  nHDpIaoer  ;p  par  a-f«. 

ExBMpur.  La  dérivée  de  log  a?élaiit  (300)  Î2S£  |a  dérivée  de 

X 


log  U       est ,  d'après  la  règle  précédente ,  On  en  con- 

dut  (a05)  que  eàt  la  àârivée  de  + 

»  +  *  tog  «  ■ 

t 

Dérivée  de  F(a—«). 

»8.  U  dérivée  de  FCa — «)  est,  par  dédnition,' 

F(g — g  ~  /Q    F(a — X) 

ou ,  en  posant  a— a?  —  A  =  II,  . 

dont  la  limite  est  évjdeniinent--r(tt).£^comiilew a  poiir  limite 
II— a-,  la  dérivée.de  F(a— or)  est,  par  conséquent,  — F'(tf — a?). 


Ëxnipis.  La  dérivée  de  log  a;  étant  (300)  ,  la  déri- 
vée  (le  log(l  — a?)esl,d  aprèsla  règle  précédente,  — 

1  —  a; 

On  en  conclut  (303)  que  r-i—  est  la  dérivée  de — l2iili:£).; 

1 — X  .  lOgtf 

APPLICATIONS  Dh6  HEOLES  PHKCÉDENTKS. 

Dérivée  de  tangx. 

308.  On  a  x  =  ^^. 

^       cos  a? 

Pour  obtenir  la  dérivée  de  lang  x,  il  faut  donc  supposer, 
dans  laiormule  qui  donne  (306)  la  dérivée  d'un  quotient 

ii=sina?,  v  =  cosx,  y  =  lsLngx,  . 

On  sait  qu'alors  (287),  (208) 

«;sseos«,y  =  -~sinâ;, 
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.  et  ilvieiltoi: 

9 

,    jz*.  X      •    ■    •  Mn'ar  +  cos'a;  i 
j^=pdénTée de  im'^^—^,^  =  z^- 

Dérivée  de  col  4r« 

COS  X 

510.  On  a.  colar3=-r^. 

*  '     Pour  obtenir  la  déiivce  de  col   ,  il  laut  donc  supposer  (5(MI) 

Il  =s  COS.  â?/ V  =5  sîn  a? ,  2/ =  cot  a?. 

On  8aU.qu'alors  («»7)v  (Îl9d)  '  ' 

< 

el  H  viendra  1 

y'  =  aériv6edecola;  =  rtn^fe  ^  -ffi^ 

.511.  Désignons  pai*  u  une  Conction  quelconque  de  u;.  Clicr- 

M 

v'  .  clions  la  dérivée  de      m  cl  n  désignant  des  nombres  entiers 
•  quelconques.  Posons 

[Il  '  '  ' 

et  repréeentont  par- y'  la  dérivée  chcrcliée.  Uo  déduit  de  [1] 

En  prenanileft  dérivées  des  deux  membres^SOIQ  et  les  égalant,  . 
.  Il  vient  T 


•t,  en  r^nplaçaut  y  par  sa  valeur  1^» 
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416  immi  du  tomcoim  yimtM&. 

m 

On  v(»il  que  la  dcriNc-c  do  csl  oxpriiiice  par  la  même  loi-  . 
mule  que  dans  le  cas  où  1  exposaul  est  entier. 

Dérivée  de  u-*, 

518.  €herclioBS  enfin  la.dérÎTée  de m  désignant  m 
nomlnre  positif  entier  ou  fractionnaire,  et  u  une  fonction  dont 

nous  supi)oseroiis  lu  dérivée  comme  et  représentée  par  «'.Fosouk 

on  en  déduit  *  yiTssl. 

Le  produit  fju^  étant  constant,  sa  dérivée  doit  cire  nulle ,  on 
en  conclut  (002} ,  (30i>}  : 

d  pu  V  =  —  î»  —  =  ' —  muw^» 

RlMAKui  E.  D'après  les  l'ésullals  ohlemis  'r»Oï>)  (r>H)(^l2;  u 
désignant  une  londion  dont  la  déri\('c  est  u\  la  dérivée  de  m"* 
est  mw^-^v',  quelle  que. soit  la  valeur  entière  ou  Iraclionnaire, 
positive  ou  négative  de  m. 

.  * 
Cèadttion  pour  qo'ooe  dérivée  soit  consUuniDeai  mille. 

3i5.  La  dérivée  d  une  conslante  est  évidemment  égaie  4  / 
zéro.  11  est  important  de  démontrer  la  réciproque.  Toute  font» 
tion  dont  la  dérivée  eu  constamment  nulle,  se-téduft  à  une  cm- 
étante. 

Soit  ¥{x)  une  fonction  dont  la  dérivée  soit  nulte.  Considérons 
les  fractions  suivantes 


I  IL  =«tl 


 '  h  


«Il 

'Ut 


F(j;  +nh)--V[x  -{-jn—  l)h]  _ 
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*  'Supposons  que  h  tendant  .totb  zéro,  n  augmente  dt  teHe  ma- 

Hière  que  le  produit  nh  conserve  une  valeur  cbnstante  k.  Les 
seconds  inenibrcs  s,,  tt,  ...  Cn  leiuhont  luus  vers  zéro,  car,  |>ar 
,  •  hypollièsc  le  rapport  de  raccroissciucnl  de  la  fonction  ;i  l'ar- 
croissement  de  la  variable  a  toujours  zéro  poifr  limite  :  en  chas- 
sant les  dénoniinaleurs  des  équations  [1],  ci  ajoutant  ensuite 
'çe$  équatiooi,  U  vient 

•èt,  en  uommant  o  le  plus  grand  des  nombres  «i ,  &«, ...  i»,  ^ 

F(«  +  Jfe)-F(flî)<«»»l*<^ 

Or,  les  quanlités      £«,...£„  tendant  toutes  vers  zéro,  la  plus 
gnuide  d'entre  elles  r,  peut  devenir anssi  petite  que  1  on  veut,  et, 
par  suite,  ta  différcacc,  /ijce,  ïiJ:-{-k)—V^x)j  ne  peut  diflérer  de 
24Sro.  Deux  valeurs  ^udconques  de  F  (a;j  sont  donc  égales  entre 
.  èUes,  et  la  fonction  est  ennpiMrte 

914.  RiHARQUB  I.  Si'deoxfonetione  ont  les  mêmes* dérhréee, 

Jeur  différence  a  pour  dérivée  zéro  ;  elle  est  par  conséquent  con- 
stante. 

5ti>.  Remarque  II.  Si  la  dérivée  d'une  fonction  est  constam- 
ment très-petite,  la  fonction  difière  très-peu  d'une  constante. 

En  répétant,  en  effet,  mot  pour  mot,  ce  gui  a  été  dit  (915), 
«  nous  serons  conduits  de  la  même  manière  à  l'inégaUké 

k  désignant  encore  un  nombre  quelconque  et  v)  la  plus  grande 
des  fractions  ci,  e,,  «s.  Or,  toutes  ces  fractions  ayant,  par  hnio- 
thèse,  deslimites  très-petites,  sî  h  tend  vers  zéro,  Ja  plus  grande 
d'entre  elles  t)  doit  aussi  avoir  une  limite  très-petite,  etTinéga- 
Uté  précédente  prouve,  par  snité,  que 

a  une  valeur  très'petitè.  Beux  valeurs  quelconques  de  la  fone- 
.  lion  ?(x)  diffèrent  dqnc  très-peu  Fune  dè  Vautre,  et  la  fonction 
diflère  par  conséquent  très-peu  d'une  oonstanté.  Si  la  dérivée 
^  .  reste  constamment  moindre  qu'un  nombre  donné  a,  rj  finira 
par'èire  moindre  que  a,  et  Ton  aura  par  conséquent 

.F(«+^-Fita?)<*«.-  .\  * 
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418  rafonn  dbs  ftmmvs  Ditivtes. 

400.  Développeflieot  de  F  (  v-f-/*)  suivant  les  puissances  de  /i,  F  (a?)  dé^. 
signant  un  polynôme  entier.  DéGnilion  des  dérivéefldesdiiïérentsordrèâw 
— 201  Règle  pour  formèr  la  dérivée  d*un  polynôme. — 292.  La  seconde, 
dérivée  o.M  la  dérivée  delà  première,  et  ainsi  do  suile.— 203.  Formation 
d'un  polynôme  dont  la  dérivée  est  donnée.— 294.  La  dérivée  d'un  poly-^ 
nome  eèl  In  limite  du  rapport  de  son  accroissement  à  l'accroissement  de 
la  variable. — 20o.  Celte  propriété  p?i  prise  comme  définition  do  la  déri- 
vée d'une  fonction  quelconque.  —  206.  Définition  des  dérivéessuccessives 
d'une  fonction  quelconque.  —  207.  Dérivée  de  sin  x.  — 290.  Dérivée  de 
C08X. — 200.  Dérivée  de  a'. — ."OO.  Dérivée  do  log  x.—5(M.  Dérivée 
d'une  somme.  —  502.  Dérivée  d  un  produit.  -  SOS.  Cn?  où  l'un  des  fac- 
teurs est  constant.  — 301.  Dérivée  du  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs.  —  30i5.  Dérivée  d'une  puissance  entière. — 30(5.  Dérivée  d'un 
quotient.— 307.  Dérivée  de  F  fa -fx). -—300.  Dérivée  deF(a— .r;.— 
300. — 310.  Dérivée  de  tang  .r  et  de  cot  r. — 31 1 .  Dérivée  d'une  puis-  .  . 
sancc  tniclionnaire. —  312.  Dérivée  d'une  puissance  négative.-  313.  Si 
une  dérivée  est  nulle,  la  fonction  est  constante. — 31 4.  Si  deux  fonctions 
ont  même  dérivée,  leur  différence  est  constante.  —311?.  Si  la  dérivée  est  . 
toujours  très-petite,  ta  fonction  jdiffère  très-peu  d'une  constante. 

I.  LîiilUe  dte  *   — j-— , 

lorsque  h  tend  vei-s  zéro. 

II.  Trouver  la  limite  de 

8in(g  +  3A) — Ssin  (x  +  2h)  +  Ssin  (x  +  /Q  — rin  x- 

lorsque  h  tend  vers  zéro. 

m.  Chercher  la  limite  de  l'expression 

(x+tr  —  t 

 m 

lorsque  m  tend  vers  zéro.  <  . 
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CHAPITRE  XXIT. 

m 

SÈMES  QUI  SERVENT  AU  CALCUL  LOGARITIIMIQUË. 

•  •  •  • 

D0velûi>peio«iil  de  Jog(i— x). 
.  510.  Oii  a,  cuaiuic  uu  .suit,  ideuUqueiacnt  : 

'      '      ^      '  1— a?      1— j;  i—x 

Si  »  nii^çincnte  hi<1éfiiiitnent,  «rque:?  soit  moindre  que  Tunité» 

1  ' 

le  second  membre  a  poui*  lîmilo  z — qui  par  conséquent 

est  la  llini le  de  la  série 

prolongée  indéiùiiment. 

Or  T-î — est  (30»;  la  tiéi  i\ée  de  —  ^^^^  ^     ;  + 
1  —  X  log  ' 

4- .  +    est  évidemment-célle  de 

•   ^^-^  ■'  +  f  +  î+-+î+- 

U  série  M. et  rexpresrien  «m^  même  dé- 

rivée lie  peuvent  (314)  difft'Ter  que  par  une  constante,  on  a 
donc,  en  désignant  par  C  un  nombre  indépendant  de  . 

toge  '     '  2.    3         '  »  ' 

é  •  • 

rl ,  par  suite, 

Io|:(i_x)=_|oge(c  +  JP+^+|+...  +  i"  +  .,.). 


iSO-  SÊMt»  Otn  SKRVE>T  AI    r.ALClTI.  I-OOARITHMIOUI^. 

Le  [H-emier  membre  s  annulant  pour  a;  =  0,  il  doit  on  étse  dé 
même  du  second  ;  on  doit  donc  aTC^  Ç  ^  0,  et,  pat  suite, 

-log(I-ir)==-k)ge(a;+Ç  +  J  +  ...  +  f +...)..  . 

Si  io»  «H>yofl£  ^ae  Vom  prenne  e  pour  base  du  système  de  k»- 
garifhmes,  op  a  log  e  =  l ,  et  la  formule  précédente  devient 

.  log(l-aî)=--(a?  +  |  +  ^  +  ...+f.+....)î      .  *. 

fe  signe  log  désignant  id  le  logarithme  pris  dans  la  -bf^e^^ 
c'est-à-dire  le  logarithme  qtle  Ton  nomme  népérien.^ 

517.  Remarque.  L;i  loiiniilc  précrJciitc  siiiipose  cssenliellc- 
mcnt  que  x  soit  plus  pelil  que  l'unilé.  S  i!  en  était  autre- 
ment, la  série  qui  forme  le  second  membre  serait  diver^aMite  et 
n  aurait  aucun  sens.  On  doit  ajouter  que,  même  dans  ce  cas,  la 
démonstration  que  nous  avons  donnée  n'^  pas  complétc^ment 
rigoureuse;  H  n'est  pas  évident,  en  effet,  comme  nous  Fofëitç 
admis,  qu'une  série  dont  les  ternies  ont  rs^pectlvement  pour, 
dérivées  les  termes  d*mie  série  convergente  soit  par  cela  même 
convergente,  et  que  la  dérivée  de  sa  limite  sott  précisément  la 
Itaite  de  Tautre  série*  Ce  principe  est  cependant  exact,  et  noqs 
flUons  le  démontrer. 

Soit         a+te  +  ca^^  +  dr» + 

■ 

.une  série  oonrergente  ordonnée  smvaàf.  les  paissaoces-de  cr. 
Désignons  par  (p(x)  sa  limite,  en  sorte  q^e 

H  étant  une  fonction  de  x  qui  tend  vers  zéro,  quand  »  aug-^ 
mente  et  qui,  par  conséquent,  loisqne  n  est  ferto-gr9«4'»  a« 
quel  ({ue  soit  une  valeur  très*petite.  Nommons  f(x)  et  Rrdeux 
fondions  qui  aient  respectivement  pour  dérivées  ^(x)  et  R,  on 
aura  (514; 

pour  protiver  que  F(<r)  ne  diffère  que  par  une  oonslanle  de  i» 
limite  de  la  série 


.  cx^  .       ,  kx 


2  T  3  -r-Tn^i» 
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SBRISS  QUI  SERVENT  AU  CALCIL  L0;AI\(THMIQUE.  491 

M  nâàH  évideBUKnt  de  praorer  qat  Ri  peut,  lorsque  ft  ang* 
mente,  différer  aussi  peu  que  Fou  voudra  d*uneeonftaiile,  or 
cela  résulte  précisément  4e  ce  qui  a  été  dit  (^15)  puisque  n  ' 
dérivée  R  est  constammeot  très-petite. 

Développemeot  de  Iog(i-f-sj. 

318.  On  a  identiquement  : 

»  * 

Si  l'on  suppose  qu0  n  aUgincnte  indéfiniment,  x  étant 
idoindro  que  l'unité,  le  second  membre  a  pour  limite  j-^ç^  » 

qui  c$(  par  conséqueiil  la  lïnùic  de  la  série 
[1}  +  +    +  + 

*  • 

:r-^  est  (807)  la^âriTée  de  iî^^^î^s 
Câl  cviUem^eat  la  dérivée  de 

/gl  tjpi         jp*  ^pH-l^ 

La  série  [2]  et  Texpret^on  ^^^^j^y^»  ayant* même  dérivée/ 

ne  peuvent  différer  que  par  u^e  constante,  et  l'on  a  par  con- 
séquent : 

et»parai||tet 

log  (l  +  «j  =  f  loge  +  logeU—  j-i-  ^+ 

Le  premier  membre  s'anniilant  pour  ar  =  0,  il  doit  en  èlrc 
(le  môme  du  second  ;  1  on  a  par  oon8équeulC=;0,  ce  qui  ré- 
duit la  i'ormule  précédente  à 

log.(l+aî}  =  ioge(af-^+j  +  ...).  * 
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Si  Ton  suppose  que  c  soit  la  base  du  systcuie  de  iogariliunes^» 
log  e  est  l  uDÎté ,  et  i  on  a 

Je  signe  log  désignant  ici  le  logarithme  népérien. 

510.  En  rclrancliant  l'un  do  Taiilre  les  dé>eloppciueDt.s  de  . 
log  (1  +  ^)  et    log  (1  —X) ,  il  vieul 

ce  que  Ton  peut  écrire 

Posons  maintenant  ...  • 

1-— a?       '  Ji* 


pui^i  obscr\ons  que    ,  . 

log  ^1+^^  =  log  («-  +  ;;} —  log 5.  •  , 

il  TiéiniTa 
i>il'0B(utssi,Uvi«iit  . 

série  très-convergente  qui  permettra  de  calculer  i6g(fi-f  1)* 
eonaaissant  logn.  Or  on  coanatt  log  l^O^.onfKNUtt.done 
.  In>iiver  successivemflnt  log  2 ,  bg  3,  etc.  ' 

r»20.  La  lornuilc  [4]  suppose  (jue  1  on  connaisse  log  «.  f>r» 
si  l'on  prenait  e  pour  hase  du  système  de  logarithmes,  on  aumit 

.  log  c=  1.  ■ 

Le  lognrlthnie    e  dans  la  basa  10  est  donc  le  produit  de  celte  > 
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valeur  1 ,  par  le  module  du  premier  système  par  rapport  au 
second.  Pour  obtenir  ce  module ,  cherchons  le  logarithme  du 
nombre  10  dans  les  deux  systèmes.  Or  on  a, 

dans  la  base  10,  log  lO  =  1  ; 

dans  la  base  e ,  log  1 0 = 2log  5  =  21og  (4  + 1  ) . 

On  détenuiuera  log2  eu  faisant  n=l  dans  la  formule  [4J« 

On  aura  ensuite  log  4 = Slog  2  ; 

puis,  en  se  servant  encore  de  la  formule  [4],  on  calculera  log  5 
d'après  la  valeur  connue  de  log  4.  Dans  tous  ces  calculs,  il  fen- 
dra supposer  log  e  =^  l ,  puisque  nous  prenons  e  pour  base.* 

Connaissant  le  logarithme  10  dans  les  deux  systèmes.  Je  rap- 
port de  ses  deux  valeurs  fera  connaître  le  module. 

RÉSUMÉ.  • 

516.  Dâvetoppement  de  log  (  I  —  »).  La  démonstnitioo  npose  sur  oe  que 

la  dérivée  de  log  \}-^)  ^^^t— log  (I— cp)  doit  èlre  égal  à  la  sé- 
rie qui  a  pour  dérivées  de  ces  tonnes  les  dilMieoto  tonnes  du  développe-  * 

ment  Ue  —  .  "  .  — 317.  Pour  compléter  la  démonstraiioa  précédeole, 

on  pfouveque,  si  les  termes  d'une  série  ont  pour  dérivées  les  termes  d'une 
série  eonvergente,  la  première  série  est  également  convergente,  et  sa 
somme  a  pour  dérivée  la  somme  de  la  première.— 518.  Développement 
de  log  (  4  +  )• — Développement  de  la  diOérenoe  do  deux  togsrilh- 
-  mes. — 5S0.  Détermination  du  logsritbme  do  a  danstejMse  10. 

EXERCICES. 

I.  Donner  uûe  limite  de  Terreur  commise,  quand  on  s'arrête 

au      terme  de  l'une  des  séries  ; 

«  +  5-+ "3 +•••+"5'  +  •••)> 

log(*+l}==]oga'  +  a:[5j^^+i(^^  . 

28 
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IL  Démontrer  la  formule 

-."'°"'-^"t'°*"'-"-^[gbH-B^+-] 

lU.  Démontrer  la  formule 

log  (a: + 5)  =  log  (X + 3)  +  log  (u; — 3)  4-  loi;  :x  +  4)  4-  log  (j; 4) 


CHAPITRE  XXV. 

EQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Ml.  U résolution  des  équations  donne  naissance  à  deux  pro- 
«èines  parfaitement  distincts  :  leur  résolution  algébrique  cW 
à-dirc  la  rcchercJie  de  iormules  générales  exiMifliant  les  ^onieg 
en  lonclion  des  coeflicienls;  et  leur  réaolufcion numérique  c'est- 
à-dire  I  ensemble  des  procédés  au  moyen  desquels  on  peut 
dans  chaque  cas,  trouver  approximaUvoment  la  valeur  numé- 
rique d<  s  racines.  U  ne  sera ^«eslioii,  .dans  cet  oumge,  que 
du  second  des  deux  problèmes,  et  nous  serotis  même  bkn  loin 
de  le  traiter  d'une  manière  complète.  Nous  nous  bornerons 
slrictement  aux  notions  élémentaires  qui  couiposeot  actuelle- 
ment le  programme  d'admission  à  l'école  Polytechnique. 

Poslulalum. 

5M.  Nous  admeHrons  sans  démonstralîon  la  proposition  sui- 
vante, qui  estfondameiitale,  et  aui,  bàlons-uous  de  le  dire,  peut 
se  démontrer  en  toute  rîgueui  : 

Tautêéfuation  algébrique  à  une  inconnue,  ne  renfermant  que 
dei puissances  entières  et  positives  de  cette  inconnue,  et  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  donnes  ,  n^cls  ou  imaginaires,  admet 
au  mains  une  racine  réelle,  ou  une  racine  imaginaire  de  la  fàrme 
a-f  bv/^.  A  et  h  désignant  deux  nombres  réei$. 

Cette  proposition  étant  admise^  nousen  déduirons  facilement 
la  suivante  : 

Tliéortee  foadaiiMBtaL 
Vne  équatioBdudegrém  de  la  forme 
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dans  laquelle  Ai,  Ai,  ... ,  Am  représentent  des  nombres  dontiés,  réels 
ou  imaginaires,  admet  toujours  précisément  m  racines  réelles  ou 

imaginaires. 

En  représentant  par  X  le  premier  membre  de  l'équation  [1] , 
X=0  admet,  en  elTet,  par  hypothèse  au  moins  une 

racine.  SinonsdédgnoDS  cette  racine  par  la  lettre  a,  qu'elle  soit 
réelle  ou  imaginaire,  X  sera  divisible  par  x—a.  Désignons  le  quo- 
tient par  Q;  il  sera,  dans  tous  les  cas,  du  degré  m»  1,  et  son 
premier  terme  sera  Ad^*.  Nous  aurons  identiquement  : 

♦    [2]  *  X=(«-a>U. 

Puisque,  par  hypothèse,  toute  équation  a  une  racine,  QsO  en 
admet  une  ;  si  nous  la  désignons  pai'  b ,  on  aura  : 

et,  par  suite, 

[3]  X  =  («  — ûX«  — *)Ûi.. 

D'après  le  même  postulatum,  Véquation  Qi  =  0,  qui  est  du 
degré  wi— 2,  et  dont  le  premier  terme  est  évidemment  Ait"»-*, 

doit  admcllre  une  racine.  Si  nous  la  désignons  par  c,  on  aura  : 

et,  par  suite, 
[4]  X=s(«— aX«— «)Qb, 

le  premier  terme  de  Q,  étant  évidemment  Aar*-*. 

En  continuant  de  la  môme  manière,  et  opérant  sur  Qt  comme 
on  l'a  fait  sur  Q  et  Qi,  chaque  opération  mettra  en  évidence  un 
nouveau  facteur  du  premier  degré,  et  le  degré  des  quotients 
successilB  allant  sans  cesse  en  diminuant,  on  finira  par  en  oble^ 
nir  un  qui  sera  numérique  et  évidemment  é^à  A.gOn  aura 
donc:  ^ 

A  l'inspection  de  cette  égalité,  on  reconnaît  que  l'équation 
,X  =  0  est  satisfailo  pour  les  valeurs  :  x=a,  x=b,  x—c  ...  ar=/, 
et  qu'elle  ne  peut  1  être  autrement,  car  loule  autre  valeur  allri- 
huée  à  X  n  annulant  aucun  des  facteurs  du  second  membre, 
ne  peut  annuler  le  produit. 
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594.  Remarque.  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  n'est  nui 
que  quand  l'un  des  factours  est  égal  à  zéro.  Cela  n'est  évident 
que  quand  les  facteurs  sont  réels;  mais  il  est  facile  d'éleodrela 
propotilion  au  cas  mâme  où  il»  soot  imaginaires. 

Soit  le  produit    (a  +  +  à'^^), 

ou  a 

[1]  (a  +•  V^X«'  +  *V^)  =  aa'  —  bb'  +  {ab'  +  ba')^^. 

Or  on  ne  peut  avoir  à  la  fois  : 
[S]  oa'— ftft'ssO, 

car,  en  faisant  la  somuie  des  carrés  de  ces  deux  équations,  on 
en  conclurait  : . 

[3]  (m'  ^  W)^  4-  {ab'  +  baj  r=  0. 

Or,  le  premier  membre  de  [3]  est  identiquement  égal  à  . 
(a'-f  6«)(a'»  +  6'*),  et  ne  peut  s'annuler  que  si  Ton  aaat>, 
^ = 0,  ou  bien  o'  3=0,  6'  =  0. 

Remarque  II.  La  formule  [5]  (522)  permet  de  former  le 
premier  membre  d'une  é(|uation  du  degré  m,  lorsque  l'on  con- 
naît ses  m  racines.  Ce  premier  membre  ne  contient  rien  d'arbi- 
traire que  le  coefficient  A,  par  lequel  on  peut  évidemment  multi- 
plier  une  équation  sans  altérer  les  conditions  qu'elle  impose  h 
l'inoonnue.  Il  résulte  de  là  que  deui  équations  qui  ont  les 
■m  radaes  ne  peuTent  diff^  que  par  un  fadeur  oonslaiit 

Polynômes  idenliques. 

326.  Une  équation  du  degré  m  ne  pouvant  avoir  plus  de  m 
racines,  il  en  résulte  que  deux  p  ih nomes  du  degré  m  en  a:  ne 
peuvent  être  égaux  pour  plus  de  m  valeurs  de  cette  variable, 
sans  être  complètement  identiques.  Si ,  en  effet,  on  égale  leur 
différence  à  zéro,  on  obtiendra  une  équation  du  degré  m,  qui , 
si  elle  n'est  pas  identique»  ne  peut  être  satislàite  pour  plus  de  il 
valeurs  de  la  variable. 
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Baetai  égales. 

527.  Dans  la  démonsh  arion  que  nous  avons  donnée 

rien  ne  suppose  que  les  racines  désignées  par  a,  b,  c  ...  k ,  l 
soient  dilTérenles.  Le  nombre  des  racines  distinctes  d'une  équa- 
tion du  degré  m  n'est  donc  pas  toujours  réellement  égal  àw.  On 
énonce  cependant  tous  les  théorèmes  comme  s  il  en  était  ainsi , 
et  pour  en  acquérir  le  droit,  on  dit  qu'une  racine  a  est  double, 
triple  ou  quadruple,  lorsque  le  facteur  47  — a,  qui  ktt  com§> 
pond,  figure  deux,  trois,  quatre  fois  dans  le  produit  qui  est 
égal  au  premier  membre. 

Raciiiet  imagiDaires  coflguguées. 

528.  Si  une  équation  à  oitefiikieQtfi  réels  a^imet  une  raciBe 
imaginaire 

elle  admet  nécessairemeiit,  ei  un  même  nombre  de  fois,  la 
radae  conjuguée 

a— V— I- 
8î,eiieM,r4qiiatiani  TL^^ 
esl  ifttii&ilt  ptr  i'faypolliàse 

je  dis  que  le  premier  membre  X  .est  divisible  par  {x  —  af  +  U^. 
Ëficctuons,  en  effet,  la  division,  le  reste,, devant  être  de  dfisgfié 
moindre  que  le  diviseur,  sera  dé  la  forme  am;  -|-  • ,  et  Ton  aura 

n7  X  =  Kar — a)»  +  !P^Q^mx +11, 

m  et  n  étant  dtes  BomBm  réels,  puisqu'il  n'a  pQ  s'introduire 
dans  le  calcol  aoiciiiie  expression  ioiaginiAie. 

Si  dans  les  deux  membres  de  l'équation  [1],  nous  feS^ons 

«  — a-f-    — J ,  ic  premier  membre  s  annule  par  hyiH)lbèse.  II 
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€11  est  (^'videmmciU  de  màsm  ik    — a/  4-  ^,  el,  par  smie,  oa 
,  doit  avoir 

ce  qui  exige  :  Ma  4-  «  =  0, 

et ,  par  suite ,  b  n'étant  pas  nul , 

»=0; 

Or  {x^ttf-^b-  b  annulant  pour  xcs#«— ^^^coUe^^M- 
tioa  prauve       eneai  <àe  mtee  de  X. 
Si  Xcal(fifMU»|NHr       «^V^îft  c^eil'Mireiiiài»- 

cine  a  + V— î  csl  double,  i)  faut  que  0  soit  divisihk;  par 
-r  —  a —  b\/—i ,  on  ])rouvcra  alors,  comme  on  l'a  fait  pour  X, 
qu'ii  admet  aussi  le  iacteur  (â;— a/-}-  ^,  et  Ton  aura  : 

en  sorte  que  îa  racine  a— ft/— 1  «c  trouvera  aussi  deux  ftils 
dans  X .  Si  X  admet  trois  fois  la  racine  a  +  ,  il  doit  être 
divisible  par  (âp^a  —  ^y^/,  et,  par  mite,  Çk  doii  admeltre 
le  facteur  â?  —  a  —  On  prouvera  alors,  coamàoa  r&  fût 
pour  X  et  pour  Q,  qu'il  est  divisible  par  (a?  —  a/-(-^,  et  que 
Tona: 

en  sorte  que  la  racine  a — b^^  est  triple ,  comme  sa  coi^ju- 
guée.  Le  même  raisonnement  peut  évidemment  se  continuer 
indéfiniment,  et  par  conséquent  la  racines— ^^7a  le  mèaie. 
degré  de  multiplicité  que  sa  conjuguée^ 

ReiaiioD  eoire  les  coefticieaU  d'une  équalioa  et  les  racines. 

8W.  Suit      -f- Ai«*^ 4*  •  •  •  4*  Am-io; +A„  =  0 , 
une  équation  du  degré  m,  dont  nous  supposons,  pour  plus  de" 
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âirapttrîté,  que  le  premior  terme  ait  poor  coetfcîont  L'ttiiilé. 
Noos  avons ¥U  qu'en  désignant  par  a,  d«  «  /  ses  racines». 
00  a  ideiiti^eraent  : 

Ll]   x-^-f Ata;'*-*-J-...-l-A^_ia?+A«=(a;— aXiP--6X^r-<?)..; 

mais  on  sait  qu'en  effectuant  le  produit  indiqué  dans  le  second  • 

raembrc,  on  aura  (141)  pour  premier  terme  a;",  pour  second 
terme  x'"~\  luulliplié  par  la  somme  des  seconds  termes  — <?, 
—  6, . — /,  pour  troisième  terme  a;"^',  multipli(3  par  la  somme 
des  produits  deux  à  deux  de  — a,  —  Oy  — — /,  ou,  ce  qui 
revient  au  môme,  par  la  somme  des  produits  deux  à  deux  de  a, 
d,  ...  /;  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  si  i  on  représente  par 
2a,  labf  labc  la  somme  des  racines,  lasonmiede  leurs  pre* 
duils  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.»  ou  a 

le  dernier  terme  étint  positif  ou  négatif^  suivant  que  m  est 
pair  ou  impair.  En  identifiant  ce  produit  avec  le  premier  meiu- 
hre  de  Téquation  [i] ,  on  conclut  le  théorème  suivant  : 

Dans  toute  équation  algébrique  dont  le  premier  terme  a  pour 
coefficient  l'unité  : 

«•  +  AiX— •  + ...  A^.,x  -J-  A,,  =  0, 

le  ooeflicient  du  second  terme  Ai  est  égal  à  la  somme  des  racine 
prise  en  signe  contraire. 

Le  coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des 
produits  deux  h  deux  des  racines. 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  est  la  somme  de  leurs  pro- 
duits trois  à  trois  pris  en  signe  contraire,  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  de  toutes  les  ra- 
cines, pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire,  suivant 
que  le  degré  de  réquatton  est  pair  ou  impair.  . 


IliSOLUTION  DES  ÉQL  ATiONS  NUMÉRIQUES.  44t 

Ce  théorèmft  s'exprime  par  tes  éqiiatioBS  «ikvantes  :*  - 

l  Aî  =(ab  +  ac+  ...  -)-  6c  +  ...  kl); 
[3]  I  A. z=^^iabe  +  abd  +  ..:+aed+...  ...); 

■ 
M 

I  • 

En  considérant  les  racines  comme  des  inconnues,  nous  avons 
Vd  m  équations  distinctes  auxquelles  elles  doivent  satisfaire; 
lorsque  Ton  connnilrn  quelques-unes  des  racines,  ces  équations 
pourront  fociliter  la  recherche  des  autres»  mais  elles  ne  peuvent 
Xiaîs  servir,  en  général,  à  la  résolution  complète  de  T^uation 
proposée.  Si,  en  effet»  on  cherchait,  par  le  moyen  de  ces  équa- 
tions à  déterminer  une  racine,  a  par  exemple,  il  faudrait,  ponr 
cela,  éliminertoutesles  autres;  or,  quel  que  soit  le  moyen  que  l'on  * 
emfÂoie,  je  dis  que  l'équation  obtenue  devra  a?oir  pour  soin* 
tion  non-seulement  la  valeur  a ,  mais  encore  les  antres  caeinas 
b,e...k,l.  Si  l'on  remarque,  en  effet,  que  les  racines  entrent 
absolument  de  mt^me  dans  les  équations  [3] ,  que  rien  ne  les 
y  distingue  les  unes  des  autres,  on  conclura  que  si  1  on  par- 
vient par  certains  calculs  h  éliminer  loules  les  racines  à  1  excep- 
tion de  fl,  des  calculs  loiil  seniblables  auraient  pu  éliminer 
toutes  les  racines  autres  que  b  par  exemple,  et  qu'il  ne  doit  } 
avoir  dans  le  résultat  d'autre  différence  que  le  changement  de 
a  en  h  :  c'est  donc  la  même  équation  à  laquelle  a  et  6  doivent 
satisfaire,  et,  comme  on  peut  en  dire  autant  des  autres  radoes» 
il  est  évident  que  Téquation  en  a  doit  avoir  pour  racines 
a»  6,  e  „.kt  /»  et  qu'eUe  ne  doit ,  par  conséquent  (SM),  pas 
dlllénir  de  Téqualion  proposée  elle-mAme.  Cette  conclusion  peut 
d*aill«irs  se  vérifier  d'une  «manière  bien  simple. 

Beprenons  eu  eilel  les  équations  [3] 

* 

Ai=(aô+ac+...); 
* 

•  ■ 

•  » 

Am'=i^abe ...  kl.  . 
^Ibiltiplions  la  première  par  a^^S  la  seconde  pai*  ar'~\  la  iroi- 
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sièino  par  a*"-'... ,  la  dernière  par  a,  ei  ajoutons-les,  on  recoii- 
naitra  iacilemeiit  que  l  ou  obiient  ainsi  l'équation 

qui  Q*e9t  autre  chosef  que  Téquation  proposée  dans  laquelle  x 
est  remplacé  par  a. 

550.  Remarque  I.  Il  ne  faut  pas  afiirmer,  en  vertu  de  ce  qui 
précède ,  que  les  équations  [3]  ne  pcuM'nt  jamais  conduire  à  la 
iéselution  d'une  équation  algébrique.  11  est  prouvé  seuleoaenty 
qu'en  derehant  à  atteindre  ce  but,  par  l'élimination  dem-^l 
des  racines  cherchées  on  serait  mmend  àréquation  proposéeelle- 
même,  mais  on  peot  coneeroir  d'auto  manières  de  procéder; 
dierchons,  parexemple,  k  déterminer  les  deux  racines  atib 
dt  l'équaÂw 

«I  .ftiml  usage  des  rciiÉienB 

Formons  le  carré  de  la  première  équation,  et  retranchons-cn  * 
membre  à  membre  la  seconde  équation  tqprès  atoic  multiplié 
tMis  les  termes  par  4,  il  Tiendra 

C*+ è)' — A,*— 4  A.; 

on  (a— 6)'  =  Al*  — 4  A,, 

Connaissant  a-\-  b  ela —  b,  on  en  coiiclul  lacilcmcni  a  et  b. 

BftSOMÉ. 

221.  But  que  Ton  ae  propose  dons  la  résolution  des  équations.— 322.  On 
admet  que  toute  équation  a  une  raeine.  —  523.  On  en  conclut  que  toute 
équation  do  (iegrém  admelmracnieB  séelles  ou  imaginaires.  —  324.  Un 
produit  de  m  facteurs  réels  ou  imagiaaireBnepeut  élre  nul  que  siTundes 
facteurs  est  égal  à  zéro.  —  32i;.  Le  premier  membre  d'une  équation  est 
déterminé,  lorsque  Ton  connaît  toutes  les  racines. — 32ii.  Deux  polynômes 
de  degré  m  soalideBt^pMv,  site  sontégiaE  l^r  plosde  m  vaienraét  la 
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variable. — 527.  Détinilion  de»  racines  égiijes.  —  r»28.Si  une  équation 
a  coefficienl  réel  admet  une  racioe  imaginaire,  eUo  admet  le  même 
nombre  de  fois  sa  conjuguée. — 520.  Relalionâ entre  les  coefficients  (fuae 
équation  et  les  racines.  —  Si  l'on  élimioe  entre  ces  relations  toutes  les 
racines  excepté  une,  on  retombe  sur  l'équation  proposée.  — 350.  On  ne 
doit  pas  affirmer  cependant  que  ce& relations  UQ  puisseil  pas  conduire  à 
la  résolution  de  l'équation. 

EXEROCES. 

T.  91  F(x)  =-0  est  ne  équafion  è  coeflldents  nHonndB,  ir- 
rédiiffîftic,  c'est-à-dire  telle  qn'ancime     «en  racmes  ne  fnrine 

satisfaire  à  une  équation  tic  degré  moindri'  et  à  coefffcicnts  ra- 
tionnels; si  une  éciiialion  de  degré  quelconque  à  coenicicnts 
rationnels  admet  une  ou  plusieurs  fois  une  racine  de  F^y=0, 
elle  les  adi^icllra  toutes  le  même  nombre  de  £oi& 

n.  Si  réquatioo  a^+px  +  q=zQ^  où  p  ei  q  désignent  das 
nombres  rationnels ,  n  a  pas  de  racine  commensurabîe,  elle  ne 

peut  pas  non  pliia  avoir  d«.  imùml  de  In  Imae  •+ ^ 
étant  rationnels. 

111.  Si  une  équation  à  coefficients  rationnels  admet  une  ra- 
cine de  la  forme  a  +  y/b^  son  premier  membre  est  divisibie  |Nir 

iV.  Si  une  équation  a  pour  racines  a,  ^,  6,  c ,  etc. ,  vé- 
rifier par  la  multiplication  des  foctenrs  dn  premier  degré  qui 

composent  son  premier  membre,  que  les  cocflicicnls  des  termes 
à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux. 

Y.  Si  Ton  remplace  dans  le  premier  jnembre  d'une  équation 
par  a; + ^      ,  ce  premier  m^nbre  prendra  la  forme 

Le  poslulatum  admis  (r>22;  revient  à  supposer  que  les  courbes 
qui  ont  pour  équations 

p=o,  0=0 

se  eoiipcnl  toujours.  Prouver,  en  admettant  cela,  que  la  ren- 
contre a  toujours  lieu  à  angle  droit. 


% 


444  timiinpit  mb  iotiAnoi»  mmÉiMmi. 

VI.  Si  V{Xitj)=zO  est  ^'équation  d'une  courbe  algébrique  du 
«legré  m,  que  1  on  mène  par  l'origine  0  des  coordonnées  une 
droite  qui  coupe  celle  courbe  en  m  points  A,  B,  C  ...  K,  et 
que  1  on  détermine  un  point  M ,  tel  que  , 

9 

JL-JL4._L    .JLj.         4.     *  • 

OM»  "  0  A' OB' OC        "^ÔP  ' 

.  le  lieu  deB  points  M  sera  une  section  conique. 

vil.  Si  une  série  de  cordes  parallèles  coupent  une  courbe  algé- 
brique en  m  points,  le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances 
de  ces  points  est  uneligne  droite. 

VIII.  Pour  que  toutes  ces  droites  passent  par  l'origine  lorsque 
les  cordes  parallèles  cbangent  de  direction,  il  faat  qu'il  n'y  ait 
pas,  dans  l'équation,  de  terme  de  degré  m— 1. 

IX.  Pour  que  toutes  ces  droites  soient  parallèles  entre  elles, 
lorsque  l'on  change  la  direction  des  cordes,  il  faut  que  les  ter- 
mes de  degré  m  forment  la  puissance  m~  exacte  d'un  binôme 
delaformeajr-|-6y. 
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NOTIONS  GËNÉBiULES  SUA  LËS  MOYENS  AK  RECON- 
NAITRE L'EXISTENCE  SBS  RACINES  RÉELLES. 


.  SSl .  On  neconnait  pas  de  formules  générales  qui  fdumissent 
.  les  racines  d'une  équation  algébriçie,  et  Ton  est  réduit,  dans 
chaque  cas ,  à  des  tâtonnetuenls  qui,  après  aToir  finit  connaître 
leur  existence ,  permettent  d'en  obtenir  une  valeur  approchée. 
Le  principe  de  la  méthode  que  Ton  développe  dans  un  des  cha- 
pitres suivants,  repose  sur  plusietirs  théorèmes  fort  simples  que 
nous  (levons  dès  à  présent,  faire  connaître. 
Lemme  I.  polynôme 

F(aî) = + A,«^» -f  A,sî-*  + ... -h  A« 

csl  une  fonction  vontinur  de  la  variable  x,  cest-à-dirc  que  l'on 
jp0Ut  faire  croître  la  variable  x  par  degrés  assez  petits pour.gue  Us 
variatimu  du  polynôme  soien  t  aussi  petites  qu'on  lê  vmufra. 
Nous  avons  TU,  en  efiét  iW4) ,  que  le  rapport 

a  nue  Hmite  finie  et  égale  à  brsqne  il  tend  vers  séro.  0r, 
il  faut  évidemment  pour  cela  que  le  numérateur  décroisse  indé- 
linimcnt,  et  que  la  différence  entre  F(j:+  A)  et  ¥{x)  puisse  de- 
venir aussi  petite  qu  on  le  voudra. 

599.  TiiioitiiB  I.  51  deux  nombreê  «  et  euMiuèe  à  x  dans 
U polynôme  X,  donnent  du  résviiais  de  signes  ûontrains^  ilscomr 
prennent  au  moins  une  racine  réelle  de  Véquaiion  X  0. 

Si  Ton  conçoit ,  en  effet,  que  »  varie  d'une manièt^  continue 
depuis  la  valeur  x=-a  jusqu'à  x  =  b,  le  polynôme  X ,  en  vertu 
du  lenime  précédent ,  variera  aussi  d'une  manière  continue;  et 
comme  les  valeurs  extr<3mes  sont  de  signes  différents,  ii  doit 
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passer  du  poâtif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif,  et  il  est 
impossible  qu*il  ne  prenne  pas  la  valeur  intermédiaire  0. 

Remarque.  Le  théorème  précédent  s  ;ip])li<|ue  évidemment  à 
toute  équation  f(x)^0,  dont  le  premier  membre  est  uncfonc* 
tien  continue  de  x.  Nous  en  avons  vu  un  exemple  (856). 

555.  Théorèhk  II.  Si  deux  nombres  a  et  {),  substitués  à  x  dans  le 

premier  membre  d'unr  rfjuation  algébriqne\  =  Q,  donnent  des  ré' 
s  ni  tais  de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair 
de  racines. 

îl  faut  entendre  que  les  racines  multiples  sont  comptées  un 
aoBibre  de  lois  égal  à  tour  degré  de  multiplicité. 

&>ieiit«,  à, ji  tes  racines  comprises  entre  «  et  p,Q]eq«o- 
tientéela  éhriBion  de  IL  par  (a^— aXo?— ^...(x^);.en  sorte  que 

X  =j(x— aX«—  b) ...  4».— j>)Û. 
Û  désignant  le  produiâ  des  &cieim  qui  corrayondeat  an 
racines  imaginaires  et  .au  radnes  véelles  non  comprises 
entre  «  et  p.  Si  Ton  fait  successivement,  dans  cette  éqnâlion, 
.r=s«,  â?=:p*onaura 

X,,  Q,,  X^.,  Ûi  désiguant  ce  que  tle\iennejit  les  polynômes  X, 
Q,  lorsque  l'on  y  substitue  kx  in  valeur  a  ou  la  valeur  p.  Par 
hypothèse,  X,  et  Xp  sont  de  signes  contraires.  Il  doit  donc  en 
être  de  même  des  seconds  membi-es.  Or  U«  et  sont  de  mêmes 
signes:  car,  sans  cela,  1  équation  U  =  0  aurait  une  racine  au 
uuûiis  (558j  cûmurise  goUù  «  «i^.  U  ijuil  donc  que  ks  produits 

^  (-a— <i5f«-— ») ...  r«— p), 

soient  de  si^es  contraires  ;  et  comme  tous  les  facteurs  du  pre- 
mier sont  négatifs,  et  tous  ceux  du  second  positifs,  il  faut  évi- 
demment que  le  nombre  de  ces  f  adeurs,  et,  par  suite,  le  uoudïre 
des  racines  fl,  6,       p  soit  impair. 

OT^.  On  verrait  alisolunient  de  même  que  si  deux  nombres 
donnent  des  résultats  de  même  signe,  ils  couliycunent  un  nom- 
bre pair  de  racines  (ce  nombre  peut  être  séro}. 
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53ë.  TuEORÈiUL  Si  l'on  attribue  à  la  nariabie  x  dei  valeurs  ab- 
solues de  plus  en  plus  grandes,  le  polynôme 

[I]  X  =  Aa;-  +  A|a:-'  +  A,ar— »  +  ...A^  ^ 

finira  par  prendre  h  ««17110  de  sen  premier  terme. 

Le  peiyaom  K  peut,  en  eièt,  s'écrire  de  la  mliière  sui- 
T'BMte  * 

Loi'iique  1  ou  attribue  ù  x  des  voleurs  Uc  pluseii  piu£  grandes» 
les  leiwes  ~,  ~  ...  tendent évideraraent  TCfs  séro,  ai,  par  . 

Su  X 

suite,  l'expression  entre  parenthèses  s'approche  iiidi^finiment 
de  la  limile  A,  et  finit  évidemment  par  prendre  le  même 
ai|^c  que  ce  coefficient.  Son  produit  par  âf,  c*e8t-à-dîre  X, 
prend  alors  le  signe  de  Aaf. 

Bemvroi'k.  Sil  on  suppose  A  positif,  lorsque  m  <'st  pair, 
Aa;*"  est  i)ositii\  quel  que  soit  le  signe  de  x.  Un  polynôme  aigé- 
hriqHe  de  degré  pair,  dont  le  premier  terme  a  un  eoeffeient 
positif,  prend  donc  toujours  des  valeurs  posiliTes,  lenfnei^an 
alMme  à  ta  variiMe  éesTalem  très^gnmdef  positif  as  on  né» 
galiTes. 

XatenfÊB  m  eut  inspBsrt  A  ëlaiit  toujours  ouppasd  positif,  iisf 
est  4e  même  signe  que  m.  Vn  polynôme  algébrique  de  degré 
impak*,  dont  lepranfer  terme  a  un  «»efHctcnft  peetlif,  prend 
donc  des  valeurs  de  même  gi^^ne  (juela  vai'iable,  lorsque  oetie-d 
esA  trc;>-gj'iuide  en  valeur  absolue. 

SaiMMMIbm  dîne  «alMir  4iè»«flUle  4t4r. 

357.  Théorème.  Si  dans  le polynowe  x^-f  AiX*'''+...H-A„x"^, 
ùii  suppose  à  x  des  valeurs  absolves  déplus  en  plus  petites,  le  poly^ 
nome  finira  par  prendre  U.  signe  de  son  dernier  terme. 

On  a»  en  effet, 

--fAi»— =  «•^"(x-+A4X-'+...-fA-4a;+AJ. 


à 
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LorB4|iie  la  yfjma  absolue  de  x  devient  trèa-petite,  l'expree- 
sion  entre  parenthèses  a  évidemment  pour  limite  Kr;  elle  finit 
donc  par  prendre  le  signe  de  ce  coefficient.  Son  produit  par 
df*-**,  c'est-à-dire  le  polynôme  proposé,  finit  donc  par  prendre 
lesignede  AmSb*-". 

Cas  où  une  équation  admet  Gertainemeni  des  ncinee  réellM. 

î>5B.  TiftÉoRÈME.  Toute  éqvation  de  drf/ré  impair  a  au  moins 
une  ou  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  sit^nes  coniraires  à 
siM  dernier  terme. 

Soit        a?^'  +  Aix«-  + .  •  •  +         +  A«  =  0 

tine  équation  de  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  A«  est  né- 
gatif. Si  nous  substituons  à  la  valeur  0,  le  premier  membre 
de  réquation  deviendra  -|-Â«i,  et  par  conséquent  négatif.  Si  nous 
substituons  ensuite  à  a?  une  valeur  positive  très-grande  M ,  le 
{Nremier  membre  prendra  (555)  le  signe  de  son  premier  terme, 
et  deviendra  par  conséquent  positif.  Ainsi  donc ,  les  nondires  0 
el  N  ,  substitués  dans  l'équation,  donnent  des  résultats  de  Si- 
gnes contraires ,  ils  comprennent  par  conséquent  (555)  un 
nombre  impair  de  racines,  qui  évidemment  sont  positives. 

Si  le  dernier  terme  de  l'équation  proposée  était  positif,  on 
substituerait  à  x  la  valeur  0  ,  qui  donnerait  nu  résultat  positif, 
et  une  valeur  négative  très-grande,  abstraction  faite  du  signe 
•^N,  qui  lui  ferait  acquérir  (556)  une  valeur  négative.  0  et  — H 
donnant  des  résultats  de  signes  contrairet,  comprennent  un 
ndmbre  impair  de  racines,  qui  évidemment  sont  négatives, 
c'est-à-dire  de  signes  contranres  au  dernier  terme. 

559.  TuÉORÈmJ.  Toute  ér/vation  de  de<jré  pair,  dont  le  dernier 
terme  est  négatif,  a  a|i  moins  deux  racines  réelles  :  Tune  positive^ 
Vautre  riéyativc. 

Si,  en  effet,  dans  une  semblable  équation,  nous  substituons 
à  «  la  valeur  0  et  une  valeur  positive  très-grande  N>  nous  ob- 
tiendrons deux  résultats  de  signes  contraires;  donc  l'équation 
a  au  moins  une  racine  positive. 

Si  nous  sidKslitnons  ensuite  la  valeur  0  et  une  valeur  négative 
très-grande  — N,  nous  aurons  encore  deux  résultats  de  sigiîcs 
contraires;  donc  l'équation  a  au  moins  une  racine  négative. 
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Remarqi  e.  Lo  seul  cas  où  l'on  ne  soil  pa»  assuré  qu'il  existe 
une  racine  réelle  au  moins,  (^st  celui  où  l'éqnalion,  étant  de  de- 
gré pair,  a  son  dernier  terme  positif. 

itSUMft. 

Un  poiyooaM  enlipr,  pàr  ra|if>ort  à  une  variaMe,  est  une  fonctiM 

'  '  continue  de  ceUé  Tariable. — 582.  Si  deux  nombres  subsUtués  à  la  va- 
riabit  dans  le  premitr  nembre  d'une  éqnatkm  donnent  des  résultats  de 
'  sIgOBS  cantraiMs,  ils  comprennent  au  flMHiit  wie  n(cine  réelle.— S53  Si 
deuaoMibres  substitués  dans  le  premier 'aaiéÎBfc^^^^iiiMquation  don- 

*  ^  nent  des  résultats  de  signes  conlraires,  ils  comprennent  un  nombre  im^ . 
pair  de  raciMs  réeUes.  — 354.  Si  deux  iion^>re)  donnent  des lésuItallMiC  - 
.  mêmes  signes,  ils  comprennent  un  nombre  pair  de  raQinAli^llàS;-^ 

:  555.  Si  Ton  attribue  à  la  variable  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes, 
1a  polynôme  finit  par  prendre  le  signe  de  Fon  premier  terme.— 556.  Uù^ 
polynôme  de  degré  pair  est  positif  lorsque  la  valeur  absolue  de  In  varia- , 
blcest  très-grande.  —  557.  Si  Ton  attribue  à  la  variable  des  valeurs  de 
plus  en  plus  petites,  le  polynôme  prend  le  signe  de  ibn  dernier  terme.' 
-^588.  Toute  équation  de  degré  inipair  admet  un  nombre  impair  de  ra- 
cines do  signes  contraires  à  son  dernier  terme.  —  559.  Toute  équation  ; 
de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  admet  un  nombre  im-^ 
pair  de  racines  positives,  et  un  noipbre  impair  de  racines  négatives.  .  - 

"*  -  -    '        ••  ■       .      .  • 

.  Ë&ERCICfiS. 

I.  Prouver  que    a  poinrUiilttcriiiiilé,  lonèque  c  tend  vers 
b4ix>.  Kb  eondtare  que  l'équation 

« 

admet  deox  racines  réeU6ê^ 

îl.  Trouver  le  maximum  du  |)ro(iuit  jr(p  —  j?*;  (voy.  cliap.  XI).  ■ 
Ii4i  conclure  la  condition  pour  qiic  l'équation 

admette  deux  racines  positives. 

ni.  CààMùm  la  recherèhe  ptéeéàBoUt»  et  chercher  la  con-  - 
dttion  ponr  que  réquatton 
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p  e!  9  dé^if  tiQBt  des  nombres  positifs,  admclte  dêux  paeiH«R  po- 
sitivea. 


IV.  L'équaUon  à  m  ternies 


B 


admet  m  racines  rOelles,  si  6,  r,  /  reprébenleot  dev 
nombres  dislincls- 
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but  de  la  Ihéorie  des  racines  égaies. 

.340.  Les  procédés' employés  pour  la  résolution  des  équations 

luimériqucs,  exigent  que  ces  (équations  n'admeltenl  pas  de  raci- 
nes égales.  Il  est  donc  essentiel  de  résoudre  les  deux  ques- 
tions suivant*  s. 

Cne  équation  algébrique  étant  donnée,  reconnaître  si  elle 
a  des  racines  égales. 

2*  Une  équation  ayant  des  racines  égales,  ramener  ss^  réso- 
lution à  celle  de  plusieurs  autres  équations  de  degré  moindre 
et  dont  Jes  racinés  loient  inégales. 

M oyea  ùb  recdanatir»  ti  une  Ovation  a  des  racioes  Igaltf. 

Mâ..On  dit  qu'une  équation  ^ (â;)s=0,  admet  n  fois  la  raeina 
a,  lorsq)ief(«)  est  dimible  par  (a? — nf;  le  théorènie  suiv^pt 
exprime  les  conditions  nécessaires  pour  qu'il  en  sDit  ainsi. 

Théorème  I.  Pfur  qu  un  mniilirc  a  soU  Xi  fois  racine  d'une 
équation  algébrique  <^{x)^0,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qv€,  sub^ 
êUtuéàn^  il  a$inul$  ia  fonction  ^{x}et  sesp — 1  fftrmàres  déri- 
vées. 

On  at-en  efi^t,  identiquement  ' 

a:  =  a  4-  [x  —  a) , 

+    — «)]. 

En  développant  ^{a-\-x  —  a)  par  la  formule  générale  doppéc 
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A  In  seule  inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  la  condi* 

tioii  énoncée  est  suffisante.  Si  Ton  a,  ?(a)  =  0,  9'(a)=:Q, 
i"-' (a)  =:  0 ,  tous  les  termes  restant  dans  le  second  memhre 
contiendront  (x  —  a)"  en  facteur,  et  «{-(a:)  sera  par  conscqueni 
divisil)le  par  (ar — a)". 

Je  dis  de  plus  que  cette  condition  est  nécessaire  ;  supposons 
en  effet  que  ^x)  étant  divisible  par  (47—0)",  ciis^ix)  étant  la 
première  des  dérivées  de  cp(x)  qui  ne  s'annule  pas  pour  x=a, 
on  ait  p< n ,  Féquation  précédente  deviendra 

si  I  on  divise  les  deux  membres  par  {Jc  —  a/,  il  \ieal 


égalité  impossible,  car  »  (a;)  renfermant  par  hypothèse  {a^  —  ar 
en  foctcur,  et  fi  étant  plus  grand  que  p,  le  premier  memhrp 
«*annule  pour  a;  ^  a,  et  le  second  prend  une  videur  différente 

de  zéro,  savoir  ;  ^ — 

On  peut  dcduiie  du  théorème  précédent,  les  conditiops 
suivantes. 

54S.  Thêdbème  il  Pmtr  q^ûn  non(bre  sl  êott  h  foù  raeim 
d'une  équation  algcbriqvc  <f(x)=sO,  î(  est  néeesiaifè  et  tuffUmi 
que  substitué  à  IL,  il  annvie  le  polpnme  »(k)  et  qu'Usoit,  en 

outre,  n  —  1  fois  racine  de  l'équation  (p'(a:)  =0. 

Il  résulte,  en  eiïel,  du  théorème  précédent  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  sont  exprimées  par  les  équations 

dont  les  m^l  dernières  expriment  que  a  est  racine  de  Téqua-. 
tlon  ^*ix)ssO  et  de  ses  (m— S)  premières  dérivées,  et,  par  suite, 
en  vertu  du  théorème  précéftent,  que  a  est  «t — 1  fois  racine  de 
l'équation  ^'Ci;)=.0. 

545.  RsMAiiAUt.  U  réâutte  du  UiéoTième  précèdent  44116  si  I  on 
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décompose  le  preuiicr  inenihie  d  une  équation  et  sa  déi  i\ée  eu 
'  lacleurs  simples  correspondants  î\  leurs  di\crses  racines,  h  cha- 
que racine  multiple  a,  entrant  n  fois  dans  Téqualion,  corres[>on- 
dront,  dans  la  dérivée,  « — 1  lacleurs  égaux  à  (a;— -a;,  en  sorte 
.  -  que,  si  une  équation  (p(x)=0  admet  n  racines  égales  à  a,  /». 
racines  égales  à  6»  (7  racines  égales  à  tf,  r  raciaes  égales  à  ci,  etc., 
op  a 

ai,  ff»  suite,       et  fff(x)  admettent  les  lecteurs  communs 
.  (a?— ay^S  {X  —  ôf-S  (j: — c)«-«,        d)^».  le  dis  de  plus  qu'Us 
n'en  admettent  pas  d'autres,  car,  s'ils  admettaient  un  fadeur 
commun  (x  — A),  k  serait  racine  de  =^.(0?)  et  de        cl,  par 
.   '  •  suite  (34i),  racine  double  de  ç(a:). 

BechercJ^e  des  (acteurs  couamuos  k  deux  poljaoai«s. 

« 

544.  Pour  faire  usage  des  théorèmes  précédents  et  reconnaî- 
tre si  une  équation  donnée  admet  des  racines  égales,  il  suffit 
de  savoir  leconnaihv  si  le  premier  membre  de  l  équation  et  sa 
dérivée admeltcnt  des  f.icteurs  communs.  Nous  résoudrons,  en 
général,  la  question  suivante  :  deux  fondions  entières  d'un»  va^ 
riabk  X  éimt  dmniet,  trouver  le  produH  det  fadeurs  du  premier 
•degré  gui  leur  sont  eemmune. 

Soient  F(<r}et/(a;),  les  deux  fonctions  donnas.  Supposonsqae 
F(af)  soit  d'un  degré  au  moins  égal  à  f{x)  ;  divisons^ (^)  par  f{x), 
soit  Q  le  quotient  et  H  le  reste,  on  aura 

Or,  il  est  évident,  d'aprèseette  égalité,  que  si  l'on  suppose  R  dé- 
composé en  facteurs  correspondants*  aux  racines  de  l'équatioB 
R = 0 ,  lès  facteurs  communs  h  F  fx)  et  f{x)  sont  absolument  les 

mêmes  que  les  fadeurs  coininuns  à  f{x)  ei  à  R.  On  verra,  de 
môme,  qu'en  nommant  K'  le  reste  de  la  divit,ion  de  f[x)  par  R, 
les  facteurs  communs  à  R'  el  li  sont  les  mêmes  que  les  facteui's 
commmis  à  /(./;,  et  R,  el  par  suite  h  fUv)  et  FCr),  et,  en  conti- 
nuant de  la  même  manière  on  substituera,  aux  deux  polynômes 
donnés,  des  polynômes  de  degré  de  plus  en  plus  petit^et  l'opéra- 
tion s'arrêtera  lorsque  l'un  d'eux  sera  divisible  par  le  suivant,  ce 
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\0F«êÊr  ènpi-UiMra  al^rs  le  produit  des  fiusteàrs  wmsalàifê^^it^' 
diès.  Si  Ton  parvient  à  un  reste  numérique  avant 
obtenu  une  division  qui  réussisse»  il  faut  en  conclura  que  1^. 

polynômes  proposés  n*ont  aucun  facteur  communv .  '  ;  {Vf , 
Ea  appliquant  la  iiiélliode  précédente  à  un  polynôme  <p(i} 
età  ^  dérivée,  on  verra  si  l'équation  'f(x)  =  0  adniel  des  racines 
multiples,  et  l'on  obtieiulra  le  iJiuduil  des  lacteurs  qui  corres- 
pondent à  ces  racines,  élevés  chacun  à  une  puissance  moindre 
d'une  unjyté. que  dans  <p(x).         "  . '.^  - .  v 

M,  REttÀRQUS.  En  cherchant  le  produit  des  iacteufs  commnins 
<4^4^x  polynômes  fonctions  de  x,  on  ne  se  préoccupe  aucune^ 
éient  des  iacteurs  numériques.  On  peut  donc  midtiplier  Tuni 
des  foniiUôiùi  ooiisfâérées,  ou  Tun  des  restes  obtenus  dans  rdpjl- 
tatidn  t  par  un  facteur  numérique  quelconque.  On  profite  soujr 
vent  de  cette  remarque  pour  éviter  rtntroduction  des  dén^miUé^ 
leurs.  11  suflit ,  en  etTet ,  pour  cela,  de  multiplier,  avant  chaque 
division  partielle,  le  ihvidende  par  le  coefhcienji  du  premier 
terme  du  diviseur.  ..    ..  '  > 


AéUucUon  d'uae  é<iuaUoa  qui  a  doi  racinei  ^alsii 


54i5.  Les  théorèmes  précédents  permettent  de  ramener  la  ré- 
solution d'utie  équation  qui  a  des  racines  égales,  à  celle  de  plu- 
sieut-s  autres  équations  qui  n  eu  ont  pas.  Considérons,  en  effet, 
une  équation  ^)=0,  et  concevons  son  premier  membre  décom- 
posé en  facteurs  correspondants  à  ses  racines.  Soient     Xi,  X|, 

les  produits  des  focteurs  de  chaque  degré  de  midliplieilé^  pHs 
chacun  une  fois  seulement,  satoir  :  Xi  le  produit  des  kuàèufu 
simples;  Xt  le  produit  desiéoteurs  qui  ccMTespondent  à  des  ra- 
eines  doubles,  pris  chacun  une  fois  seulement,  et  ainsi  de  suite  ; 
eu  sorte  que  i  on  ait 

(K«)=X,Xi%«X»*. 

Le  produit  des  (hcleurs  communs  au  polynôme  X  et  à  Éa  dé- 
rivée, est,  d'après  les  théorèmes  précédents. 

Le  produit  Pt  des  facteurs  communs  à  P  et  à  sa  dérivée,  est 
de  même 

Pt  =  x,v. 
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t^nlia ,  le  produit  P|  des  laciours  communs  à  Pt  et  à  sa  dérivée 
est 

•  fM  l'équation  propostT  ti  acinict  pas  de  racines  dont  le  degré 
dr  imiltiplicilé  sui  jiasse  4,  l*i  n  aura  plus  de  laclein's  cfuiiiiiuns 
avec  sa  dérivi^'e ,  sinon  il  laudrail  conlinuer  h  opérer  de  la  môme 
manière.  Maiulemiul ,  en  divisant  chacune  des  équatiOjis  |uréGé* 
dentés  par  la  suivante ,  il  Tient  : 

•  •  •  . 

P 

«I  eu  dKlaidit  ehuciuifi  de  cd\(si^  pst  là  Mivànte  : 

pt     =  Ai  I  .  -pjp  —  At»    ^  At|     Tf  ■ —  A4. 

On  pourra  donc  ,  par  de  simples  divisions,  trouver  Xt,  Xt»  Xtt' 
Xi,  H  en  résolvant  leséquaticms, 

..X,=  0,   X.=0,   X.=0,    X4  =  0, 

qui  n'ont  plus  de  racines  multiples ,  on  obtiendra  séparément 

'  tes  racines  simples,  doubled,.triples,  quadruples. . .  de  la  proposée. 

'  "  KÉSUIIS. 

A40.  But  et  utilité  de  la  théorie  des  racines  égales.  —  541.  Pour  qu'une 
équation  admette  tt  fois'  la  radne  a,  Kfaut  et  il  suffit  qne  a  annale  tei 
premier  membre ,  et  les  n — 4  premièies  dérivées. — 349«  On  petit  dira 
aussi  que  a,  pour  èire  n  fois  racine,  doit  annuler  le  premier  membre 
de  l'équation  proposée,  etétre»^4  fois  racine  de  sa  dérivée.— 54Sk  is 
produit  dee  facteurs  communs  au  premier  membre  d'ilne  équatiqn  et  à  la 
dérivée  est  le  produit  des  fiacteurs  cqrrefipond^nta  aux  rpcinea  multiples 
pria  chacun  avec  un  aipoaànt  moindre  d'une  unité.  —  344.  Recherche* 
du  produit  des  facteurs  cooununsàdeui^polynomes.— Mil.  Réduction 
d'une  équation  qui  a  des  racioes  égales  é  d*autas  qui  n'en  ont  pas. 


r 
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EXERCICES; 

1.  V  et  (i  désignaul  deux  polynômes  en  a? ,  qui  ii'adm'eUeul 
-aucun  focteur  coaunun,  et  P'  et    leurs  dérivées»  si  Téquation: 
F + »  0  admet  deux  racines  éfl^les,  ces  racines  ai^rtiennent 
à  l'équation  F* +Q'*=0. 

.  • 

n.  Si  a,  d|  c ,  d  désignent  les  racines  de  l'équation  /(«r)s=:  0, 
on  peut  mettre  la  dérivée  sous  la  forme 

a?— a  '  «  — ^  '      •  «  —  t 

Ili.  Déduire  de  la  proposition  précédente  que  la  dérivée  s'an- 
nule pour  â;  =  a  »  lorsque  a  est  une  racine  multiple  de  la  pro- 
posée. 

IV.  Si  ;p  (j-)  =  0  est  une  équation  algébrique ,  et  que  a  soit  m 
lois  racine,  elle  sera  m  —  1  fois  racine  de  l'équation  obtenue  en 
multipliant  les  termes  de  la  proposée,  supposée  complète,  par 
les  termes  successifs  d'une  progression  arithmétique. 
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THEOREME  DE  DESCARTES. 


340.  11  eJJsfe  plusieurs  démonstrations  du  théorème  qui 
fait  Tobjet  de  ce  chapitre.  Celle  que  nous  adoptons  nous  parait 
avoir  le  double  avantage  d'élre  aussi  simple  qu'aucune  autre,  et 
de  faire  connailro  quelriues  proposilioiis  auxiliaires  curieuses  el 
utiles.  Nous  commeuccious  par  établir  ces  pro[iosi lions. 

LumB.  Uti»  fonction  queleonqm  est  eraissantê  au  déeroi$'^ 
êânte,  pour  mie  certaine  valeur  de  la  variMcg  suivant  que  la  déri» 
9ée  (p'(x)  est  poiiHvû  ou  négative. 

On  dit  qu*une  fonction  est  croissante ,  lorsque  sa  valeur  aug- 
mente qnand  on  allribuc  à  la  variable  dont  elle  dépend  un  ac- 
croissement très-petit.  D'après  cela,  il  est  évident  que  le  rapport 

^'^^^  A^"^^^^  positif  ou  négatif,  pour  des  valeurs  très-pe- 
tites de  h ,  suivant  que  la  fonction  sera  croissante  ou  décrois- 
sante. Il  en  sera  donc  de  môme  de  la  limite  de  ce  rapport ,  qui 
est  précisément  la  dérivée  ^\^), 

547.  TiiioBÈiii-  L  Si  une  fonction  de  x  s'anmie  pour  une  vo- 
leur particulière  \  =  a y  pour  une  valeur  moindre  x  =  a  —  11,  elle 
sera  de  signe  contraire  à  sa  dérivée;  et  pour  une  ndcur  plus 
gruîide  x  =  a+b  ,  fUe  sera  de  /firme  signe  (^u'eUe,  h  désignant  un 
nombre  positif  suf/istn/u/icuf  petit 

Si,  en  elTet,  la  fonction  o[x)  s'annule  pour  .r  =  a,  si  l'on  fait 
croître  x  à  partir  de  la  valeur  a  —  h,  il  est  évident  que  la  fonc- 
tion devant  tendre  vers  zéro,  doit ,  pour  cela ,  croître  si  elle 
eet  négative,  et  décroître  si  elle  çst  po^tive.  Il  faut  donc ,  dans 
^  le  premier  cas  ($40),  que  sa  dérivée  soit  positive,  et  qu'elle  Sfoît 
n^ialive  àins  le  second ,  o'e8t*à-dire  qu'elle  soit ,  dans  chaque 
ca'e,  dè  signe  contraire  à  la  fonction.  Si ,  au  contraire,  on  fait 
ciiottre  m  depuis  a  jnsquTi  a  +  A,  la  fonction  3.(.t)  ,  d'abord  égaie  * 
à  zéro ,  doit  croitie  pour  devenir  positive,  ou  décroître  pour  de- 
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veuu'iiégali\e.  Dans  le  premier  cas  (5^6) ,  la  dérivée  sera  posi- 
tive, et  dans  le  second  négative  ;  f  'ia-^h)  est  doaCi  dans  tous  leji 
cas,  de  même  signe  que  <j>(a  +  A).  .^.  -'Vv. 

RàiAiLQini.  La  démonstration  précédente  supposé  h  sssêtpigOk 
flMî^jt^      VAi^c  toujours  dans  le  même  sens,  de  a — A  jos^qu'à.; 
ù^^à  ^e  a  à  tt+A;  11  snfflt  é?ideitunent,  pour  cela  que  h  - 
sdil  assez  petit  pour  que  <p  V)  ne  change  pas  de  signe ,  et ,  par 
suite ,  pour  qu'elle  ne  s'annule  pas  dans  l'un  de  ées  deux  inter^-'^ 
valJes.  Mais  rien  n  (qiiju'clie  que  celle  dérivée  ne  soit  égale   zéro  * 
pour  x=a.  La  (lémoiisti  ation  précédcnle  s  applique,  pai' coii^^: 
quenl,  au  cas  où  a  est  une  racine  multiple.  '-^^ 

o48.  Théorème  II.  Si  cp(x)  représente  une  fonetion  wnimve de 
dorU  la  dérivée^Xx)  soit  aussi  continue,  entre  deux  racines  conséc^^ 
tives  à  et  h  de  f équation  ^{tf^O,  il  se  trouve  toujoun  racine 
.^tLi'é^uùtm  i^Xx)ttïOi  *  >^  :  ::K'';^^^M^ 

';luppos<MiB^  en  effet,  que  à  soit  la  plus  grande  det  ééit  hiçîtiili 
a  et  6.  Si  Ton  désigne  par  A  un  nombre  tfès^petit,  il  n'y  aurm 
entre  «  +  A  et  6  —  A ,  aucune  racine  de  [  équation  proposée ,  et, 
par  suite,  *(a+A)  et  z>{b^h'  seront  de  niémes  signes.  Maià  (347) 
'^{n-^-h)  est  de  même  signe  que  '-^'{a  h) ,  — h)  de  signe  con- 
traire à  —  h)  ;  donc  cp'(a  h)  cl  ^'{b  —  /<;  sont  de  signes  con- 
traires, et,  par  suite,  l'équation  s.  (x)  =  0  admet  au  moins  (552) 
une  racine  comprise  entre  a^- A  et  d--A,et4  par  suite,  entre  à. 
el  :6/'  .  ^   ^'  -  -  ■  .  V. 

IliiifARQ0E.  SI  l'on  range  par  orjre  de  grandeitf  *fli^tfiMfil 
d'une  équation  î(-r;  =  0  :      '  :    :  * 

Ot,  Ot,  «s,  ...  , fln,  .  • 

il  y  aura  au  moins  une  racine  de  la  dérivée  entre  Oi  et  di ,  une  en- 
tre Ot  etoi...,  une  entre et  à^.  Sin  racines  consécutives,  ot, 
aH4»  -M  a*f«Ht  sont  égales  entre  elles,  le  théorème  n*en  subsiste 
pas  moins  :  car  il  doit  y  avohr  (342)  n^i  racines  de  la  dérivée 
égales  à  diacOne  d'elles ,  et  Ton  pent  considérer  l^me  ^iornme 
cémprise  entre  o»  et  a*^,  l'autre  entre  a*^,  et  fl*+s,  etc. 

Tbéoràme  de  Descarles. 
Si ,  dans  une  équatiou  algébrique  de  degré  m  : 
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on  considère  successifentent  les  dilléreiils  termes,  un  dit  qn  il  y 
a  une  variation  iiia(|ue  lois  que  deux  termes  euusécutits  sont  de 
Hipnes  contraires,  et  permanence  quand  ils  sont  de  nitirnes  signes. 
Le  théorème  de  Descaries  consiste  en  va  que  /e  nombre  des  ra- 
cines positives  (non  compris  les  racines  nulles,  s'il  y  en  U;  ne  peui 
Jamais  surpasser  le  nombre  des  variations  du  premier  membre. 

Pour  démontrer  l  ellc  proposition  ,  nous  ferons  voir  que  si  elle 
est  admise  poui*  une  équation  de  lie^ré  m  —  1,  elle  est  >ruie, 
par  cela  même ,  pour  une  équation  de  de^ré  m. 

Admettons  donc  que,  dans  une  équation  de  degré  m  —  I ,  le 
nombre  des  racines  positives  ne  peut  surpasser  le  nombre  de 
variations  de  son  premier  mendire,  et  prouvons  qu'il  en  est  de 
même  dans  une  équation  de  degré  m. 

Soil  l'équation 

[1]    o(j:}=a;"'-|-A,.r'^'  +  A,x"»'*  —  ...  -f  A^-— +  A«  =  0. 

Soil  V  le  nombre  des  variations  de  son  premier  membre,  el 
pi»  Pty  /?àles  racines  positives,  en  nombre  A:,  el  rangées  paf 
ordre  de  grandeur  ;  il  faut  prouver  que  l'on  a 

Pour  cela ,  considérons  la  dérivée  de  l'équation  proiiosée  : 

[2]  =  +  (m— I  ;  A,  j:"*"'  + . .  •  +  {m  —  plK.x'^-^K 

Elle  a  tous  les  termes  de  mêmes  signes  que  ceux  de  [1]  ;  le  der- 
nier seul  a  disparu.  Klleaura  donc  le  même  nombre  V  de  varia- 
lions  ,  ou  un  nombre  V— 1,  moindre  d'une  unité,  selon  que  les 
termes  A,a;"*~^  cl  A,„  formeront  ou  non  une  variation  ,  qui ,  évi- 
demment, a  pu  seule  disparaître. 

Considérons  successivement  ces  deux  cas  : 

1'  Supposons  les  termes  \pX*^^  el  A,„  de  mêmes  signes.  La  dé- 
rivée '^'{x)  a  alors  le  même  nombre  de  variations  V  que 
Nous  allons  voir  qu'elle  a  aussi  k  racines  positives  au  moins.  On 
sait,  en  effet  (548),  que  les  racines  posilives de  l'équation  propo- 
sée étant  pi,  /)«,  ps,  la  dérivée  en  a  une  au  moins  entre />i 
eipiy  une  entre  j»»  elps..  »  uneentrcp*_tetpfc,  ccquifait,  en  tout, 
k — 1  racines  positives,  dont  l'existence  est  certaine.  Je  dis,  de 
plus,  qu'il  y  en  a  une  comprise  entre  0  el  et  qui  complète  le 
nombre  A.  Substituons,  en  effet,  dans  le  premier  membre  de 
^'{x)  les  deux  nombres  h  el  pt — A,  par  la  substitution  du  nom- 
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bre  Irès-pelil  /*,  :p'(J7)  prendra  (557)  lo  signe  ilu  tenue  qui  coii- 
tieiU  h  aver  le  moindre  exposant,  c  est-à-dire  le  signe  de  Ap. 

Par  la  sid»slilulion  deys — h,  étant  racine,  ^(j')  prendra  (547; 
un  sijîne  ojiposé  à  rcini  de  ^{x).  Or  la  proposée  n'ayant  aucune 
racine  entre  0  et ni,  par  suite,  entre  0  et  p\—h,  ^(0)  elo(/?i— A) 
sont  (352)  de  mûmes  signes.  ^(0)  est  égal  à  A«  ;  yPi — h)  est  donc 
de  même  signe  que  A,„,  par  suite,  de  même  signe  que  A,;  donc 
^'{p\ — /*)  t'st  de  signe  contraire  à  Ap.  Or  tj*'(/0  csl,  comme  nous 
Tavons  dit  plus  haut,  de  même  .signe  que  A^  ;  ^'(;>,— A)  et  o'(A; 
sont  donc  de  signes  diirérents;  donc  entin  l'équation  ^'(j')  =  0 
admet  une  racine  posili>c  comprise  entre  /*  cl  pi — //,  ou,  ce  qui 
revient  au  mi'^me,  entre  0  cl  />,.  Celle  racine,  jointe  aux  k — i 
autres,  dont  l'existence  a  ètédémonirée  plus  haut,  fait,  en  tout, 
k  racines  positives.  Or,  l'équation  ^'(jt)  =  0  étant  de  degré  m —  I , 
le  théorème  de  Descartes  s'y  applique  par  hypothèse.  Le  nom- 
bre V  de  ses  variations  ne  peut  donc  être  moindre  que  A,  et  l  on 
a,  comme  on  voulait  le  démontrer, 

2"  Supposons  que  les  termes  kpX'^"^  et  A»  soient  de  signes 
contraires  ,  la  dérivée  ^'{x)  n'aura  que  V  —  1  variations,  puis- 
que celle  que  formaient  ces  deux  termes  disparaîtra  avec  le  terme 
A«.  Or  elle  a  évidemment  k — 1  racines  positives,  savoir  :  une 
comprise  entre pi  et  p,,  ime  entre  ;>î  et  p,,  ... ,  une  entre  et 
Pk\  et  comme  elle  est  de  degré  m  —  1,  le  Ihéorènie  de  Descartes 
s'y  applique  par  hypothèse.  On  a  donc 

ce  qui  écpiivaut  à  I  inégalité  (juc  nous  voulions  prouver  : 

V  ^  k. 

Cette  inégalité  est  donc  vraie  dans  tous  les  cas. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  l'équation  propo- 
sée contienne  un  terme  A,„,  indépendant  de  a?,  et  dont  la  déri- 
vée soit  égale  à  zéro.  Il  nous  reste  €^  considérer  le  cas  où  il  n'en 
serait  pas  ainsi.  Soit  l'équation 

[  1  ]     -^{x\  =  .r*  4-  A,.r--«  -I-  . . .  -f  Ap-r*^"  +  . . .  A,ar"^«  =  0  ; 


Digitized  by  Google. 


THKOBiMli  J>E  DBSatTKï.  40t 

nommons  toujom^  k  le  nombre  de  ses  iHeines  positives  jh  ,pt,„ 
Pi  ,  et  y  le  nombre  de  ses  variations ,  sa  dérivt^ 

■ 

P]  (i>'(j?}=«4î--'  +  (l»  — l)At«^«+... 

+  (m  —  j>)A^-^«  +  (a  —  ^)A,a"^* 

• 

aura,  dans  louslescas,  V  variations  :  car  elle  a  les  termes  de 
mt^mes  signes  que  ceûx  de  [I],  cl  aucun  d'eux  n'a  disparu  Or 
cette  équation  ff\x)=^0  admet  évidemment  A;  racines  positives , 
savoir  :  une  entre  0  et  pi  (0  est  radne  de  la  proposée);  une 
entre  pi  et  jH.».;  une  entre p»-!  et p»;  et  conmie  elle  est  de  degré 
^ .  '  m  1 ,  le  théorème  dé  Déscartes  y  est ,  par  hypothèse ,  applica- 
ble, et  l'on  a 
•  *  Vs»*; 

c*est  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

I4i  proposition  est  donc  établie  pour  une  équation  quelconque 
du  degré  m  t  pomrvu  qu'elle  soit  supposée  vraie  pour  les  équa- 
iiottsdQ4ilegré  m— -1.  Elle  est  d'ailleurs  évidente  pour  nne . 
équation  du  premier  degré;  donc  elle  est  vnûe  pour  une  équa- . 
tipn  du  second  ;  puis  pour  une  du  trotoième,  etc. 

UoiUe  du  nombre  de  racines  uégalivcs. 

5i50.  Si,  dans  réquation  ;,ur)=:U,  on  remplacer;  par — 
:      on  oiiticnt  une  équation  nouve^o  :  •  ' 

dans  laquelle  les  termes  de  degré  pair  ont  conservé  leur  signe, 
tandis  que  ceux  de  degré  impair  en  ont  changé.  Les  racines  de- 
réquation  [1]  sont  évklemmeni  égales  et  de  signes  contraires 
'  à  celles  ^e -la  proposée  :.  cor  il  est  évident  que ,  si  a; ss«  satisfait 
à  f  équation  <^{x)  =  0 ,  on  aura 

ce  qui  peut  s'écrire 

=  0, 

el ,  par  suite ,  (—  «)  est  racine  de  [1]. 

-  •         Les  racines  négatives  de  réqualioii  proposée  seront  donc  en 
même  nombre  que  les  racines  positives  4^  t'l>  suite,  le 
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aembredes  variations  de  1  équation  [1]  est  une  limite  snpériaurè* 
àu  nombre  des  racines  négatives  de  la  proposée. 

55t.  Remahoi  k.  Si,  en  a|>j)liquant  les  rèj^les  piécédeates,  on 
trouve  que  le  nombre  des  racines  positives  d  une  équation  de 
degré  ?/?  ne  peut  surpasser  ^  ,  et  que  celui  des  radnes  négati- 
ves ne  peut  surpasser  V ,  sii'on  a 

on  en  ronelura  évidemment  que  Féquation  n'a  pas  toutes  tes  * 
.  racines  réelles. 

Cette  rè^^e  conduit  à  plusieurs  théorèmes  que  nous  supfvi- 
mons ici  comme  complètement  inutiles.  L'application  môme  de 
la  règle,  quiestti'ès-facile  dans  chacjue  cas  parliculier,  fournii*a 
précisément  les  mêmes  résultais  que  les  Ihéûrèuies  que  l'on 
peut  eu  déduire. 

AÉSUMÉ. 

• 

546.  Si  «ne  fonction  est  croissante,  sa  dérivée  «t  positive;  si  elle  «tk  éé-  ' 
croissante,  sa  dérivée  est  négative.  —347.  Si  s'annule  pour  œssa 
?  (a  —  M  est  de  signe  contraire  à  la  dérivée  a— A),  et  ç.  (a  est 
de  même  signe  que  f  (a+*).— «48.  Entre  deùt  radues  réelles  d'uoe 
équation  sa  trouve  toujours  «ne  racine  réelle  del^  dérivés.*— TMo- 
réme  de  Descartes.  —  3»0.  Limite  d^  ilpm^  (te  mojati  péntiv«»  — 
'         Cas  où  l'w  peut  alBrmarqa'il  y  a  déracines  iMglnai^ 

I.  Si  on  a  une  équation 

quel'on  multiplie  les  termes  para,  a-f  a-f  2^;,  ..,a-\-m6, 
a  et  b  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  on  t'oFmera  une- 
équation  nouvelle  qui  aura  nécessairement  une  racine  OOmprfsé 
entre  deux  racines  consécutives  quelconques  de  la  proposée, 
excepté  entre  la  plus. petite  racine  posiUve  et  la  plus  petite  eta 
valeur  absolue  des  racines  négatives.  (S'il  manque  éas 
dans  l'équation,  U  tet  les  écrive  ea  leur  donnant  0  pour  iMT* 
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n.  ftéf(«ls=:0e8tiiii6^<iMion  algébrique  qui  mànMe  de» 
nrâies  poritives  et  négatiires,  l'éipiii^Mm 

admettra  nécemlremeiit  deux  racines  comprité»  entre  la  pliu» 
"  petite  racine  poBiljve  el  Jii  pUi9  grande  négative  de  la  proposée. 

in.  Si,  dans  one  équation,  il  manque  un  terme  entre  deux 

de  môme  si^ne ,  l'équation  admet  nécessairement  des  racines 

-  imasrinaires.  Kn  imillipliant  une  équation  par  un  l)inome  x — «, 
on  peut  toujours  l'aire  disparaître  un  tenue  0.  Conclure  de  la 
remarque  précédente  que  si  I  équation  i)roposée  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  si  A,  B,  C ,  I)  désifiçnenl  quatre  coellicierils  cons>é- 
cutifs,       AC  el  O  —  DB  doivent  être  de  mêmes  sigiies. 


». 
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CHAPITRE  XXIX. 

RACINES  COllMENBUlunES. 


r>o2.  On  (HMil  (iblt  nir  par  dt-s  essais  réguliers  et  fort  simples 
les  racines  conmicnsurabies  ci  une  équation  à  cocfiiciepts  cout- 
mensiiraMes. 

Kous  commencerons  par  montrer  que  cette  rechcrclie  se  ra-- . 
mène  à  celle  des  racioes  entières,  et  pour  cela  nous  établIrolMt  . 
le  Ihéorènie  suivant. 

TBioBBME.  L'ne  équation  de  la  forme  •  .  , 

■ 

dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité,  et  éUuU  les  autres 
e&efficients  sont  entiers,  n$  peut  adoir  de  foctne  eommenstimblé 
praetUmnaire. 

Si,  en  effet,  |  est  racine  de   l'équaliou  [l] ,  on  doit 
avoir 

®"+A.(5)'"'  +  .-  +  A.=0;         •  ••■ 
d'où  l'on  déduit^  en  multij^iant  tous  tes  termes  par 

ou  (A,a— *  +  Âto'^«i»+ ...  +A«*^). 

Si  Ton  suppose,  ce  qui  évidemment  est  permis,  que  la  frac- 
tion ^  ail  été  réduite  à  8a  plus  simple  expression,  a  et  6  sont 

premiers  entre  eux,  la  fraclitui  y  est  par  conséquent  irréduc- 
tiMe  et  tie*p(ntf  être  égak  k  un  nombre  entier,  il  est  donc  im* 
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pottfhte  qa*«tfB  soit  égale  au  weond  membre,  dont  tons  les 
fermes  sont  entiers,  et  par  conséquent  il  est  impossible  que 

l'équation  [i]  admette  une  racine  de  la  forme  ^.  Les  seules 

racines  comroensurables  qu  elle  puissse  avoir  sont  donc  en- 
tières. 

5tf5.  Une  équalion  à  coefficients  entiers  étant  donnée,  le 
théorème  précédent  permet  de  la  transformer  de  manière  que 
toutes  les  racines  commensurables  defiennent  entières. 

Soît,  en  cITet,  l'équation 

Aa?*+ Aia?^»  + ... + A« = 0, 

dans  laquelh^  on  ptMil  supposer  que  A,  Ai,  ...  A„  soient  des 
nombres  entiers,  car  il  est  toujours  facile  de  clinsscr  los  d(^no- 
minateurs  en  multipliant  tous  les  termes  par  leur  plus  petit 

multiple  commun.  Posons  â?  =  ^ ,  y  étant  une  nouvelle  incon- 

nué  qui ,  évidemment ,  devra  satisfaire  à  l'équation 

ou,  en  multif^ant  les  depx  membres  par  A"*-<, 

îf- +  Aiy"»-'' +  Aiày"»-*  + ... -I- A«A— *  =  0, 

équation  dont  les  cocflicients  sont  entiers  et  dont  le  premier 
terme  f/*"  a  pour  coefficient  1  unité;  les  valeurs  commensurahles 
-    de  y  sont  donc  toutes  entières.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'elles 
correspondent  aux  valeurs  commensurable^  do  a:,  car  la  rela^ 

tionâ?s:^,  prouve  que  m  étant  commensuralile»  O  en.est  dé 
même  de  y. 

Si  nous  pouvons  obtenir  les  ncines  entières  de  l'éqmAkm  en 
y ,  d'après  ce  qui  précède ,  nous  aurons  toutes  les  radnm  4Bom-' 
me&surables  dé  Véquation  en  Xs 

Recherche  des  racines  eolières. 

5154.  Nous  avons  vu  comment  la  recherche  des  racines  com- 
inensurables  {)eut  se  ramener  à  celle  des  racines  entières.  Il 

30 
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nous  reste  donc  h  montrer  comment  on  peut  obtenir  lesracifMt* 
entières  d  une  équation  à  coelticieulb  entiers. 
Soit  l'équation 

[1]  +A,a?^*  +  A,a^+...  +  A«  =  Ô, 

et  a  une  de  ses  racines  entières,  le  premier  mend)re  doit  èlrc 
divisible  par  x  —  »,  représentons  le  quotient  qui  est  un  poly- 
nôme du  degré  m    1  par 

P,,  P, ...  P.»_t  étant  évidemment  des  nombres  entiers,  car  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  :r — a  ayant  pour  coeffîdent  l'unité,  la 
division  ne  peut  introduire  aucun  dénominateur. 

En  éohvant  que  le  dividende  «st  le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient,  on  aura  identiqueiiient 

[2]  ix  —  oi)(x-»-*  +  Pia:"»-*  +   .  +  P..-s^  +  P«^)  =  X-  +  A^«"»-» 

+  A»ar-«+ ... + +  A.. 

En  effectuant  lea  opérationii  indiquées  dans  la  ptomier  mem- 
bre, et  ég^alant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  il 

vient 

[3]  —  P„.-ia  =  A„ , 

P^--P^=ïA^, 

P— t— P||^«=A|«Hl, 

P,-P,«rstA,, 
P»-«=A,. 

Tmit  les  Bomlra  qui  figurent  dans  ces  fonimles  étant  entiers, 

la  première  équation  prouve  que  a  doit  être  un  des  diviseurs 

de  A«,  et  que  le  quotient  '-^  est  égal  à  — P.,^. 

La  seconde  équation  peut  s'écrire 

-P^«  =  A^-P^=A^+^; 

« 

eHe  prouve  que  «  doit  être  un  diviseur  de  la  somme  +  ^ 
et  que  Je  quôlient  est  —  P^^t- 
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La  troisième  équatton  peut  ft'éorin 

-  =r  A«_.-  P«_,=   — 1. 

Elle  piuuvc  que  2  doit  être  un  diviseur  de  la  somme 

Àm^  H  ^1  9  c'est-&-dire  de  la  somme  bbtenae  en  ajou- 
tant A,»_s  au  quotient  précédent,  et  que  le  quotient  est  — 

Oa  peut  continuer  ainsi  jusqu'il  la  dernière  équation ,  qui 
prouvera  que  le  dernier  quotient  ^Pi,  augmenté  deÂi  doit 
être  divisible  par  a  et  donner  pour  quotient  — 1. 

Ces  oQnditioniB  sont  nécessiires  et  suffisantes  pour  que  « 
soit  racine  ;  car  si  elles  sont  remplies  ^  on  pourra  trouTor  des 
nombres  Pt,  P«, qm  rendent  identiques  les  équa- 
tions [3] ,  et ,  par  suite ,  le  premier  membre  de  la  proposée  sera 
dÎTlsiblc  par  a?  «. 

On  peut  remarquer  que  les  opérations  à  l'aide  desquelles  on 
s'assure  qu'un  nombre  a  est  rncine,  font  connaître  les  coeffi- 
cients du  quotient  de  la  division  du  premier  membre  par  a>~ot. 
Ces  cocfficienls  P„,,  P,n-i.  ...  sont  égaux,  en  end,  aux  quotients 
changés  de  signes  des  di/Térentes  divisions  dont  la  réussite  est 
nécessaire  pour  que  le  nombre  «  ne  soit  pas  rejeté. 

En  résumé,  pour  trouver  les  racines  commensuraMéS  d'une 
équation  telle  que  [1],  im  èberdiera  d'abord  les  diviseurs  loi* 
tiers,  posHifoounégaÛft,  du  dernier  terme:  eux  seuls  peuvent 
être  racines.  Pour,  essayer  l'un  de  ces  diviseurs  «,  on  di^fm  Je 
derutor  terme  A«.  par  « ,  et  l'on  ajoutera  au  quotienlle  eoeficleal 
Ato^i  :  la  somme  devra  être  divisible  par  «.  On  formera  le  qu<^ 
tient;  on  y  ajoutera  A«^,  :  la  somme  devra  encore  être  divisible 
par  a;  et  en  continuant  ainsi,  on  devra  trouver  un  dernier  quo- 
tient qui,  ajouté  au coeûicient  du  second  terme,  donne  pour 
somme  —  a. 

3tS5.  On  peut  diminuier  le  nombre  des  essais  à  ûdre  par  la 
remarque  suivante  : 
Si  «  est  une  racine  de  l'équation 

UJ  «"  +  A|a?"^*+...A.=0, 

le  pr^er  membre  de  cette  équation eet  divisible  par      «,  el 
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les  coeffidehts  da  quotient  sont  tons  entiers,  ainsi  qn*on  Fa  és- 
posé  phis  haut.  Si  donc  on  attribue  à  x  une  valeur  entière  quel- 
conque, la.Taleor  numérique  du  premier  membre  de  [i]  sera 
divisible  par  la  valeur  numérique  de  x — «.  Les  valeurs  les  plus 

simples  que  l'on  puisse  attribuer  à  x  sont  1  cl  —  1.  En  noniinanl 
Q  et  Qi  les  valeurs  correspondantes  du  pi  cniier  membre  de  [1], 
on  ne  devra  essayera  que  si  Q  est  divisible  par  1  —  a,  et  Ui  par 
—  1  —  a  ou,  en  chaugcant  le  signe,  par  1  +  a. 


Applieatton  de  la  méthode  précédente. 


3t>G.  Voici  la  manièi  e  la  plus  avantageuse  de  disposer  les 
calculs  : 


P.  P  P  P 

J'écris  sur  une  ligne  borizontale  les  coefficients  de  Téquation 
proposée,  et  dans  une  colonne,  à  droite,  le  diviseur  à  essayer  at. 
Sur  la  même  ligne  que  «,  et  en  allant  de  droite  à  ^iaiu  lu\  j'écris 
au-dessous  de  A„,  A„_i  les  quotients  changes  de  signe  1\ 
P«_i... ,  calculés  comme  il  a  été  dit  (354).  Si  tous  ces  quotients 
sont  entiers,  cl  si,  en  outre,  le  nombre  écrit  sous  Ai  est  -|- 1,  « 
est  racine,  et  Pi.Pt P«,.i  sont  les  coefficients  -de  l'équation 
débarrassée  de  la  racine  a.  Il  n*y  aura  donc  plus  alors  qu*à 
opérer  sur  cette  seconde  ligne  comme  sur  la  première.  Si  quel- 
quesmiiesdea  divisions  ne  peuvent  se  faire,  on  passera  à  un  autre 
divisear» 

/(x)  =    —     — -f  eèa? — 60. 


—   2,    —  19,   +  68,  —60 
1,  0,    -  19,  +30 

1  .  2,    — 1* 


1'  ±Jl 

+  1 


2  raeine 

2  racine 

3  racine 

—  5 


60  adiiiot  24  diMseuis;  mais  la  marche  même  du  calcul  en 
exclut  un  grand  nombre. 


RACINES  COMMENSURABLES.  iG9 

Je  commence  par  essayer  +  1  cl  —  1  ,  on  les  siibsliliianl  di- 
rectemcnl  à  la  place  de  x  :  aucun  d  eux  n  esl  racine;  mais  ce 
premier  calcul  m  apprend  que /'(!)=—  12  el  que  /■  — l  j  =— 144. 
Dès  lors  je  ne  dois,  parmi  les  diviseurs  posilifs,  essayer  que 
ceux  qui  diminués  de  1  di>isenl  12,  el  qui  augmentés  de  I 
divisent  144  ;  el  parmi  les  di\iseurs  né^^^ti|■s,  ceux  dont  la  valeur 
absolue,  augmentée  de  1  divise  12,  et  diminuée  de  1  divise  144. 

Le  diviseur  2  satisfaisant  i\  ces  conditions,  je  l'essaye  :  je 
trouve  que  2  esl  racine,  et  que  I  cMiuation,  débarrassée  de  celle 
racine,  esl 

I0.r +  30  =  0. 

Comme  2  divise  30,  je  l'essaye  de  nouveau,  et  je  continue  de  . 
la  môme  manière,  en  n'opérant  (|ue  sur  les  diviseurs  qui  satis- 
font nux  conditions  précédentes,  el  qui  en  oulre  divisent  le 
terme  tout  comm  de  la  dernière  équation  simplifiée. 

J'out  Cidcul  fait,  on  trouve  que  l'équation  proposée  a  pour  ra- 
cines 2,  2,  3,  — 5 ,  et  que  son  premier  membre  est  égal  à 

(X  — 2)»(x  — 3).r  +  5). 

RÉSUMÉ. 

332.  Si  le  premier  terme  d^me  équation  a  pour  cocfTicient  l'unilé,  e(  que 
les  autres  coefTicienls  soient  entiers,  les  racines  commensurables sont  tou- 
tes entières.  —  385.  Le  théorème  précédent  permet  de  transformer  une 
équation  à  coefficienls  rationnels  en  une  autre  dont  les  racines  soient 
entières. — 5o4.  Recherche  des  racines  entières.  —  3i$i>.  Théorème 
qui  permet  de  diminuer  le  nombre  des  essais.  —  386.  Application  de  la 
méthode  à  un  exemple. 

EXERCICKS. 

I.  Chercher  les  racines  commensurables  d'une  équation  sans 
les  ramener  préalablement  à  être  entières.  Montrer  qu'en  dési- 
gnant [>ar  ^  une  pareille  racine  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion, n  doit  être  diviseur  du  dernier  terme,  et  b  diviseur  du 
coefficient  du  premier  terme.  Chercher  par  quels  essais  analo- 
gues à  ceux  qui  ont  été  indiqués  pour  les  racines  entières,  on 

peut  vérifier  que  ^  est  racine. 
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il.  Ciiardier  si  l'équation  .    .  ' 

•  •  ■ 

(a  +  6  +  ab)a^  +  ab[a  +  6  +  \)x^al^^<^bxzO 
admet  dm  mdOM  espriméos  ràtiomielteffleiit  e&  a  et  6. 

UL  Si  uae  équation  du  troisième  degré  n'admet  pas  de  ra- 
cines oo0imeDsunible8,  elle  n'admet  pas  de  racines  multiples. 

IV.  Le  théorème  précédent  s'applique  à  une  équation  du  cin- 
quième degré,  et  ne  s'applique  pas  à  une  équation  du  quatrième. 
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NOTIONS  SUR  LA  THÉOAIfi  DES  DlCFÉEfiNCES. 


3tt7.  SiroD  ecmidèr»      suite  dénombres  qui  ieiucoèdent 

suivant  une  loi  quelconifue,  les  différences  obtenues  en  relmn' 
chant  chacun  d'eux  de  ceUii  qui  le  suit,  forment  une  nouvelle 
suite  dont  les  termes  se  uumiueut  les  différênces  des  ternidS  de 
la  première. 
Ainsi,  la  suite  pcoposôe  étant  représentée  par 

[1]  î/o,  yi,  !/«,  yi...  y«; 

la  suite  des  dilDérences  sera 

[2]         yi  — yo,  f/t— yi,  2/8— y« ...  î/«  — 

Vi — Vo  est  la  ditjérencc  de  yo,  y%  — yi ,  la  dilTérence  de  yi,  y» — 
la  dilTérence  de  y^i.  Pour  former  la  dillérence  de  y^  il  feudlrait , 
connaître  un  terme  de  plus  dans  la  suite  [l]. 

Pour  désignei*  les  différences  on  se  sert  souvent  du  signe  A. 

Ain^,  désigne  la  diflTérehce  Vh^-^yu.  D*après  cette  noiar 
tion  les  termes  de  la  suite 

.     yi»  yi   yn  »^ 
siuroat  pour  différences 

5tf8.  Une  suite  qudconque  de  nombres  étant  donnée,  leurs 
différeaoe»  iionttent  une  nouvelle  suite  ayant  lui  terme  de  moins 
que  la  première.  L*on  peut  opérer  sur  cette  suite  comme  sur 
celle  qvd  lui  a  dooné  naissance  et  forMr  des  dUltreBoes  des 
différenees,  qufe  Ton  nomme  des  différences  secondes.  On  les  * 
désigne  par  le  signe  A'.  *  ' 

Âinsi,,étaui  donnée  la  suite 

ftitfit  9*  •••y»» 
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les  difrérences  premières  seront  désignées,  par 

A^»  Ayt,  Âjfi ... 
et  les  différences  secondes 

m 

le  seront  par         AVo»  àSfu  ^V«-»* 

Celle  nouvelle  série  avaiil  évitlemmenl  un  lerme  de  moins 
que  la  précédente,  et*  par  suite,  deux  termes  de  moins  que  la 
proposée. 

Stf8.  Si  l'on  opère  sur  la  suite  des  différences  secondes 
comme  on  l'a  ûdt  sur  la  suite  proposée,  on  formera  les  diffé*  ' 
rences  des  difiérences  secondes  que  l'on  nomme  des  différences 

troisièmes  et  que  Ton  désigne  par  le  sigue  À'. 
Ainsi,  les  différences 

se  désignent  par        Â'yo,  A'yj  ... 

On  conçoit  que  Ton  peut  continuer  ainsi  indéfiniment  et  for- 
mer les  différences  quatrièmes,  cinquièmes,  etc.,  qui  se  dési-* 
gneront  par  les  aignes  À\  AK..  le  nombre  de  ces  différence» 
n'étant  limité  que  par  celui  des  termes  de  la  suite  proposée..  ' 
Ainsi»  deux  termes  ne  donnent  lieu  qu'à  une  différence  pre- 
mière, et  il  n'y  a  pas  lien  de  considérer  leur  différence  seconde. 
Trois  termes  donnent  lieu  à  deux  différences  premières  et  è  une  < 
différence  seconde,  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  diffé-» 
rence  Iroisièuie.  En  général,  m  termes  donnent  lieu  à  ;«  —  1 
dilTcrenccs  premières,  à  m — 2  différences  secondes...  à  une  dit- 
férence  m  —  1™%  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  diiïé- 
rence  m'^\  Si  une  suite  est  illimitée  on  peut  4X>nsidércr  des 
différences  d'un  ordre. illimité. 

Uiige  dsi  difljSrencet  pour  la  fomatlOB  ëei  carrés  el  dss  cnbei. 

560.  Nous  commencerons  par  montrer  par  deux  exemples 
Simples  de  quelle  utilité  peut  être  la  considération  des  diffé-* 
rences. 

Considérons  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels  ; 
[1]        1,  4,  9,  16,  26,  36,  4Q,  64,  81,  100 
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les  différeoces  premières  sont  : 

[2]        3,  5,  7,   0,  11,  13,  15,  17.  19 

'  elles  différences  secondes 

L3J        2,  2,  2.    2.   2,   2,   2,   2  .... 

sont  toutes  égales  entre  elles.  lA  démonstration  de  ce  fait  est 
'tellement  simple  que  nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  de 
lu  donner  ici. 

D'après  celte  remarque,  si  l'on  voulait  former  la  table  des 
carnés  des  nomUres  uulurels  on  commencerait  par  éciire  la 
suite  [2]. 

[2]  3,  5,  7,    y,  11,  13,  15  

puis  le  premier  terme  de  la  suite  des  carrés,  qui  est  1,  et  il  est  ^ 
évident  que  chaque  carré  s'obtiendrait  du  précédent  en  ^u* 
tant  le  terme  correspondant  de  cette  suite  [2]. 
Ainsi,  on  dirait  3  et  1 ,  4.  i  et  5, 9.  9  et  7, 16,  etc. 

361 .  Si  nous  considérons  la  suite  des  cubes 

[1]  I,    8,  27,  64,  125,  216,  343,  512,  729, 

les  différences  premières  sont  : 

[2]         7,  19,  37,  61,    9J,  127,  169^  217, 
les  différences  secondes  :  .  . 

* 

.  [3]        12,  18,  24,  30,   36,   42,  48, 
étales  différences  troisièmes 

[4l        6,  6,  6,  6,    6,  6, 
sont  eottstanies  et  é^^es  à  6.  Cette  loi  est  général».  £n  effet ,  . 

■•à 

fuatre  cubés  consécutifs  sont 

a\  (a+lA  (a  +  2/,  (a  +  3A 
les  différences  premières  sont  * 
/    3ft*+3a+l,   3(a+l/+3(a+l)+l,   3(a+2/+3(o+2)+l , 
■  «t  ift  diflëreiices  secondes  . 
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e'est-à-dîre  eu  réduisant 

et  la  différence  do  ces  deux  expressioub,  c'est-à-dire  ia  ditf'é- 
rence  troisième,  est  évidemment  6... 

D'après  cela,  pour  formerVm  tal)leau  des  cubes,  on  formerait 
successivement  les  suites  [4]  [3]  [2]  [1],  chacune  permettant 
d'obtenir  ia  sulTante  par  de  simples  additions.  Ainsi,  ayant 
écrit  la  suite  [3]  sur  une  ligne  yertkale;  on  obtiendrala  suite  [9] 
en  écriranl  son  premier  terme'?,  et  remar^iAnt  que  efaaeun 
des  autres  se.  fonne  du  précédejut  par  Faddition  du  teana.  eor* 
respondant  de  )a  suite  [3] 


12 

7 

18 

19^:124-  7 

24 

37=^18  +  19 

30 

61  24+37 

36 

91=30+61 

42 

127  36+91 

48 

54 

60 

• 

66 

» 

72 

• 

78 

'  Ayant  ainsi  formé  la  suite  [2] ,  c'est-à-dire  les  différences  pre- 
mières des  cubes ,  chaque  cube  pourra  se  déduire  du  précédent 

en  iui  ajuulaiit  la  différence  correspondante,  en  sorte  qu  ils  se 
déduiront  tous  du  premier  1 ,  par  de  simples  additions. 

Ainsi,  ajant  écrit  sur  une  ligne  verticale  les  ditîérences  pre- 
njicrcs  obtenues  plus  haut,  ou  formera  la  série  des  cubes  ooouue 
l'indique  le  tableau  suivant. 


7 

1 

19 

8=  7+  1 

37 

27=19+  8 

61 

64=37+  27 

91 

125  =  61  4-  04 

127 

216  =  91  +  120 

ete. 

• 

etc 

• 
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Le  tableau  suivant  résume  les  réfuMuta  què  oous^  vettan» 
U'gbteiur. 


Gdm* 

I)UT£RE.>CES 

2""\ 

DIFFERENCES 

1  ' 

7 

Ma 

ê 

8  ' 

19 

18 

6 

27 

37 

24 

6 

64 

Gl 

30 

6 

125 

91 

36 

216 

127 

343 

« 

11  est  clair  que ,  dans  la  formation  de  ce  tableau ,  on  devia 
commencer  par  écrire  la  colonne  de  droite,  pour  en  déduire  les 
suivantes,  au  moyeu  de  leurs  premiers  termes,  par  de  simples 
ndditions. 

Uifférence^  des  polyaoïuef^ 

Mft.  Nous  avons  reconnu  (560)  que  la  suite  des  carrés  des 
nombres  naturels  a  ses  différences  secondes,  et  la  suite  des 
cubes  ses  dilïéreiices  troisièmes  égales  à  une  constante.  Cette 
proposition  s  étend  aux  différences  quatrièmes  »le  la  suite  des 
quatrièmes  puissances,  aux  dirterences  cinquièmes  de  la  suite 
des  cinquièmes  puissances,  etc.  Mais,  sans  nous  airèler  à  ces 
propositions»  nous  démontrerons  le  Uiéorôme  suivant,  dont  elias 
sont  évidemment  des  cas  particuliers. 

TUÈcAiÈiiK.  Si ,  dmum pobjnmê  at  de  degré  m,  on  substitue 
une  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique ^  les  différences 
vdT"  des  résultats  obtemis  sont  constçinles. 

Soit,  eu  elTel,  le  polyuome 

Supposons  que  l'on  substitue  à  x  les  valeurs  successives 

désignons  par        yo,  yt,  y%y  y».** 

les  valeurs  correspondantes  de  y.  Toutes  ces  valeurs  sont  évidem  - 
ment  des  polynômes  de  degré  m  en  a:o,  dont  les  coefficients  dé- 
jpMideot  de  A.  De  filust  il  ^  dair  <p«»«  pour  passer  de  l'une 
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d  elles  à  la  sufrante ,  il  suffit  d'y  chaiijîer  x^ert  x^-\-h.  Ort  a  en 
effet,  en  considérant  deux  valeurs  consécutives  de  y  ,  y,  et  y^i, 

yrn  =  F[aro  +  (p  +  l}/*]. 

Or,  il  est  évident  que  sbq'\^Ip  -[-  i)A  peut  se  déduire  de  ar«  ' 

-en  y  changeant    en    4- ^*  '      .  * 

'  Cela  posé,  les  différences  (Hremières 

sont  des  polynômes  du  degré  {m — Ij  en  Xo,  dont  les  coeflicients 
dépcmlent  de  A.  On  a,  en  effet , 

Ay.=y.-yo  =  F(x„  +  A)-F(x«)=?W*+F"(j:o)  ^^-h 

Or  on  sait  que  V'{X()  est  un  polynôme  de  dejjré  {m  —  1), 
F''(.ro)  un  pohnoinc  de  degré —  2;,  etc.;  la  proposition  est  donc 
(léiiionli  tV  pour  Ayo-  H  en  résulte  qu'elle  est  vraie  pour  les  diffé- 
rences suivantes,  Ayi,  Ay,,  ...  :  car  chacune  d'elles  se  déduit  évi- 
demment de  la  précédente  en  changeant  en  ;£o-|- A,  ce  qui 
ne  change  pas  son  degré  par  rapport  à  x^, 

La  série 

P}  Ayo,  Ayi,  a..,  Ay„... 

poarrait  donc  s'obtenir  en  substituant  successivenient  à  » ,  dans 
un  certain  polynôme  de  degré  (m—  1) ,  les  iraleurs  o^,  V*-)- A—  » 
Si  donc  nous  appliipions  à  cette  suite  ce  qui  a  été  dit  de  la 
suite 

yo  »  yi  »  •  •  •  »  y« 

déduite  de  la  même  manière  d'un  polynôme  de  degré  v\ ,  nous 
verrons  que  les  différences  des  termes  de  la  série  ^] ,  c*e8t-à*dlre 

P]  A'yo,  AVi,  AV. 

«ont  des  polynômes  de  degré  (»2— 2)  en  jPo ,  et  que  chacun  se  dé- 
duit du  préci'denl  en  y  changeant  .r„  en  Xn-\-h\  en  sorte  qu'ils 
peuvent  tons  se  déduire  d  un  même  polynôme  en  y  changc<inl 
X en      xc^-{-  h  ,  .To -\-^h,  ... 

Si  nous  appliquons  à  la  suite  des  diiîérences  secondes  le  Ihéo- 
cème  dont  nousfivoBA  d^  deux  fois  fait  usage,  nous  verrons 
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que  Im  dHléréiices  des  termes  delà  série  [3] ,  c'estrè-dlre 

sont  des  polyDomes  de  degré  (ta— 3}  en  x%, 

VA  en  continuant  de  la  mOme  tnnniëre,  nous  verrons  que  les 
différences  quatrièmes  sont  des  polynômes  de  degré  m — 4,  les 
diflérences  cinquièmes  de  degré  m~5,...  et  enfin  les  différences 
m*"**  de  degré  0,  c'est-à-dire  indépendantes  de  x^^  ce  qui  pix>uve 
le  théorème  énoncé*  :  car  pour  obtenir  chacune  de  ces  différen* 
ces ,  on  doit  changer,  dans  la  précédimte ,  x^cn  xo-}-h,  ei  elles 
sonl,  par  conséquent,  constantes  quand  elles  ne  contiennent . 
pas  aro. 

Fil  revonanl  sur  les  dt'lails  de  la  déiiioubtralion  précé- 
denle ,  on  peu^  faire  plusieurs  remarques  utiles. 

Remarque  I.  On  a  trouvé  la  formuTc 

On  voit  que  rarcroisscment  h  est  facteur  dans  le  second  mem- 
bre, el  qu'il  le  sera  encore  si  l'on  remplace  x  par  a;o  +  ^i 
â7e+^>  pour  former  les  diûércuces 

ensorleque  toutes  les  diiïéreoces  premières  contiennent. en  fac- 
teur l'uccroi&semcnt  A. 

'  RmaQUB  n.  Il  est  évident  que  si  le  polynôme  proposé  ren- 
fiermaii.ft  en  facteur,  ce  facteur  se  retrouverait  dans  les  dérivées 
successives  F'(xo) ,  PCx») ...  ¥*"M,  et ,  par  suite,  tous  les  termes 
de  la  difTérence  contiendraient,  non  pins  seulement  /i,  mais  /r 
en  faclem*.  Il  n^siiHe  de  là  que  la  dillérence  première  étant  un 
polyiiouie  (jui  coulieiil  h  en  facteur,  la  différence  seconde  con- 
tiendra h*  en  fadeur  à  tous  les  termes.  La  formule  [1]  prouve, 
en  général,  que  si  un  polynôme  V(x)  contient  en  facteur  une 
puissance  de  /t,  sa  difTérence  contiendra  à  tous  les  termes  le 
facteur  et  il  résulte  de  \h  que  les  différences  des  diâé^ 
renées  secondes,  c'est-à-dire  les  dpârences  trœsièmee;  ODirtieil- 
dnml.  le  kcteur  i^,  les  différencès  qoBtfièiiM»  le  fiictew  ilNit 
^Bsi'  de  suite* 
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On  voit  que  si  1  îiccroissemenl  h  décroil  de  plus  en  plus,  les 
difTércnces  di  croîtront  suivant  une  loi  d'autant  plus  rapide  que 
leur,  ordre  sera  plus  élevé. 

lUiUKQinini.  L'expression  générale  de  ^0 

est,  comme  nous  l'avons  dit,  un  polynôme  que  Ton  peut  ordon- 
ner suivant  les  puissances  de  Si  kxf*  réprésente  le  premier 
terme  de  V{x),  il  est  facile  de  voir  que  le  premier  terme  de  Ly^ 

sera  m^x^r-^h,  et  que,  par  suite,  Ay©,  A?/,,  A?/i...,  s'obtiendront 
en  î^ubsliluant  à  x  les  valeurs  x^,  j-o  -f  ^^  -^'o  4-  2//... ,  daus  un  po- 
lynôme dont  le  premier  terme  est  m/i\x'*^K  En  appliquant  à  ce 
polynôme  le  résultat  trouvé  pour  ¥{x),  on  verra  que  les  diffé- 
rences premières  de  ce  polynôme,  c'est-à-dire  les  dilîérences 
secondes  de  F(x)  peuvent  s'obtenir  en  substituant  à  x  les  va- 
leurs +h...,  dans  un  polynôme  dont  le  premier  terme 
est  »i(m — 1)AÀ*«*"*.  On  verra  de  même  que  le  premier  terme 
du  polynôme  qui  donnerait  les  différences  troisièmés  est 
«(m— IXm— 9)A%*-*.  Enfin,  la  différence  nf^  qui  se  réduit 
àun  saullerme  pitisqii'elle  est  indépendante  de est 

—  1)  (m  —  2)  (m  —  3) ... 

ApplictUon  )i  an  extmile* 

504.  Si  uous  considérons  le  polynôme  du  troisième  degré 
[1]         y  =  x^+px*-jrqx  +  p, 
on  trouvera  sans  peine      .  . 

[3]       AV  =  6.r  A«  +  6h'  +  2ph\ 

el  ponr  obtenir  les  valeurs  de  A^o,  ^yu  Ay.  .  .  A^»,  A^i ilsuf- 
Hn  de  remplacer  dans  le  second  meinbrc  des  formules  [2] 
et  [3]  X  par  j-fl,  x„-\-h,  etc. 

Si  l'on  voulait  former  les  valeurs  numériques  de  la  fonc- 
tion y  et  de  ses  différences,  il  faudrait  procéder  comme  on  ïà 
indiqué  pour  former  le  tldUeaa  des  cubes. 


> 
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Prenons  pour  exemple 

et  formons  les  valeurs  que  prend  ce  polynôme  pour  des  valeurs 
•    'entières  de  la  variable.  Si  l'on  fait  suacssivemenl  x=.  —  1, 
a:  =  0,  on  trouve  pour  \aleurs  correspondantes  de  y, 

y  =  — 13,  y  =  —  1,  y=  l,  dont  les  difléronces  sont  12  cl  2,  la 
différence  seconde  est  —  10.  Quant  à  la  différence  troisième 
de  y,  on  sait  qu'elle  est  égale  à  6.  On  disposera  ces  résultats 
de  la  manière  suivante  :  ' 


y 

6 

(i 

—  13 

12 

—  10 

(i 

0 

—  1 

2 

6 

+1 

+  1 

• 

u 

6 

et  loo  remplira  ensuite  les  différentes  colonnes  en  nanar* 
«{Haut  (pie  chaque  terme  de  l'une  d  elles  (la  pcemièrc  colonne 
encepîée)  est  égal  à  oekii  qui  est  au-de8SUi«  augmenlé^du  tenue 
cocrespondantà  ce  dernier  dans  la  colonne  placée  à  sa  droite. 
Cette  remarque  permet  évidemment  de  prolonger  les  colonnes 
dans  les  deux  sens,  on  trouve  ainsi 


X 

.  y 

—  5 

—  281 

112 

—  34 

6 

—  4 

—  169 

78 

—  28 

6 

—  3 

—  91 

50 

—22 

6 

—  2 

—  41 

28 

—  16 

6 

—  1 

—  13 

12 

—  10 

6 

0 

—  1 

2 

—  4 

6 

1 

+  1 

—2 

+  2 

6 

9 

1 

0 

+  8 

6 

3 

—  l 

8 

+14 

4 

+  7 

5 

+  39 

Remaroce.  On  voit,  par  l'exemple  précédent,  que,  pour 
calculer  les  valeurs  d'un  polynôme  du  troisième  degré  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  entières  de  k  variable ,  ii  suffît  de 
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ooliRRttre  eelles  qui  correspondent  à*  trois  notnbres  entiers  éoor 

sécntifs  — I,  0 ,  ;  en  se  fondant  sur  ce  que  la  difTorcnce  troi- 
sième est  constante,  il  est  très-facile  d  oLtenir,  par  de  simpJes 
additions,  les  valeurs  siii\antes. 

Si  le  poix  nome  proposé  élail  du  quatrième  degré,  la  diflércnce 
quatrième  serait  constante,  et  pour  former  la  série  de  sesvaleurs, 
il  suffirait  de  connaître  quatre  valeurs  consécutives  11  en  faudrait 
cinq  pour  un  polynôme  du  cinquième  degré,  et  ainsi  de  suite. 

Sur  la  manière  de  Tormer  les  lal>les  numériques. 

Mi.  La  considération  des  différences  est  fort  utile  dans  la- 

• 

construction  des  tables  de  toute  espèce.  Il  arrive,  en  effet,  pres- 
que toujours  que,  dans  une  série  de  nombres  résultant  d'une 
loi  régulière  et  suffisamment  rapprochés  les  uns  des  autres ,  les 

différences  tendent  de  pbiseli  plus  vers  l'égalité,  à  mesure  que 

Jeur  ordre  s'élève.  En  négligeant  des  quantités  fort  petites,  on 
pourra,  à  partir  d'un  certain  ordre,  leur  supposer,  dans  un  cer- 
tain intervalle,  une  valeur  invariable,  cl  construire  la  table 
comme  s'il  s'agissait  des  valeurs  d'un  polynôme. 

Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  général,  nous  nous 
bornerons  à  le  développer  dans  le  cas  des  tables  de  logariUunes- 

Si  l'on  pose  ys=logp?, 

on  î^ura        =  log  (a;  -[-  A)  —  log  (x)  =  log  (l  +  ^) 

AV=  [log  (x-t-2A)-log  {œ+h}]-[\o^  (•r-\-h)^\og  x] 
=  log  (-C +2/i)  —  2log  (j:  +  /»)  -f  log  X 

=  UH,(.+?^)-«og(.+3 

=  «,og,^---  +  ...j 

=[Iog  («+3A)— îlog  (ar+î*)+lag  {x+h)} 

— Oog(«  +  2A)— aiog(«+*)— log  X] 
=  log(x+3il)— 3log(a;-}-2A)  -f-3log(x-(-A)  —  log.r 

=  logc(?^'-elc.). 
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Si  l'on  suppose,  par  exemple,  a'=lOOOO  el  h=\ ,  il  viendrait 

Ay  =  0,0000  ^3-127276863, 

A'y  =  0,000000004342076, 

y  y  =  0,000000000000868, 
et  si  l'on  ne \ouh\l  avoir  les  résultats  qu'avec  dix  cliinics  dé- 
cimaux ,  on  pourrait  négliger  longtemps  les  différences  du 
quatrième  (udre,  el  procéder  comme  si  la  différence  troisième 
était  constante.  On  formera  donc  successivement  les  colon- 
nes des  différences  troisièmes,  secondes,  premières,  comme 
au  n'  d'où  l'on  déduira  les  logarithmes  des  nombres 

lOOOl,  10002,  10003,  on  partant  de  celui  de  10000  qui  est 
4,000000000000000.  Il  faudra  vérilier  les  résultats  au  moyen 
de  logarillimes  obtenus  direcicment  à  des  intervalles  éloignés. 
La  méthode  des  différences  devra  les  donner  exacts  avec  le 
nombre  des  chiffres  que  I  on  veut  conserver.  Lorsque  le  dernier 
de  ces  chiffres  cessera  d'être  exact,  on  calculera  de  nouveau  à 
priori,  au  moyen  des  formules  (56iî),  les  différences  àtj,  A'y, 
A'y ,  et  l'on  se  servira  de  ces  nouvelles  valeui-s  comme  des  pré- 
cédentes. 

Somiualion  des  suites. 

560.  Lorsque  deux  séries  de  nombres  ont  les  mêmes  différen- 
ces ,  la  différence  des  termes  qui  se  correspondent  dans  Tune  et 
dans  l'autre  est  évidemment  conslanle. 

Cette  remarque  conduit,  comme  nous* allons  le  montrer,  h 
des  conséquences  importantes. 

Considérons  la  somme 

Gomme  étant  le  terme  de  rang  n  —  l  dans  la  suite 
les  différences  de  cette  suite  sont  évidemment 

Si  donc ,  par  un  moyen  (luelconque ,  nous  trouvons  une  autre 
suite  dont  les  différences  soient  égales  à  ces  quantités  données, 
son  leinie  de  rang  «  représentera,  à  une  constante  près,  la 

31 
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aomnie  vt +  V«*NoiMaU(ni8iwUiittre»pii9^^ 
la  sommation  de  qu^kpies  suites. 

Pouri^lus  de  simplicité,  nous  désignerons,  dans  ce  qui  va 
suivre ,  par  2»,  toute  fonction  dont  la  différence  est  égale  à  u. 
Ainsi  en  désignant  uiellnietion  de  x  par  ^^iœ) ,  Tégalité  . 

exprimera 

[-2]      (  F(x  +  /0-F(x)  =  cp(^), 

{  F(j:-f  n/0— F[a:+(n— =  cp[a:+(«— J)//]. 

Toutes  ces  équations  l%]  résultent,  d'ailleurs,  de  la  première, 
si  Ton  suppose  que  celle-ci  aitlieu  pour  une  valeur  quelconque* 
de  (ç,  n  sulBt,  en  e£Get,  d'y  changer  x  en  x+h,  x+th^-,,,^ 
pour  obtenir  les  suivantes.  L'accroissement  A,  attribué  à  9,  êgl 
on  nombre  fixe  dont  on  doit,  dans  chaque  question ,  assigner 
la  valeur  :  nous  le  prmidrôns,  dans  les  paragraphes  suivauts, 
égal  à  1  uuilé. 

Sommes  des  puinances  m**  des  nombres. 
567.  Si ,  dans  la  lormule 

ou  fait  b\x)  =  x"^*  et  A  =  1 ,  on  aura 

{Xi  +  l)^*-^^'^'=im  +  l)x'^  +  ^^^^ 

Les  deux  membres  de  cette  formule  étant  ép^aux,  les  fonction» 
de  X  dont  ils  expriment  les  diûérences,  ne  peuvent  difiérer  que 
par  une  constante ,  et  comme  le  premier  est  la  différence  de 
on  a,  d'après  notre  notation , 

Cette  équation  permettra  de  calculer  2âf*,  si  l'on  connait 

2^"-»,  Ix^,  ...l^,  11. 

OTi  on  a  évidemment     £1  =  ^7  +  ^1 
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€  àéégtumi  une  constante.  D'après  cek,  la  fénnute  '[Ij  don- 
nera, enyfidflantsoceessitenientmss:! ,  2,  3..., 

Oa  cpndul  de  là  (366) 

1  +2  +3  +...+(;r-l}=J-|  +  C, 

l'  +  2'  +  a'  +  ...  +  («-l)'  =  ^-ia;»  +  i'  +  C'. 

,   l-  +  2'  +  3'+....+(«-iy=^-|«'  +  ^--^  +  C",  , 

Pour  (létcnniiier  les  conslanles  qui  (Igurent  dans  les  seconds 
membres  de  ces  Ibrmulcs,  remar(|uons  qu'iU  cioiv^ot  lous  se 
léduif»  à  1»  si  i'oa  lait  « = 2»  on  trouYd  ainsi 

[4]    l»+2'+  ..  +  (^-.i)>=^^^+J  =  îlii^=lir, 

(a?— l)j;(24î--lX3««-3ar— 1.  . 
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SonntHon  4*um  léii*  de  i>roduil9. 
aw.  Goii«idéronQ.]6  produit  ée  n  fadeurs,  • 

y,  =  T(x 4- +  2) ...  (jr  +  «  —  1). 

Si  Ton  augmente  a  d'une  unité ,  ce  produit  devient 
y^i = (a?  + 1)  (a?  +  2) . . .  (»  +  n)  ;  . 
de  sorte  que  1  on  a 

Ay,=:y^>-y«=(*+         2)...(« +»)— a<jr+I) ...(«+«—!) 

==(«)(«  +  1){X  +  î)  . ..  (JB  +  »  —  1). 

On  eu  conclut  d'après  la  noialion  ailoplce  (5GG) 

y,  =  2(n)(«  +       +  2)...(«H-ii—  1), 
et  par  suite  {n)  étant  une  constante»  on  a  évidemment 

d'où  l'on  conclut  (366) 

n  *  n  *  ' 

4- 3 . 4 ... »+ 1  +  a; . (a? -J- +  2). 

Pour  déterminer  C,  nous  renlarQnevonsque,  pour  «ssi,  le 
second  membre  se  réduit  à  et  que  le  premier  se 

réduit  à  1 .2...fi— 1 -f- C,  On  a  donc 

c=o, 

et,  par  suite, 

1.2.,.ai— 1+2.3. . .«+3.4. ..«+!+.. .+(ic)(aî+l)...(«-f»—2> 

 n  • 

Si',  daos  cette  formule ,  nous  supposons  suooesshrement  ii  =  2  » 
nss  3,  As=4,  il  vient  ' 

[I]  1-1-2+3  +  4+.. .+«=-.^i^tl), 

IS]  i.8  +  2.3  +  3.4  +  ...+*-.(«+lJ=:îi^îi±iiiîii'. 

l3]l.»J+»^.4+3.4^+...+«.(*+lX«+«)='^^-""^^— ^ 
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Formules  pour  les  piles  de  boulets. 

SW.  P11.B  TMANGULAms.  PouF  former  nue  pile  de  bouleto 

triangulaire ,  on  dispose  sur  le  sol  une  série  de  boulcis  dont 
les  centres  soient  en  ligne  droite ,  à  côté  de  celte  rangée  on 
en  place  une  seconde  contenant  un  boulet  de  moins,  puis 
une  troisième  contenant  un  boulet  de  moins  que  la  seconde,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  acriyei^im  seul  boulet  quirormc 
le  sommet  du  triangle. 

On  obtient  de  celte  manière  une  tranche  tiiaugubire  for- 
mant la  base  de  la  pile.  Sur  cette  trancbe  on  en  place  une  autre 
dont  le  o6té  contieiit  un  boulet  de  moins  que  celui  de  la  se- 
.  o(mde,  aiiMifidi||liite,  jusqu'à  ce  qu*on  arrive  à  une  tranolie 
composée  d'un  seul  boulet  fcumant  le  sommet  de  la  pyramide^ 

Skn  désigne  knûmbre  de  boulets  contenus  dans  le  dVté  do 
Funodes  Irandies,  il  y  aura,  dao&  cette  trandie,  un  nombre  de 
boulets  égal     ^  -      :  •        '*  *  ^i.  . 

■^t  +  « + S  + ...  +  n  ^Sj^.  ;•  ^  •  ;  -  » 

Si  donc  n  désigne  le  nombre  de*  bonléts  contenus  dans  le 
'  côté  de  labase,  le  nombre  total  des  bonlêts  delà  pilesera 

i.aTJ.2"^i.a'^  •       1.2  • 

M  qui,  d'après  la  formule  [2]  (lu  paragraplie  précédent,  est 

».(»4- 1)  (w4-2) 

 273  ~" 

SfHL  Pnx  çgoàsaujmLkaMi  La  base  d'une  pile  quadraAgolaire 
est  fotmée  de  rangées  juxtaposées  contenant  diacnlkie  autant  de . 
bdolets  qu'il  y  a  de  rangées,  et  présentant  par  conséquent,  dans 
lenr  ensemble ,  l'aspect  d'un  carré.  Sur  cette  base  on  place  une 

seconde  tranche  dont  le  côté  contient  un  boulet  de  moins  que 
celui  de  la  première,  puis  une  troisième  dont  le  cùlé  contient 
un  boulet  de  moins  que  celui  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à ce  qu  on  arrive  à  une  tranche  composée  d'un  seul  boulet. 

Si  le  cù{6,  d'une  tranche  contient  m  boulets,  la  tranche  en 
contient  m'>  si  donc  on  nomme  n  le  nombre  de  bouleis  «conte- 
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.  mis  dans  un  côté  de  la  base,  le  nombre  toi  al  des  boukts  de  la 
piîeest       •  • 

ea  qui  (6^  formule  [3]  est  égal  à 

ii.(n+l)(2jt  +  l) 
 6  

371.  Piles  rectangulaires.  La  base  d'une  pile  rectangulaire  se 
'  *   compose  «l'une  série  de  piles  parallèles  contenant  loules  lo 
même  nombre  de  boulets  et  présentant  l'aspect  d  un  rectangle. 
La  tranche  suivante  contient  un  boulet  de  moins  sur  diacun 
de  ses  côtés,  la  troisième  un  boulet  de  moins  que  la  seoonde,  et 
ainsi  de  suite,  en  sorte  que  la  tranobe  supérieure  est  uoe  siBqilo  > 
"rangée  de  boulets. 
Soient  n  et  II'  les  nombres  de  boulels  eontenos  dans  le  petit 
.  et  le  grand  côté  de  la  base.  Une  tranelie  dont  le  petit  eôtf  con- 
tient m  boulets,  en  contiendra  dans  son  grand  côté  ff    a  -f  m, 
et  par  suite  il  y  aura,  dans  celle  Iranciie,  uu  nombre  de  boulets 
égal  ù 

m{n'  —  »  -f-  m)  =     —  n)  m 

Pour  mt  le  nombre  total  H,  des  boulets  de  la  pile,  Il  fimi' 
donner  à  m  les  valeurs  0, 1 , 2 ...  »,  et  Ton  aura 

N=(a'— n)(l  +  2  ...  -f-j^-f- ...  +»•); 

».(»+!)  .  ».(a+l)(2n+!)_».(n-f1)(3n'-^+i) 

«  5  g  :   jT  . 

lalMpolattofl. 

j^H.  L'interpolation  eonsiste  à  insérer,  entre  les  termes 
d*ùne  suite,  de  nouveaux  termes  assi^ettis  à  la  mém»  loi.  €• 
problème  est  quelquefois  bnèa-foeile  lorsque  la  loi  des  termes 
de  la  suite  est  ooiMiue.  C'est  ainsi  qu'entre  deux  termes  d'une 
progression  on  peut  insérer,  par  un  procédé  fort  simple,  uu 
nombre  donné  de  moyens.  Si  Ton  considère,  au  contraire,  des 
nombres  quelconques  dont  la  loi  soit  inconnue,  le  {)roblènie  de 
1  iutiîrpolatioii  dc\ienl  complélemcul  indélcruiiu^,  cl  pour  le 
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rtloudre  il  faut  imposer  aux  tenues  inconnus  une  condition 
qui  fasse  disparaiire  l'indélenninalion.  Celle  condition  est  le 
plus  souvent  que  les  différences  d'un  certain  ordre  soient  êyales 
à  zéro.  On  en  voil  un  exemple  dans  la  détermination  du  lo- 
garithme d'un  nombre  non  compris  dans  la  table.  Adineltre, 
en  effet ,  que  l'accroissement  des  logarithmes  soit  (Propor- 
tionnel à  celui  des  nombres,  c'est  admettre  que,  pour  des  ac- 
croissements é^aux  des  nombres,  les  accroissements  des  lo- 
garithmes soient  aussi  égaux,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la 
dilTorence  première  des  logarithmes  soit  constante,  et  que,  par 
suite,  la  différence  seconde  soit  nulle.  Dans  le  cas  des  logarith- 
mes, les  tables  permettent  d'ailleurs  de  vérifier  qu'il  en  est  très»- 
sensiblement  ainsi  pour  des  accroissements  de  la  variable  égaux 
à  l'unité,  et  l'on  conçoit  facilement  ((u'ildoit,  à  fortiori,  en  être 
de  même  pour  des  accroissements  plus  petits.  Nous  avons,  d'ail- 
leurs, montré  (505)  que  les  différences  secondes  des  logarith- 
mes diminuent  rapidement  ;  cette  loi  s'applique,  du  reste,  à 
toutes  les  fonctions  :  lorsfiue  la  variable  croît  par  degrés  égaux 
de  plus  en  plus  petits,  les  différences  de  la  fonction  diminuent 
d'autant  plus  rapidement  que  leur  ordre  est  plus  élevé.  Lors 
donc  que,  dans  la  consiruclion  d'une  table,  on  apercevra  que  les 
différences  d'un  certain  ordre  deviennent  sensiblement  nulles, 
on  pourra  admettre  qu'il  en  serait  à  fortiori  de  môme  pour  des 
accroissements  plus  petits,  et  alors  le  problème  de  l'interpola- 
tion peut  s'énoncer  ainsi. 

Connaissant  les  valeurs  u©,  Ui,  Uj ...  u„  d'une  fonction  qui  cor- 
respondent  à  des  valeurs  Xo,  Xo  +  Xo+  2h  ...  x©  + 
riable;  admet  tan  t,  de  plus,  que  pour  des  accroissements  égaux 
quelconques  de  x,  les  différences  n+l**"  de  la  fonction  soient  éga- 
les à  zéro  :  trouver  la  valeur  de  cette  fonction  qui  correspond  à 
une  valeur  donnée  de  x  comprime  entre  les  limites  Xo  et  Xo  +  nh. 

La  solution  de  ce  problème  est  fondée  sur  une  formule  dont 
nous  donnerons  d'abord  la  démonstration. 

373.  Si  I/o,  Wi  ...  w„  sont  les  valeurs  de  II  qui  correspondent 
aux  valeurs  Xo^  Xo-^-h  ...  x^-^nfi  de  la  variable,  on  sait  que 
toutes  ces  valeurs  peuvent  se  former  si  l'on  connaît  la  pre* 
mièrc  î/o  et  ses  n  différences 
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Si  l'on  counait,  par  exemple,  àmi,  ou  tomera  1« 
Ueau  sui¥ant  L 


X 

u 

Au 

Xt 

Xi 

Xf 

el  la  somme  Aî/o  +  A*î/o,  représentera  la  valeur  Ami,  Uq  +  Awo  re-' 
pi'ésenlcia  wi,  et  ciiliii  W|  -j-  Ami,  c  esl-à-ilirc 

représentera 

De  môme  si  Ton  connaît  th,  Ascp,  ÂHfb»  AHik»,  o|I  pourra  calea* 
1er  ifi,  tft,  «a  à  Faide  du  tableau  suivant: 


X  . 

11 

Au 

A'tt 

AVi 

Aif« 

AHio 

AH<e 

• 

Xt 

Xi 

un  aura 

A«»,=A«««+AHip,  • 

Atti=sA«o+A*Wo, 

Am, = Aw, + A'W,=A«o4- A'«j,-|- A- A^ i/o=AMo- h 2A'W(,+A'm„ ,  . 
[1]  «jssVo+Alfo, 
[2]  w,  =  «,+Afri=iiirf2Ai^+AV«, 
[3]  Vi  =  w^4-AM,=«»-j-3Aî/o+3A*i/o+A'f/o. 

On  conçoit  que  la  méthode  est  générale,  eHe  permettra  de 
déterminer  ««  si  Ton  connaît  «o,  Auo ...  A^Ko.  La  formule  qui 
donne  cette  expression  s'aperroil  par  induction.  Si  Ton  re- 
marque que  les  t'oefficieiils  des  fonnuk's  [-21  el  [3]  sont  préci- 
sément ceux  des  puissances  deuxième  et  hoisiènic  du  binoiue, 
on  est  couduit  ù  présumer  que  1  ou  a,  eu  général, 

w..  =    +  Ï^Y^         ^*^^t't^^      +  •••  + 


Uiyiiizc 
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hipr  te  démonUer  MiiDtttans  qm  l'on  ait  trouvé  . 

on  aura  éYidemmeiit,  en  remarquant  que  la  différence  d*uiie 

somme  est  la  souimc  des  différences  de  chacun  de  ses  termes, 

Aii,-t  ==  Aifo + AtA*tfo + AiAHto  +  •  •  •  + 


or 

ef^  par  suite, 

+  1 

1  +A, 

+     A,  1 

Si  donc  les  coeflicicnis  do  sont  ceux  do  la  puissance  7i — 1 
d  un  biiiunie,  ceux  de  w„  seront  (cliap.  Xlll,  hucroice»)  ceux  de 
la  puissance  i»'"^ 

574.  Si  dans  k  formule 

[1]  «,=«p  +  »Aw»+— AHf,+  ...  . 

ousuppose  queraocroissement  A  de  a;  soit  représenté  par^^, 

nh  deviendra  <^gal  à  x  —  Xo,  et  la  valeur  .r„-|-  w/*  laquelle  se 
rapporte  Un  sera  x,  £u  adoptant  cette  notation,  de  1  égalité 

— —  =  à, 

midéduii  „=£::^«, 
et  la  formule  (1]  devient 

[2]«,=î/„+  jj  Aî/,  H  L  AVu  +  ... 

.         +  A.„.. 

Celle  valeur  de  ««  considérée  comme  uue  fonction  de  c  sera 
ée  degré  »,  elle  aura  par  conséquent  (36S)  sa  différence  it+ 1"** 
^gale^ÎBéro.  Depliis,pourâ;sârt,  «ss^ro-t-^  âr=jBb+ii4'f 
elle  reproduit  évidenamt  les  valeurs  données  elle 
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satififoit  par  conséquent  aux  coDUiUons  impoflâes  (598) •  à  lé 
fonction  cherchée,  et  Ton  pourra  )a  regarder  comme  fouiiis- 
tant  la  valeur.de  u  pour  des  valeurs  quelconques  de  »  compri* 
mentrec^  et  + ÂA. 
Mas  dimneront  une  a^cation  de  la  méthode  préeédeatt.- 
Supposons  que  Ton  veuille  obtenir  le  *  logarithme  de 
3,1  i  15926536  par  le  moyen  d'nne  fable  de  logarillimcs  à  dix 
décimales.  On  rcj^^ardcra  les  lo^^iirilliines  contenus  dans  celte 
lahie  comme  les  valeurs  (ittiiiiécs  de  la  foiiclion  les  nombres 
comme  celles  de    el  1  ou  formera  le  tableau  suiyanl  : 


X 

m 

3,14 

0,496M964ai 

0,OOt880IOM 

3.15 

0,4f»83fOr>53S 

O,0Oi376&28S 

•l.lfî 

0,  i!)l)08:OR2fi 

0,001^721790 

3,17 

0,<K)I3U78678 

0,^34271200 

— O^OOOOMtTe» 

—0,0000043402 
—0,0000043218 


O,O000IXMtt71 
0,0000000274 


-^OOOOOOOOOS 


La  différence  quatrième  étant  extrêmement  petite,  mipeut 
considérer  la  différence  chiquième  comme  nulle. 
Pour  appliquer  la  formule 


1.2 


1.2.3.4 


A'u, 


+  — 

BOUS  devons  faire 


et  comme 


1.2.3.4 

I 

«0=:    0,49692964^1 , 

à!lh=  0,001 3809057, 
ASh  ts— 0,0000043769 , 
AHio=  0.0000000177, 
A*Wo  =—0,0000000003  ; 

A  =  0,01, 
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^6ti  liMKeiidni 

s  0,15920536 ,  — ^i-j  » — 0,42036732  ; 

—  =—0,61357821,  —  =—0,71013366. 

Avec  CCS  valeurs  il  scia  facile  de  laellre  en  nombres  la  for- 
mule 1.3]  qui  doonera 

tt«  es  log3,  U15026536  s  0,4971496726. 

Autre  formule  d'iolerpolaliou. 

« 

57tf .  il  existe  une  autre  fonmile  qui  fait  connaître  apprûxi- 
maUvenoent  lea  Taleurs  d'une  fonction  «,  lorsqu'on  connaît  les 
valeurs  tib,     ...  «»  qu'elle  firend  pourdes  valeurs  or,,  x%, 
dP»,  de  kl  variable.  Moks  supposons,  comme  précédamment»  que 
«  soil  une  fonction  rationnelle  de  «  du  degré  n.  Soit  donc 

on  aura         «o  =  «  +  f^-^-'o  4- 7-^0'  +  ..-  +  H^o"» 
II, = «  +  pa?, + YX.«  + ...  +  fia^i» , 

« 

et  Ton  pourrait  déiffirminer  av^>•••f^»  en  résolvant  ces  équa- 
tions qui  sont  du  premier  degré,  mais  on  se  dispense  de  oeiU; 
résolution  en  posant 

11,  =  Xtt,  +  X,iii  +  Xittt  + ... + x,»». 

Xo,  X,,  Xt,...Xn  étant  des  fonctions  de  a?  assujetties  imioon* 

ditions  suivantes  : 

Pour  dpstf»  X|,  Xt» ...  X«  doivent  s'atmuler  et  X  devenir  égal 
àruttité; 

Pour  «sBa«h,  ^  Xt,.i.X«i  doivwt  a'annular  et  Xi  détenir 
égalàl!ttnHé; 


* 
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Pour  x=xt,  X«,  Xi,  Xty ... X»  doiveot  s'aonuter  eiX»dmiiir 
égal  à  I  tmité; 

Pour  àssixnt  X«,  Xf, ...  X„-i  dolyeet  s'annuler  et  X«  détenir 
égiA  à  rnnité. 

Il  est  évident,  en  ellel,  que  d'après  ces  conditions  devicji- 
tira  é^n\  à u^,  Uu  ...  y,,  pour  les  valeurs      ari, ...  x„  de  x. 

Xq  s'annulaut  pour  les  val^rs  ôti»  Xf, x^  de  x^  on  peut 
poser 

Xa  «=  Aofic — ar,)  (0? — arO . . .  (d?  —  a: J  ; 
et  comme,  pour  â;  =  â^o,  on  doit  avou*  Xq=:  l ,  on  posera 

(r„  —  Xt){X^  —Xi),,,  (j-o  —  X,,)  • 

en  sorte  que 

on  trouvera  de  même 

'x  —  j\)  \r  —      . . .  (.r  —  .r„) 


X  ^         ^o)(^  —  gt)  (3?  —  d^i) . . .  ( — 
*         (*^'«  —  ^-o)  ( J:*!  —  Jj) . . .     —  * 


la  fonuulecheicbëe  est  donc 


""{x^—x^ix^—Xi) . . .       a:,.)      '  (^i— ^o)(^i— art)  ...Ca?i— a?,J 

atewt, 

sa».  DéHnUieB  deadifférenoes.  —  888.  Définition  des  difliraiees  seeoii- 
des.  —  388.  nMoilkm  des  différences  d*«n  ordie  qôdoonqtn.  Si  l'on 
considéra  m  nombres,  ils  donnent  lieu  à  m  —  4  diflérenoes  |»rami6res» 
à  dilférences  secondes,  etc.  n  n'y  a  pas  de  diftrance  m*^. 
300.  L^age  dss  diffftrences  pour  la  fonnation  des  ean^.  ^  M«.  Usage 
deadUiéreaoespourlatenaikNid«OHlMS.--SINl.  UdîféTOBoa  m- 
d*uo  polynôme  do  degié  m  esieonsCsato. — 888.  Ls  différaaoo  pis^ièra 


THKOHIB  l>ES  IIIKHKRKNCRS. 


493 


d'un  polynôme  conlient  en  facteur  raccroissemcnt  h  attribué  à  la  varia- 
ble. La  différence  seconde  contient  h*  en  facteur,  et  en  général,  la  diffé- 
rence d'ordre  p  contient  /*''  en  facteur.  La  différence  ur*  est  \  .2...mA/i". 

—  «"^64.  Application  des  résultats  précédents  à  la  formation  des  valeurs 
d'un  polynôme  qui  correspondent  aux  valeurs  entières  de  ta  variable.  — 
5<Si».  Usage  des  différences  dans  la  formation  dof^  tables  de  log.nrithmes. 

—  3<]<5.  Usage  des  différences  pour  la  sommation  des  suites —  ZUT.  Cal- 
cul de  la  fonction  dont  la  différence  correspondant  à  raccroissemcnt  1 
de  la  variable  est  x".  Application  h  la  somme  des  puissances  sembla- 
bles des  nombres  naturels.  —  Sommation  d'une  série  de  produits. 
--  380.  Nombre  de  boulets  contenus  dans  une  pile  triangulaire.  — 
."^70.  Nombre  do  boulets  contenus  dans  une  pile  quadrangulairo.  — 
."71.  Nombre  do  boulets  contenus  dans  une  pile  rectangulaire.  — 
372  Énoncé  du  problème  que  l'on  se  propose  dans  l'interpolation.  — 
373.  Formule  qui  donne  la  valeur  do  F{x-{-nh),  connaissant  F(x)  et  ses 
n  premières  différences.  —  374.  Application  à  la  solution  du  problème 
d'interpolation.  —  37o.  Autre  solution  du  problème  d'interpolation  dans 
un  cas  plus  général  où  les  valeurs  données  do  la  fonction  correspondent 
à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable. 

EXERCICES. 

I.  Si  Wi,  ti„  ilésigncnl  les  n-f  1  pretniei^s  lenncs  «ruiic 
suite ,  prouver  que  I  on  a 

n.n — 1  nJn — l)(n — 2) 

1.2.3 

n.(/?— I)...  (w— p+l)^ 

"iTs  ...p 

II.  Soiiuiior  la  suite 
siii  X  +  sin  (x -\- h)        s'in  {x -\-  nh). 


A"Wo  =  Wn  —  »w,.  -1  +  \  2   ' —  


CHAPITRE  XXXI.  .  .  . 


AÉj!>Ol4LTIO.\  DES  ËQUAXlOâlS  NUMÉU1QU£S. 


OpéraiioBt  préUminaures.  • 

STB.  Pour  résoudre  une  équation  numérique,  il  conviesl 
d'appliquer  d'abord  la  méthode  des  racines  commensiûrid)les, 

et  de  supprimer  les  facteurs  qui  leur  correspondent.  On  doit 
ensuite  appliquer,  à  rétjuation,  la  mctliode  exposée  au  chapi- 
tre XXVII,  pour  la  décomposer,  s'il  y  a  lieu,  en  plusieurs  autres 
qui  n'aient  plus  que  des  racines  simples.  La  première  de  ces 
opérations  n'a  d'autre  i)ul  (jue  de  rendre  les  calculs  plus  sim-  - 
pies.  La  seconde  est  indispensable ,  elle  nous  permettra  d'affir- 
mer, dans  ce  qui  va  suivre,  que  s'ileiusie  une  racine  a,  deux 
nombres  a  —  h,  n-\-h\  qvtï  la  comprennent ,  étant  substitués 
dans  l'équation,  doivent  donner  des  résultats  de  signes  con- 
traires, quand  h  et  h*  sont  solltsammenf  petits,  n  suffit  évidem- 
ment pour  cela  qu'il  n'y  dt  aucuneTadne  autrtfipie  •  eottpriie 

Enfin,  avaid  de èommeneer  ri^licatîon  de  la  métbode  de 

recherche  que  nous  allons  exposer,  il  sera  bon  de  fixer,  par  la 
règle  de  Descartes,  une  limite  supérieure  du  nombre  de  racines 
positives  et  du  nombre  de  racines  négatives  que  peut  avoir  i  e^ 
quation  proposée. 

aépsraUon  dw  radnes. 

577.  Après  avoir  exécuté  les  opérations  préliminaires  dont 
nous  venons  de  parler,  el  dont,  je  le  répèle,  celle  qui  est  rela- 
tive aux  racincH  égales  est  seule  indispensable,  on  substituera, 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  ,  les  nombres 
entiers  consécutifs  :  — — 4,  ~3,  —2,  — 1,  0,  +1,  -f-'^ 
-|-4,  Cette  substitution  se<£era,  comme  lia  été  expliqué  (564), 
jiar  la  métiiode  des  différences,  c'est-à-dire  que  l'on  caloulerB 
directement  ira  nombre  de  valeurs  consécutives  égal  an  éegtém 
éd  l'équitfiQii,  et  1*ob  en  éUUnni  leurs  dilKrences  jusqu'à^esHe 
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de  l'ordre  m  —  1  ;  puis,  en  se  fondant  sur  ce  que  In  dilTi^rcnee 
de  l'ordre  m  esl  ronslanle  el  égale  C3«î^)  à  A.  1 .2 ...7/1  (A  élnnl 
.le  coefficient  du  premier  terme),  on  pourra,  par  de  simples  n«l- 
dilions,  former  le  tableau  des  valeurs  des  dilTcrcnces  successi- 
ves, elentin  de  la  fonction  elle-nu^me.  On  s'arrôlera,  dans  ce 
tableau,  lorsque  l'un  des  résultats  obtenus  sera  de  même  signe 
que  les  différences  qu'on  doit  lui  ajouter  pour  obtenir  les  sui- 
vants ;  en  sorte  que  la  valeur  absolue  de  ces  résultats  allant  tou- 
jours en  croissant,  il  n'y  ait  plus  possibilité  que  la  fonction  de- 
vienne égale  »^  zéro. 

Si  les  résultats  delà  substitution  des  nombres  entiers  ne  sont 
pas  tous  de  môme  signe,  il  y  arrivera,  une  ou  plusieurs  fois,  que 
deux  résultais  consécutifs  soient  de  signes  c«)ntraircs,  et  nous 
pourrons  afiîrmcr  qu'entre  les  nombres  entiers  correspondants 
il  existe  une  ou  un  nombre  impair  de  racines. 

Si  le  nombre  des  intervalles  dans  lesquels  rexistence  des  ra- 
cines réelles  devient  ainsi  manileste,  est  précisément  égal  au 
nondire  des  racines  que  le  tliéorème  de  Descaries  permet  de 
supposer,  les  racines  sont  séparées,  c'est-à-dire  que  l'un  est  as- 
suré d'avoir,  pour  cbacune  d  élies,  deux  nombres  (jui  les  com- 
prennent et  qui  n'en  comprennent  pas  d'autres. 

Mais  s  il  arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  de  ces  intervalles 
.soit  moindre  que  le  nombre  des  racines  possibles,  el ,  en  par- 
ticulier, si  les  nombres  entiers  substitués  dans  le  premier  mem- 
bre donnent  tous  des  résidlals  de  mûmes  signes,  on  doit  rester 
dans  le  doute  et  recourir  à  de  nouvelles  substitutions.  Mais  ces 
substitutions  ne  doi\ent  être  faites  que  dans  des  intervalles  clioi- 
sis,  où  elles  présentent  quelque  chance  de  succès.  Voici  com- 
ment on  déterminera  ces  intervalles  : 

378.  Après  a>oir  obtenu  les  résultats  de  la  substitution  des 
nombres  entiers  dans  le  premier  membre  de  l'équation  propo- 
sée, on  portera  sur  une  ligne  droite ,  à  partir  d'une  origine  0, 
des  longueurs  égales  qui  représentent  les  valeurs  1,  2,  3 
attribuées  <\  l'inconnue  a;,  el  en  sens  opposé,  des  longueurs 
destinées  à  représenter  les  valeurs  négatives  —  1 ,  — 2,  — 3...  ; 
puis,  par  l'extrémité  de  chacune  de  ces  longueurs,  on  élèvera 
(sans  y  apporter  aucune  précision)  une  pei*pendiculaire  égale  à 
la  valeur  correspondante  du  premier  membre  de  l'équation  pro- 
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posée,  cette  perpendiculaire  étant  portée  dans  un  sens  ou  dans 
un  antre ,  suivant  que  la  valeur  est  positive  ou  négative.  Il  esl 
évident  que  si  l'on  proccdail  de  la  même  manière,  non  pluî^ 
seulement  pour  les  valeurs  entières,  mais  pour  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  x,  on  obliendrail  une  courbe,  et  les  intersec- 
tions de  colle  courbe  avec  la  droite,  sur  laquelle  on  poi  te  les  x, 
Icraient  connaiti  e  les  racines  ,  car  elles  correspondraient  î\  la 
valeur  de  x  pour  laquelle  le  pronier  niombre  de  l'équation  s'an- 
nulant,  il  tant  porter  une  perpendiculaire  nulle  au-dessus  de 
I  a\e.  Les  valeurs  parliculières  du  premier  membre  que  nous 
avons  obtenues  font  connaître  des  points  de  celle  courbe,  et  per- 
mellent  de  se  faire  à  peu  près  une  idée  de  sa  forme,  el  d'en  con- 
clure par  consé(iuent  les  intervalles  dans  lesquels  l'existence  des 
racines  est  probable  el  où  il  con>ient  de  les  cliercber  par  des 
substitutions  nouvelles. 

Si,  par  exemple,  en  substituant  à  a:  les  valeurs  0, 1,2,3,4,  5,  6, 
on  trouve,  pour  le  premier  membre  d'une  équation,  les  valeurs 

1,50,  0,85,  0,08,  0,15,  1,25,  3,  4. 

Les  points  correspondants,  qu'il  faudra  construire,  sont  pla- 
cés à  peu  près  comme  il  suit  : 


I  î  .  .  I  M 

II  1      2     :)     4       ri  « 

El  l'on  conçoit  que  si  la  courbe  qui  les  réunit  coupe  l'axe 
des  a:,  ce  doit  être  entre  les  points  2  et  3.  Cependant  nous  m 
sommes  nullement  endroit  d'affirmer  que,  dans  les  autres  inter- 
valles, il  n'y  ait  pas  de  racines  ;  il  pourrait  même,  à  la  rigueur, 
en  exister  entre  5  et  6  (intervalle  où  Tiuspection  des  résultats 
précédents  n  en  ferait  certainement  pas  présumer).  Il  suffirait 
que  la  courbe  inconnue  qui  réunit  nos  difTérents  points  lût 
suftisimuneiit  contournée. 

579.  Il  existe  cependant  un  tliéorcme  qui  assigne  Une  limili! 
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aux  irrégularités  ({ue  peuvent  présenter  les  courbes  analogues  à 

celles  dont  il  >icnl  d'ôtrc  question.  ; 

Si  r  équation  proposée  est  de  de(jré  m,  une  parallèle  à  la  ligne 
sur  laquelle  on  porte  les  valeurs  de  x  ne  peut^  dans  aucun  cas,  ren-  * 
•    contrer  la  courbe  fu  plus  de  m  points. 

Soit,  en  effet,  d  la  distance  de  celle  parallèle  à  la  ligne  des  j-, 
elle  rencontrera  la  courbe  précisément  aux  points  qui  corres- 
pondent aux  >  alours  de  pour  lesquelles  le  premier  membre  est 
égal  à  d.  Or  en  égalant  le  premier  membre  h  un  nombre  donné, 
on  obtient  une  équation  (le  degré  m  qui  ne  peut  avoir  plus  de  m 
racines.  J'ajoute  que  souvent  l'application  du  tbéorème  de  Ues- 
carles  à  celte  équation  doimera  une  limite  plus  petite  encore. 

Si  nous  revenons  à  l'exemple  proposé  dans  le  chapitre  précé- 
dent, on  voit  que  l'existence  d  une  racine  comprise  entre  5  et  6 
exigerait  que  la  courbe  pût  être  coupée  en  quatre  points  au 
moins  par  une  parallèle  à  la  li|;ne  des  a:,  et  que,  par  suite,  l'é- 
quation obtenue  en  égalant  le  premier  membre  à  un  nonibre  d 
put  avoir  quatre  racines  positives. 

300.  Lorsque  l'inspection  des  résultats  obtenus  aura  indiqué 
les  intervalles  dans  lesquels  on  présume  l'existence  des  racines, 
on  devra  substituer,  dans  ces  intervalles,  des  nombres  équi- 
distants  d'un  dixième,  et  il  arrivera»,  la  plupart  du  temps,  que 
ces  substitutions  montreront  assez  nettement  la  forme  de  la 
courbe,  pour  qu'on  aperçoive  avec  certitude  les  limites  qui 
comprennent  les  racines,  ou  que  l'on  acquière  la  conviction 
qu'il  n'en  existe  pas.  Nous  n'avons  rien  à  ajouter  sur  la  manière 
de  tirer  parti  de  ces  résultats  nouveaux  :  il  faudrait  répéter  mot 
pour  mot  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  la  substitution  des 
nombres  entiers. 

Pour  calculer  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres,  de 
dixièmes  en  dixièmes,  Il  faudra  procéder  comme  pour  celle  des 
nombres  entiers  :  calculer  d'abord  un  nombre  de  résultats  con- 
sécutifs égal  au  degré  de  Téqualion ,  former  les  différences  qui 
en  résultent,  et  chercher  ensuite  les  valeurs  suivantes  par  de 
simples  additions. 

Simplification  relative  à  réqualion  du  troisième  degré. 

581.  Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  est  du  troisième 
degré,  la  différeucc  troisième  et  la  série  des  différences  secondes 
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pmmi  M  déduira  MlmmA  das  vMiBUiitiImm^  h  mà^ 
stitotîûii  des  nombres  entiers.  Rapp^onMOVt  en  eiïei  In  fé*' 
sultats  obtenus  (564). 

ïou  QQïi^iàv»  un  polynomâ  du  troisième  degré 

on  a,  pour  expression  de  ses  diffikBoces  successives, 
13]  4>;=6À». 

Supposons  que,  pour  une  certaine  vèlenr  de  dP,  on  connaisse 

CCS  différences  calculées  pour  une  valeur /ti  deraccroissenient 
et  cberdionti}  ei)  généra},  ce  qu  elles  deviendront  si  l'accroisse- 

ment  de  x  devient  dix  fois  moindre  ot  égal  à  ~, 

Les  formules  [l],  [2],  [3]  deviann^t,  si  on  y  remplaça  A 

'  •  •  •  •* 

La  troisième  des  équations  précédentes  ]>rouve  que  A'y  est 
mille  fois  plus  petit  que  pour  la  valeur  Ai  de  A.        '  ' 
La  seconde  peut  s'écrire 

Les  deux  premiers  termes  représentent  la  ceotiëgiA  partie  d^ 
la  valeur  de  A'y  relative  à  Taccroissement  Ai,  le  suivant  se  cal- 
culera trèft<^fadleiii6nt  chaquû  Cois  que  Jk  sera  donné  (  Ai  sera 

4iv|oii|fs      daa  noiDbffM  l ,    ,  -    ,  etc.  ) 


IlilPUnriÛN  0B6  KQUiTiONS  MUUttlOUIë. 

L'équfttkn  [t]  peut  8*écrire 


m 


10 


-*''(îo-ïiô)-^''"'(iô-ïS))' 


el  Toii  voit  que  \t/  se  compose  de  la  dixième  parlfe  de  la  diffé- 
rence relalive  à  raocroîMement  At,  diminuée  de  termes,  tous 
très-focUes  à  calculer. 


AppUcalioa  de  H  nélliode  pricéd^uU. 


5ttâ.  Cousidérous  l'équation 

V— 7;r+7  =  0.  . 

Si  nous  suhsliluons  à  x  les  valeurs  — 1,  0,  +1,  nous  Irouvons, 
pour  le  premier  membre,  les  valeurs  correspondantes  13,7,1, 
(lonlles  différences  prernii'res  sont — 6, — 6,  et  la  différence 
seconde  0.  Quant  à  la  différence  troisicinc  on  sait  (3(>5j  qu'elle 
est  égaie  à  0.  Nous  iormeroiis.doiic  le  tableau  suivant-  : 


y 

6 

« 

• 

—  1 

13 

-6 

0 

6  ' 

0 

7 

—6 

6 

1 

1 

6 

6 

6 

■ 

• 

m 

6 

6 

et  nous  en  déduirons,  par  additions  successiTes,  ia  table 
déSVidenrsde  AV>  ^Vy  Q^^  jinscris  dans  un  nouveau  ta- 
bleau, afin  que  l'on  a|>erçoive  mieux  dans  le  précédent  les  ré- 
sultats qui  servent  de  base  à  tous  les  autres 


* 
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9 

«  •  .• 

—  4 

—29 

30 

—  3 

1 

l2 

—12 

—  S 

13 

0 

1 

13 

— 6 

0 

7 

—6 

6 

1 

1 

0 

12 

t 

1 

12 

18 

3 

13 

30 

24 

4 

43 

54 

30 

5 

6 
6 
6 

6 

6 
6 
6 


A  l'inspeetioii  des  valeurs  de  y»  on  voit  qu'il  existe  une  radoe 
négative  eompiise  entre — 3  et  4 ,  et  comme  la  règle  de  Des- 
caries apprend  qu'il  n'pn  existe  qu'une,  il  n'y  a  pas  Heu  d'en 

chercher  il'autres. 

Quant  aux  racines  positives  il  peut  en  exister  deux,  mais, 
pour  les  découvrir,  nous  devons  recourir  à  de  nouvelles  subsli- 
tulions.  Si  nous  représentons  graphiquement  les  résultais  obtc; 
nost  nous  olUenons  la  figure  suivante  : 


!  î 


-4-3-2-1     «•     1      .i     i»  4 
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La  courbe  qui  réunit  ces  poinls  ne  devant  ôtre  coupée  qu  en  trois 
points  par  une  parallèle  à  la  lij^ne  des  ne  peut  évidemment 
couper  cette  ligne  des  x  qu'entre  les  points  1  et  2  ;  c'est  donc 
entre  x=\  et  a;  =  2,  que  nous  «levons  substituer  des  valeurs 
distantes  de  0,1. 

Nous  savons  que  pour  x  =  1 ,  le  premier  membre  que  nous 
désignons  par  y,  est  lui-même  égal  à  1,  on  a,  de  plus,  pour  des 
«accroissements  de  X  égaux  ù  I  unité  Ay  =  0,  A'y=l2,  A'y=6, 

1  accroissement  devenant  égal  h  ^,  nous  aurons  (581) ,  en 
remarquani  que  l'on  a ,  dans  le  cas  actuel ,   =  0,  /<i  =  1 , 

A'y  =  0,006 ,      =  1 2  X  0,0 1  —  0,054  =  0,066 , 

Ay  =0X0,1— 3X0,09  — 0,099=— 0,369; 

cl  nous  pourrons,  d  'après  ces  valeurs,  former  le  tableau  suivant  : 


X 

V 

Ay 

A»y 

1 

1 

—0,369 

0,066 

0,006 

1,1 

0,631 

—0,303 

0,072 

0,006 

1.2 

0,328 

—0,231 

0,078 

0,006 

1,3 

0,097 

—0,153 

0,084 

0,006 

1.4 

—0,056 

—0,069 

0,090 

0,006 

1,5 

—0,125 

0,021 

0,096 

0,006 

1.6 

—0,104 

0,117 

0,102 

0,006 

1.7 

0,013 

0,219 

0,108 

0,006 

1,8 

0,232 

0,327 

0,114 

0,006 

'  1.9 

0,559 

0,441 

0,120 

0,006 

2 

1 

0,561 

0,126 

0,006 

On  voit,  à  l'inspection  de  ce  tableau  que  y  change  de  signe 
quand  X  passe  de  la  valeur  1 ,3  à  la  valeur  1,4  et  de  la  valeur  1,6 
à  1,7.  Il  y  a  donc  deux  racines  positives  dont  les  valeurs,  à  un 
dixième  près,  sont  1,3  et  1,6. 

585.  Si  Ton  voulait  obtenir  une  plus  grande  approximation, 
il  faudrait  substituer  à  x  des  valeurs  distantes  de  0,01  entre  1,3 
et  1,4  et  entre  1,6  et  1,7.  Ces  substitutions  se  feront  comme  les 
précédentes  au  moyen  des  différences.  On  commencera  par  re- 
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marquer  que  |K)ur  a?  =  1 ,3  on  a  y  =  0,097,  à  partir  de  celle  va- 
leur les  différences  relatives  à  un  accroisseinenl  de  x  égal  à  0, 1 
8ont,  Gonune  on  le  voil  par  le  tableau  précédent, 

yr=0,097,  Ay=  — 0,153,  AV  =  0,084,  A'y  =  0,00e. 

* 

Si  nous  voulons  en  déduire  les  valeurs  des  différences  rela- 
tives h  un  accroissement  de  oc  égal  à  0,01 ,  nous  reprendrons 
les  formules  (5B1)  qui  deviennent,  dans  le  cas  actuel,  puisque 

rona7J  =  0,/<,  =  :^,  a:=l,3, 

Af/=-(0, 153ji-3X      a:(0,09)-        ro,099)=-  0,01 8909; 

et  comme  on  ii  <l  ailleurs  pour  x  —  1,3 

f/r=o,o:)7, 
un  peut  former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

1,3 

0,097000 

—0,018909 

0,000786 

0,(KK)006 

1,31 

0,078091 

—0,018123 

0,000792 

id. 

1,3-2 

0,059968 

—0,017331 

0,000798 

id. 

1,33 

0,012637 

—0,016533 

0,000804 

id. 

1 ,34 

0,026104 

—0,015729 

0,000810 

id. 

1 ,35 

0,010375 

—0,014919 

0,000816 

id. 

1,36 

—0,004544 

—0,014103 

0,000822 

id. 

1,37 

—0,018647 

—0,013281 

0,000828 

id. 

1,38 

—0,031928 

—0,012453 

0,000834 

id. 

1,39 

—0,044381 

—0,011619 

0,000840 

id. 

1,4 

—0,066000 

—0,010779 

0,000846 

id. 

RÉm)LimO!V  DIS  ftQfiATIOKS  nvMHlQVÈêt  50S 

On  ralcuîeni  au  iiiovcii  des  mômefl  formules  (»Bi)  le»  valeurs 
de  Ay,  A'y,  A'y  qui  correspondent  ù  dCB  rtccroissemenl»  de  as 
égaux  à  0^01  à  partir  de  la  valeur  xr^\,dy  et  l'on  formera  le 
tableau  suivant  : 


y 

y 

A*v 

y 

9 

1,6 

—0,104000 

0,007281 

0,000966 

0,000006 

1,61 

—0,096719 

0,008247 

0,000972 

id. 

1,62 

—0,088472 

0,009219 

0,000978 

id. 

1,63 

—0,079253 

0,010197 

0,000984 

id. 

1,64 

—0,069056 

0,011181 

0,000990 

id. 

1,65 

—0,057875 

0,012171 

0,000996 

id. 

1,66 

—0,045704 

0,013167 

0,001002 

id. 

1,67 

—0,032537 

0,014169 

0,001008 

id. 

1»68 

—0,018368 

0,015177 

0,001014 

id. 

1,69 

—0,003191 

0,016191 

0,001020 

id. 

1,7 

+0,013000 

0,017211 

0,001026 

id. 

On  voit,  d'après  ces  tableau que  les  deux  racines  sont  com- 
prises, l'une  entre  1,69  et  1,70,  l'autre  entre  1,36  et  1,37.  Pour 
calculer  la  plus  grarulc  h  un  millième  pr6s,  il  faut  substiluer, 
entre  1,60  et  1,70,  des  valeurs  distantes  d'un  millième.  Ces  va- 
leurs calculées  par  le  même  procédé  que  les  précédentes,  résul- 
letit  du  tableau  suivant  : 


y 

—0,«H>3 19101)0 

o,n(M:»7387i 

0,000010140 

0,000000006 

— 4),(NM6l';(i29 

0,001583617 

0,000010152 

iil. 

— 0,000<)aiH2 

0,001 000 

0,000010158 

ili 

1,609 

-fo,noi.Vin.'i:>7 

0,0OinO3fi27 

0,0(10010104 

\i\ 

l.OUl 

u,uoaiii3:i8i 

0,00  H>  13991 

O.OlHKMOnO 

lll. 

1  ,09j 

«,00 i7 77 375 

0,00102 ilGl 

0,(H)00I«1T(Î 

iil. 

1  ,G% 

0,(K)G40153G 

0,001031337 

0.000010183 

Id 

1 ,097 

0,0080;i6873 

0,OOIG44519 

0,(KKM)ioi88 

id. 

1/(98 

0,009(i803!»2 

0,00165^707 

0,(KH)Ol010t 

id. 

1  ,«99 

0,011335099 

0.001004901 

0.000010200 

id. 

1,70 

0,013000000 

0,001075101 

0,000010500 

Id. 

On  voit  que  y  change  de  signe  ioriqUe  œ  passe  de  la  valeur 
1,692  ;\  1,693.  La  racine  est  donc,  à  un  millième  près,  égale  à 
1,692.     .  ' 
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584.  Les  tableaux  précédents  permettent  de  pousser  l'ap- 
proximation plus  loin  encore. 

Remarquons  en  elTet,  que  dans  le  dernier  de  ces  tableaux 
la  différence  seconde  est  extrêmement  petite.  On  peut  donc, 
sans  erreur  sensible^  la  considérer  comme  nulle,  cl  admetlre, 
par  suite,  que  les  accroissements  de  y  soient  proportionnels  à 
ceux  de  x.  Nous  pourrons  alors  obtenir  la  valeur  de  x  pour 
laquelle  y  est  nul,  en  procodant  comme  on  le  fait  dans  l'em- 
ploi des  tables  de  logaritbmes.  Nous  dirons  : 

Lorsque  x  augmente  de  0,001  et  passe  de  la  valeur  1,692  à  la 
valeur  1,693,  la  variation  de  y,  est  0,001594669. 

Pour  que  la  variation  de  y  soit  0,0000341 12,  c'est-à-dire  pour 
que  y  devienne  zéro,  il  faut  donc  que  la  variation  5  de  x  satis- 
fasse à  la  proportion 

0,001  :  $  ::  0,001594669  :  0,000034112, 

■■  , 

d'où  l'on  déduit 

3^0,000000034112^ 

0,001594669  ^ 

en  sorte  que  la  racine  est  égale ,  approximativement ,  à  1 ,692002. 

On  doit  observer  que  la  différence  seconde  que  nous  avons 
considérée  comme  nulle  étant,  en  réalité,  un  peu  plus  grande 
que  0,00001,  peut  influer  sur  le  cinquième  des  chiffres  déci- 
maux, et  il  n'y  a,  par  conséquent,  aucune  raison  pour  consi- 
dérer le  sixième  comme  exact. 

On  doit  donc  considérer  la  racine  comme  égale  à  1,6930. 

585.  Dans  l'exemple  précédent ,  la  détermination  des  inter- 
valles dans  lesquelles  il  convenait  d'effectuer  de  nouvelles  sub- 
stitutions n'a  présenté  aucune  difficulté.  Malheureusement  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Nous  en  citerons  un  exemple. 

Soit  l'équation 

y  =  9j^  —  24a:'  +  l6jr  —  0,001  =  0. 

Si  nous  substituons  à  x  les  valeurs —  1,0,  1,  nous  trouvons 
pour  valeurs  correspondantes  de  y, —  49,001,  0,001,  0,0999, 
dont  les  différences  sont  49,  1,  et  la  différence  seconde  r-48. 
Quant  à  la  différence  troisième  elle  est  (563)  égale  à  54. 

Nous  pouvons,  d'après  céla,  former  le  tableau  suivant  : 
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y 


—  0,001 


-i-l  49,001 
0 

1 

9 

a 

4 


0,990 
7,999 
74,999 
255,999 


49 
1 

7 
«7 
181 

349 


-  48 
6 
60 
114 
168 
222 


54 
54 
54 
64 
54 
54 


el  si  l'on  représenle  ces  valeurs  graphiquement,  ainsi  qu'on  l'a 
iadiqué  (^78),  on  Yoit  clairement  qu  il  existe  une  racine  entre 
œ=0  et  a;=sl,  mais  rien  ne  fait  pressentir  qu'il  y  en  aif 
d'autres  et  ae  porte  à  essayer  de  nouvelles  substitutions.  Si  ee* 
fendant,  on  MbstHne  les  Yateurs  distantes  de  0,1  entre  â;=i 
et  «s  S,  on  ttoaye  qne  les  valenrs  des  différences  relatives 
Mil  et  à  vn  aecroiasenient  de  œ  égal  àO,l  sont  Affas— 0,461 , 
AV  as  0,114,  ^^3=0,054,  ce  qui  permet  dé  former  le  taUeM 
sqivant  : 


f 

1,1 

1,2 
1.3 

lr4 

1.6 

1,7 
1,8 
1,9 
2 


0,999 
0,568 
0,191 
0,012 

0,05jf 
0,874 
1,028 
2,056 
8,527 
5,490 
'7,989 


à9 


-^,461 
--0,847 
—0,179 
+4>,043 
0,819 
0,649 
1,031 
1,471 
1,963 
2,509 
3,109 


0,114 

0,168 

0,222 

0,2t6 

0,330. 

0,384 

0,438 

8,492 

Q,546 

0,600 

0,65i 


0,054 
M« 
id. 
id« 

id. 
id. 
id. 
id. 
id. 
id. 
id.  . 


En  représentant  graphiquement  les  résultats  qui  y  sont  conte- 
nus, 1  on  voit  clairement  que  la  courbe  qui  passe  par  les  points 
obtenus,  ne  peut  couper  la  ligne  des  x  qu'entre  le  point  1,3 
et  le  point  1,4.  Substituons  donc  entre  ces  deux  valeurs,  des. 
valeurs  de  x  distantes  de  0,01  ,  ces  valeurs  se  calculeront 
(  onune  les  précédentes  en  formant  d'abord,  par  ies  formu- 
las (381),  les  valeura  de  Ay,  A*f/  et  A'y  qui  correspondent 
kxss^t^f  et  à  des  accroissements  de  la  variaîftie  A(iaoi(  à  0^  ^ 
nous  ÀMrmmns  ënst  k  latdwM  suivant»  ^ 
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œ 

y  \ 

1,3 

-f-0,0 12000 

— 0,000581 

0,002274 

0,000054 

1 ,31 

4-0,000419 

— 0,004-507 

0,00/.>^O 

Kl. 

1 ,32 

-j-0,001 1 12 

— 0,0011)/  \) 

0,uU2o8 J 

Kl. 

1 ,33 

— 0,00UoO/ 

4-0,000403 

1(1. 

1,34 

— (),00U4O'1 

0,002839 

0,0024î»0 

id. 

1  ,<3.) 

-i-ll  0(1-)  37"» 

ifl 

1 ,36 

-f  O,0(j770i 

0,007873 

0,002598 

1,37 

-1-0,015577 

0,010471 

0,002052 

1,38 

-i-0,02<iOiB 

0,013123 

0,002706 

iii. 

1,39 

+0,039171 

0,015S29 

0,002760 

id. 

1,4 

-j-0,055000 

0,018589 

0,00281 4 

id. 

qui  prouve  que  Tune  des  i«dlies^eom|»riMèatre  1,99  ëi  î^Hf 
raotra  ealre  i,d4  et  i|d6.  . 


Mélbode  de  Kewioo. 

• 

586.  D'après  ce  que  nous  c^ons  dit  ^■^05),  lorsque  i'accrois- 
semeut  de  la  variable  devient  de  plus  en  plus  petit,  les  éiîté- 
renoes  successives  d'un  polynôme  diminuent  d'autant  plus 
llidement  que  leur  ordre  est  plus  élevé.  11  résulte  de  là  que  dans 
•  Un  intervalle  sufiisainment  petite  on  peut  négUger  les  différences 
Mondes  et  regarder  les  accroissements  d'une  fonction  ^mme 
proportionnels  à  ceux  de  la  virlable;  on  dâdult  de  celte  re.- 
iliarque  Un  moyen  de  calculer  dne  racine  avec  une  très-fcàode. 
approxi^tlon  lorgne  Ton  en  connait  déjà  line  valeur  suffi- 
samment approchée. 

Soit,  en  effet, 

.11]  y(^)=0;     .       '   •    •  ' 

une  équation  algâ>rique,  et  a  une  valeur  approcliée  d'une  racine 
dont  noiis  désignerons  para-f- A  1a  valeur  cxàcte,  on  aura  évU 
demmfenl  .  '  . 

taj  F(a  4-/0=0;  .  : 

ou 

m  FW«hFKa)*  +  r(ii)^  +  ..,  +  J^  ■ 

et  en  HégllgeÉlit  les  termes  qui  ifciMi<imétit  tiâe  puiMiiee 
pk»  élevée  que  la  premiftre ,  ott     «»ec  tilte  «ppMlillUloa 


d  MitAfil  piiM  itvnde  qu«  h  est  plus  petit, 
en  sorte  que  l'équidUm  [3]  défient 

F(a)-|-F'(a)/*  =  0, 
et  l'on  en  déduit  k  asr^  î 

la  ?aleur«pprochée  de  la  racine  est,  par  conséquent,  . 

F(«)     ■  . 

éfa  désignant  ceHe  faleor  par  b,  et  appliquant  de  noliféàu  le 
mémè  prboédé,  on  trou? era  une  valeur  plus  approchée  emkite 

et  en  répétant  colle  opération  plusieurs  fois  de  suite  on  oblien» 
lira  rapidement  une  très-grande  approximation;  il  est  inipos- 
sil)lc  d'indiquer  d'une  manière  générale,  et  iuilèpenilanniicnt 
de  tout  exemple  particulier,  la  rapidité  avec  laquelle  croissent 
les  approximations,  mais,  dans  chaque  cas,  on  s  en  forme  faci- 
lenient  une  idée  en  procédant,  comme  nous  allons  le  faire,  dans 
l'exemple  suivant, 
9117.  Reprenons  réquation 

nous  avens  trouvé  que  l  une  de  ses  racines  est,  h  j^gk  f^i/ 

égale  à  1^,602 ;*8i  âous  la  Oétigaons  par  A  senpius. 

petit  que  0,001  et  nods  aurons 

•  •  ,  ,  ^ 


pgur  ^=:i,«0â4  im  Goeffieienta  de  4^  et  de  ^  sont  plua pattts 
que  l'uiûié,  en  sorte  que  le  s^œond  et  le  troisième  terme  dit 


L- 1 u  1  ^  u  Li  L  y 
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«eWMwf  membre  sonl  moindres ,  1  un  que  0,000001 ,  l'autre 
que  û.OOOOCOOOi ,  nous  avons  donc,  à  un  miUiouième prés, 

^  FW)* 

cm  a,  d'après  Je  tableau  (585),  pour  1,602, 

F{ar)«=:— 0,000634112; 

d'ailleuTB         P(»J  =  3««— 7=:— 4,137136; 

.   .     0,000034112  ^, 

^        .      *  =  Ï7Î37Ï360ÔO  =  »'' 

el  Ton  ne  doit  pousser  la  division  que  jusqu'aux  tnillionièmes 
.  puisque  l*on  ne  peut  répondre  de  la  valeur  de  h  qu  à  un  millio- 
nième près.  •  • 
Nous  avons,  au  moyen  de  celle  valeur  de  h,  une  nouvelle  va- 
leur approchée  de  Ja  racine 

1,693066»^, 

représenlons  sa  valeur  exacte  par 

I,69a008+JI'sr6  +  A', 

BOUS  aurons 

F'(6J    I.2F  (6J     1.2.3F  (é)' 
*•  étant  mcAndre  que  0,OOOM0000001  et  A  »  moimlre  que 

comme  on  s  en  assure  facilement,  moindres  que  l'unité,  si  i  on 
preud  '  • 

A'-^JW  ■ 

• 

Terreur  commise  sera  de  Tordre  de  0,000000000001.  Cet  exem- 
ple suffit  pour  donner  une  ïôéc  de  la  rapidité  des  approxima- 
tions el.pour  montrer  commeni  on  doit  l'apprécier  dans  chaqiM 
cas. 


R6|»rliaiilalloD  graiihique  ilt  It  néthode  de  Newton. 

9M.  Là  tBélbode  d'apiiroirinMtioii  que  pm  Y&um  d'expo- 
8cr,  peut  èe  re|ffi6teiiter  graphiquement  d*iiBe  mani&re  très-tioH 
pic,  que  mm  croyons  devoir  indiquer  îd  quoiqu'dle^  exige  des 
oolions  de  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  i  ucincs  réelles  de  1  cqualiou 

revient  à  celle  des  points  où  la  courbe  qui  a  pour  équation 
y  —  f  j-)^  coupe  l'iixo  des  -i'.  Vax  désignant  par  a  une  valeur  ap- 
prochée de  la  racine,  et  par  f{a)  la  \aleur  concspoiidunlc  de 
I  équation  de  la  laugentc  à  la  courl)c 

au  point  dont  les  coordonnées  sont  a  et  fija) ,  est 

Celle  tangente  coupe  TakO  des  x  en  un  point  dont  l'al>i»cis6C^ 
est  évidemment 

ra)  ■ 

c  esl-à-dire  précibéiucnt  égaie  à  la  valeur  fournie  (Hir  la  méthode 
de  Newton. 

D'après  cela,  la  méthode  de  l^ewlou  équivaut  à  la  construc- 
tion suivante  :  ' 


Ayant  la  position  approchée,  P,  du  point  où  une  courbe  coupe 
Taxe  des  x,  pour  en  obtenir  une  autre  plus  approchée  encore, 
on  mène  au  point  M  de  la  courbe  qui  se  projette  en  P ,  une  tan- 
gente MT,  et  le  point  T  est,  en  général,  beaucoup  plus  près  que 

.  P  de  llinteajeubôn  dierchée.  En  répétant  la  même  Gon^lru^-. 
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lion,  on  obliendra  un  nouveau  point  T  encore  plus  rapprooM* 
•  que  le  précédent,  et  ainsi  de  suile. 

'  589.  La  méthode  dont  nous  avons  iail  usa^^e  pour  résoudre 
une  équation  algébrique,  s'applique  sans  inodificalion  h  une 
équation  quelconque  ¥{x)  =  0,  [unwwi  (jue  \v  pnMuicr  iiicnibrc 
"  boit  une  fonction  continue  de  la  variable.  Celle  condilion  surtU, 
en  effet,  pour  que  deux  nombres  qui,  substitués  dans  le  premier 
membre,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  compren- 
nent nécessairement  une  racine,  et  c'est  sur  cette  circonstance 
que  laméthode  est  fondée.  La  seule  difficulté  sera,  dans  chaque 
cas,  de  trouver  un  moyen  simple  pour  substituer,  dans  F(«),  des 
lM>mbres  éqnidistants.  Nous  ne  pouvons  rien  dire  de  gén^l  à 
ce  sujet  ;  la  marche  à  iuivre  dépend»  de  là  nature  de  la  fonc- 
tion. Lorsqu'on  aura  trouvé  une  valeur  suffisamment  appro- 
chée de  la  racine,  laméthode  de  Newton  permettra,  comme 
nous  1  expliquerons  plus  loin,  d  en  <léd,uire  de  nouvelles  v^eurs 
de  plus  en  plus  approchées. 

■ 

Nous  développerons  ce  qui  précède  sur  un  exemple.  En  dési- 
gnant par  t  ia  température  de  la  vapeur  d<îau,  sa  lorce  élasti- 
qjH»  F,  exprimée  en  milliniètres  de  ipefcure,  est  dofnié»  ^  }fL 
formule  - 

dans  laquelle  ou  a. 

os  6,9640946, 

logé  ==  0,1397743, 
loge  =0,6924351, 

lûg  V  =1,994040202,  '  . 
kig1i«r,098343869. 

Cherchons  quelle  est  la  température  pour  laquelle  la  force 
élastique  est  ég^ie  à  750. 11  faut  résoudre  1  équation 

tat  rio -f  Aît^»+ «ç  0, 

a,  byC,  a,  fi  ayant  les  valeurs  indiquées  plus  haut,  et  x  dési- 
'j^nant  la  température  inconnue,  nous  eonunenccrons  par  sub- 
stituer à  a;  des  valeurs  croissantes ,  non  pas  d  une  unité,  ce  qui 
smit  trop  long,  mais  de      unités.  On  formera  à  part  tes»  va- 
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'  leilredeclacundesdeiatcnDttik^el^fl^,  et,  pow^ela, 
Qii  lalcaleni  leiira  logarithmes  : 

10g6  +  (f  +  20)loga, 

dans  les<|iie1s  on  supposera suoeessirement  ^sso,  |s=  lo,  /=20, 

t  =  ^0,  t  =  40,  t  =  50,  <  =  60,  ^=70,  /  =  80,  <==90,  100. 
Iji  pîissuut  ensuite  des  logarilhines  aux  nombres,  on  voit  <jun  .  . 
le  proinier  rnefulu  c  do  l'cquiition  propow^e  ne  (  lian^T  de  signe  * 
que  lors(|uc  x  passe  de  la  valeur  00  k  la  valeur  100.  Ou  a,  eu  eflel, 
d'après  les  valeurs  données  plus  Uaui , 
Poura;=:90; 

log&^0,ia0774«>  Iog4rr=:0,60i4351. 
1 10  logots:  1^3454221     llQlog  =  I,gl7g24g 

log  1,  isjiy64      log  rà""  =  0,5102599 

•  PSsssant  des  logaritbnies  aiiK  nombres,  oa  lrou?e  : 

SubtUluaiil  dans  l'équation,  et  romplaçaul  a  pai'  son  comffié* 
nmt,  on  a  : 

log  750  =  2,8750613  . 
conip' a  =  3,7359652 
^a*+*==  0,3006303 
tf|^aqpa,237874 
le  premier  meoriM  y  «3t  0,164606$ 

le  résultat  est  positif. 
Poui' a?  =  100 ,  on  a  successivement  : 

log  6=:  0,1397743         lQgc:=0,m4S51  » 

logdft>«»:i:l,4S56803      logeas  0,493666»  . 

6i»'-^«>  =  0,2664952    r^'^  =  3, 116030 

log  750  =  2,8750913 
COmp' a  =  3,7359652 

Ô«'^=0,â6ô406â 

«>f=»*s=  3, 116639 

y  =  1,9941607  '  ^     ,  ' 

ou  ^=—0,0058393 

le  rcsuilal  est  uc^julU, .  •  ... 
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51*2         juKbouiBON  m  moèJtm  mmm»iÊà, 

AiMi  #  eèl  mopris  entre  M  et  100.. 

En  opérant  de  mènie  powr  «  ==: 91  »  a^9l,  m sr99,  «  sssM, 
â;:s95,  ^s06,  «:=97,  jP3ss98etrs=:99,  on  trouve  loujours 
desrésuRnls  positifs.  Pour  a:  =  99,  on  a,  en  effet, 

log  h  =  0, 13977  i3  log  c  =  0,692435 1  * 

119  log  a  =  1,2918657    .  119  log  p  =  1,8029 196 
1,431^  0,4953547 
=0,2701718'  cp-^a:  3, 128033.  S 
log  750  =  «,8760613 
comp»a  =  3,7359652  * 
=  0,2701718 
=  3^J28033_ 
y  =:  0,00983 13 

Par  conséquent  t  est  compris  entre  99  et  100.  En  faisant  les 
mêmes  calculs  pour  a:  =  99,1,  â7=99,2,  d;  =  99,3,  etc.,  Ou 
trouvera  des  résultats  poeitife  Jusqu'à  ce  ^on  fasse  «=99^7. 
Voici  les  calculs  pour  â?s=99,6  et  pour  «=09,7. 

Pour  ;pss  99,6: 

log  6  =  0,1397743  log(?  =  0,69213;>f  . 

1 19,6  log  a  =  1.2882953    1 19,6  log  p  =  1.80l9:î51) 

1,4280696  0,4943610 
^'•  =  0,2679598   cp'^~  =  3, 121483 
log  750  =  2,8750613 
compta =3,7359652 
6«'^=  0,2679598  ^ 
3,121483 

•  9^0,0004693 
'  .Pour;r=99,7- 

log  5  =  0, 1397743  log  c  =  0,692435 1 

ll9,7log ot  =  1,2877003      1 19,7  log  p  =  l,_80[76q3 

1,4274746  0,4941954 

è*.**^  s=  0, 2675929  tp'  ^«  '  =  3, 120293 

Iog7ô0=  2,8750613 

comp*a=  3,7359652 

5«^=  0,2075929 

ey*»-^  3,120293 

y=  1,9989124 
ou  y  =  —0,00^0876  . 


RESOLUTION  DES  ÉCLATIONS  NUMÉRIOtES.  5i3 

11  en  résulte  que  l'on  a  ^  =99",6,  ti  moins  de  0,1  de  degré. 

50O.  Quoique  l  appréciation  d'une  température  à  une  plus 
grande  approximation  ne  présente  aucun  intérêt,  et,  que  d'ail- 
leurs, la  formide  [3]  n'étant  pas  rigoureusement  exacte,  on  ne 
soit  pas  en  droit  d'en  déduire  des  valeurs  très-approchées  de 
l'inconnue,  nous  montrerons connncnl  on  pourrait,  en  la  suppo- 
sant exacte,  chercher,  par  la  méthode  de  Newton,  une  valeur 
plus  approchée.  On  a  trouvé  pour  valeur  approchée  de  la  racine: 
a: =99,6.  Supposons  que  la  valeur  véritable  soit 

a:  =  99.G4-//. 

h  étanl  très-petit  :  en  désignant  par  ¥{x)  le  premier  membre  de 

l'équalion  [g],  — ^—  dilTère  peu  de  la  dérivée  de  V{x\ 

fta'^**  loir  ot    rS'"*"*'  loff  Ô 

c'esl-à-dire  de  — i  — h  -~  Nous  pouvons  donc  no- 

\oge     '      loge  *  ' 

scr  approximativement 

F(j-f  ;<)— F»  _  /i«"-^*^ioga  ,  cy  ^  log 

h  log  e  log  e 

Mais  X'\-h  étant  racine,  on  a  F(aj-t-A)  =  0.  On  a  trouvé, 
d'ailleurs,  F(x)  =  F(99,6)  =  0,0004603  :  cette  équation  devient 
donc 

—0,0004693  _  ^;«"*^«  log  m     r^"*-^  log  ^ 
h  log  c  log  e  ' 

d'où  l'on  déduira  la  valeur  de  //. 

591.  On  pourrait  encore  calculer  la  valeur  approchée  de  h 
par  le  procédé  suivant ,  qui  est  d'une  application  plus  Tadle^ 
mais  qui  n'a  pas ,  comme  la  méthode  de  Newton ,  Tavantage  de 
pouvoir  être  répété  indéfiniment  : 

Pour  X  =  99,6 ,  on  a  y  =  0,0004693  ; 

pour  ar=99,7,         y  =  —  0,0010876; 

donc,  pour  un  accroissement  de  x  égal  à  0,1 ,  raccix>issemcnl 
dey  est— 0,015569. 

Pour  que  y  devienne  0,  il  faut  que  son  accmiss^uicnl  soit 
—  0,0004693,  et  que,  [lar  suite,  raccroisseuicnl  li  de  x  soit 
donné  par  la  proportion 

h  :  —  o,Oi;04693  ;  :  0,  i  :  —  o,ooi  o569. 

33 
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576.  Pour  réfloodre  une  équation  numérique,  il  faut  d'abord  ciiarcber  lal 
racines  commeosurables,  et  supprimer  les  facteurs  qui  leur  correspon- 
'  dent.  On  applique  ensuite  la  méthode  des  racines  égales.  On  cherche 
ènfin,  par  le  théorème  de  Déscartes,  uiié  limite  du  nombre  des  racines, 
tant  pokitires  que  négativéd.  —  377.  Oh  substitue,  dans  lé  premier 
iaeiilbrè,  à  la  placé  de  Tinconnue,  leâ  hombres  entiers  successifs,  en  faf- 
nni. usage  de  la  méthode  des  difîérënces.  —  378.  Les  changements  dl» 
eigoe  obtenus  dans  les  subslitutioiis  préoédeoles  font  oonnaltre  des  ïo- 
tervalles  dans  lesquels  il  y  a  des  racinoi.  Lors  même  qu'il  n'y  a  pas 
thângenibnt  dé  signe,  lesrésultàts  obtenus  pëovent  indiquer  ehlrb  qu'elè 
nombres  se  trouvent  probablement  les  racines.  578.  Théorème  qui 
limite  les  irrégularités  que  peut  présenter  la  courbe  à  l'aide  de  laquelle 
on  représente  les  valeurs  du  premier  membre.  —  880.  Substitutions 
nouvelles  de  dixièmes  en  dixièmes.  —  381.  SimpliGcation  du  calcul  des 
différences  relatives  à  un  accroissement  d'un  dixième,  dans  le  cas  où 
l'équation  esl  du  troi-^ieme  degré. — 382-583.  Application  de  la  méthode 
précédente  à  un  exemple.  — 384.  Calcul  d'une  valeur  plus  approchée 
de  la  racine  à  l'aide  d  une  proportion  analogue  à  celle  dont  on  fait  usage 
dans  l'emploi  des  tables  de  logarithmes.  —  38i>.  Exemple  dans  lequel 

•  les  intervalles  dans  lesquels  doivent  se  faire  les  substitutions  se  recon- 
naissent moins  rapidement.  —  388.  Méthode  de  Newton.  — 387.  Ap- 
plication à  un  exemple. — 388.  Représentation  graphique  delà  méthode. 
—  389.  Appltcation  des  substitutions  à  la  résolution  d'une  équation 

•  transcendante'  —  390.  Application  de  la  méthode  de  Newton  à  la  ro- 
.   cherche  d'une  valeur  plus  approchée.  —  391.  Calcul  de  la  Valeur  ap- 

INPOchée  de  la  raoioe  à  l'ai4e  d'une  proportiou. 
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CHAPITRE  JXXIU 

D£€OMl'OSiTia\  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


sot.  LoTMitte  Im  deux  leitM  d'iiiui  fiveëen  mà  des  pely- 
nomes  entiers  par  rapport  à  une  même  lettre      on  peut, 

en  cflectuant  leur  division  autant  (pie  i)ossiljlo,  déconipostM*  celte 
fratlion  en  un  polynôme  entier  p;ir  rapport  à  celle  IcHrc,  et  en 
une  autre  fraction  dont  le  numérateur  .^oil  de  de;;r(''  nioiiulre 
cpie  le  dénominateur.  Le  but  de  ce  chapitre  est  de  montrer 
comment  celte  fraction  peut  ellc-mOmc  être  déc(»niposée  en 
d'autres  plus  simples.  Nous  supposerons  seulement  qu'on  ail 
résolu  l'équation  obtenue  eh  égalant  le  dénominatcui*  à  zéro»  «l 
qn 'on  en  connaisse  toutes  les  racines. 

Cas  Û6&  raciiMi  iuégaleâ* 

'  593.  Soit  la  fractioA  rationneUe 


/Ta?)  désigne  un  polynooÉèea  «  de  degré  meifidi»  ^e 
Soient  a,  6,  c,     A,  i  lesracîMs  del'éqaation 

Pf»)±=0. 

Notts  supposerons  d*abord  qu'elles  soient  toutes  inégalea.  Nous 
lAottSToir  que,  dans  ce  Ga9»  en  pedk  tot^ours  tneiti^  k  Mc- 
tionji]  sous  la  forme 
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M6  niooKPosinoii  * 

A,  B,  C,  K,  L  désignant  des  conslanlcs.  Pour  le  démontrer, 
nous  considérerons  A,  B,  C,  ...  K,  L  comme  des  cocflicienls  in- 
déterminés dont  nous  déterminerons  la  valeur;  puis  noi|8 véri- 
fierons ensuite  qu'ils  rendent  l'équation  [2]  identique. 

L'équation  [^],  si  on  multiplie  les  deux  membres  par  F(a:j, 
devient 

roi        /y^N      AF  }W  \r  K  Vfx)  LF(.r) 

Ckunme  l'équation  [3]  doit  être  identique»  il  faut  qu'elle  soit 
satisfiiite  pour  les  valeurs  x= a,  07=^9 =  Si  Ton  fait, 
par  exemple ,  a;= a,  et  que  Ton  remarque  que  F(a)  étant  égal 
à  aéro,  tous  les  termes  du  séoond  membre  disparaissent»  excepté 
edui  qui  est  divisé  par  x^a^  on  a 

en  désignant  par  i&  valeur  que  prend  le  quotient 

quand  on  y  fait  opsa.  Or  eu  a 

F(a;)  =  Y[a  +    -  ^/)]  =  F(a)  +  F'(aXx-  «)  + 

^       '  1.3. ..I»       '  * 
eu  remarquant  que  F(a)  =^0 , 00  eu  conclut 

m=r«+t|>.^H...+,SS,«-.r-. 

et, en  faisant  2;  =  a,  tous  les  termes  du  second  membre  dispa- 
raissent ,  à  rexcêption  du  premier;  en  sorte  que 

et^  pai'  suite,  1  équation  [3J  devient 
doà  ron  eondut  ^^^^-Jr,- 
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On  trouvera  de  même 

R.-A^)     r^n^)  x^f^ 


Four  détermiaer  les  veleors  précédentes ,  nous  ftTons  com- 
mencé par  admettre  la  possibilité  du  développement  [2]  et  de 

l'équalion  [3],  (jui  on  est  une  consiMpionre.  I!  est  donc  nécessaire 
de  démontrer  que  ees  valeurs,  qui  é\idenimenl  sont  les  seules 
possibles,  satisfont  effccli\eineiit.  Pour  cela,  remarquons  qu'ea 
ies  adoptanl,  l'équation  [3]  sera  satisfaite  pour  les  valeurs  a,  6, ... 
ky  /  de  x;  or  f{x)  étant,  par  bypollièse,  de  degré  moindre  que 
F(;p},  cette  équation  est  de  degré  m  —  1,  eUe  ne  peut  donc, 
avoir  n  racines  sans  être  satistîaite  identiquement. 

Cas  des  racines  imaginaires. 

394.  D'après  ce  qui  précède,  en  désiynanl  par  f{x)  un  poly- 
nôme de  degré  moindre  que  V{x),  et  pai"  o,  6,  c,  A:,  /  les  m 
racines  de  F(â;}  =  0,  on  a  identiquement 

rn  A^)  ,,    m    ,    m    -,    I    m  '  • 

F  {X)  ~  F'(û}(x  —  a)     YXb){x  —  ô)     -     F(0  \x  —  /)* 

Cette  formule  suppose  seulement  que  les  racines  a,  6, L 
soient  inégales.  Elle  s'applique  au  cas  où  cpielques-unes  d'entre 
eUes  seraient  imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  il  sera  con- 
venable de  faire  subir  au  second  mfflnbre  quelques  réduetloBs 
destinées  à  en  faire  disparaître  les  quantités  imaginaires  qui  y 
sont  en  évidence. 

Soient  «  -J-gy^^,  «— py^^  deux  racines  imaginaires,  il  est 

ftusilede  voir  que  /^(a+p^^)  et  /(«— p^/^)  ne  diffèrent  jgue 

ifÊOtU  signe  de  v^~T,  en  sorte  que  Tune  des  deux  expression! 

étant  P+Qv/^,  l'autre  sera  P— ;  de  même,  F'(«+^v^— ï) 

et  F(a  — pv^^)  pourront  être  représentés  par  M+N\/^« 

M— IV^,  en  sorte  que  les  deux  termesdn  second  membrade 
[1];  qidoorrespoBdent  aux  raetnes  considérées,  sont  de  la  foraia 

P+Q/=I     _  t>~Qi/^.  . 
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OU,  en  réduisant  au  ni^me  dénominateur,  et  supprimant  les 
lermos  qui  se  détruisent , 

2(PM  4-  QN)(a:  —  a)— 2Pyft+ 2QMfi 

(M»  -f  iN^j[(.z:  -  af  +  îi*J 

On  voit  donc  que  les  deux  fractions  simples  qui  correspondent 
à  deux  racinesconjuguées  peuvent  être  réunies  en  une  seule  dont 
le  numérateur  est  du  premier  degré  par  rapport  h  a;,  et  le  dé- 
nominateur du  second. 


Cas  des  racines  égales. 
SOi>.  Si  le  dénominateur  de  la  fraction 

contient  des  racines  égales,  les  formules  précédentes  ne  sont 
plus  applicables  ;  on  peut  néanmoins  décomposer  cette  fraction 
en  d'autres  plus  simples;  pour  le  montrer  nous  établirons  d'a- 
bord le  théorème  suivant. 

Si  a  désigne  une  racine  multiple  de  V équation  Ffa:)  =  0,  a  son  . 

f(x) 

degré  de  multiplicité  ^  la  fraction  ratioimelle        pourra  toujours 
être  décomposée  de  ta  manière  suivante  ^ 

L*J  L7^^  —  /.w,  «\»  r 


A  rMN///nfl?î^  une  constante^  fi(x)  un  polynôme  entier  et  rationu^l, 
Fi(x)  le  quotient  de  la  division  de  F(x)  par  (x  —  a)*. 
On  a,  en  effet,  identiquement  et  quel  que  soit  A, 

m  ^^^^     =    ^  \ 

^       V{x)     {x—a)*ï'\(x}     {JT-  —  ar     {>c-arh\ix)  ' 

'  81  nous  déterminons  A  par  la  condition 
[3]  /l[a)-AF,(a)  =  0, 

le  numérateur  du  second  terme  du  second  membre  s'annulera 
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par  :r  =« «I  taft,  pu  cùOiéqmBi,  dlvMîbk  f»  «— «;  f n  po- 
saut  donc 

il  viendra-  — ^  1  ^i£L_; 

ce  qni  ftépifmtfe  |a  proposition  énoncée. 

Rbmarqui.  Fi(x)  élanl  le  quotioni  do  la  division  do  ¥(x)  par 
lit  plus  I^Mle  puissi^nto  do  x  —  qui  puisse  le  divi^t^i ,  F,(fl)  ne 
sera  jamais  nul,  ot  IViqualion  [3]  fournira  loiyouri»  pour  A  une 
valeur  finie.  Ou  peut  reniarqucf  que  celle  y^)|r  ne  sera  jamais 


nulle 


fraction  |^  éti^  réduite  à  sa  plus  sijnplç  e;^- 

pressîQn ,  fix)  et  F{x)  ne  peuvent  pas  avoir  déracine  comomne, 
et,  par  suite,  le  Numérateur  /(a)  de  Ai  ne  pei|t  itre  égal  à  séro. 

5(HI.  Aprèi  avoir  mis  la  ik^tction       sous  la  forme  ' 

r{X) 

m  ^         —A— 4-  fi^  

(a;  —  a)  •  ^  («  — a/-»F,(;ç)' 

si  Ton  ^M^lqne  la  même  méttiode  an  seeond  ieime  de  re:ipm-  • 
§ten  [}] ,  oi|  ppurra  \p  ^eftrp  sqw  )â  tonne 

'    FÎT  A, 

At  étant  i||ie  copstanfe  q)|i  pftut  être  fiulle ^  et  f^{x^  upf  fondiou 
entière. 

On  pourra  de  même  décomposer  en  une  sopime 

de  la  fonne 

rai  ^»     I  ^(^) 

et;  en  continuant  ainsi,  pn  voil  que  la  fracUoi>  proposée 
peut  être  mise  sous  la  forme 

•    A^)^     A      ■       A,  ,  A,^, 

-  (ic  -  aT    (<F  — ar »  T  -  "T"  (a?  ^  a)  ^a:)' 

Ai,...A,e-i  étant  des  constantes  fink^  e|  déten^inéfcs  dc^t  la  * 
promis  n'est-pas  nnllè  et  f^(x)  iam  Hônction  entière: 


car 
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Soil  maintenant  6  une  seconde  racine  de  F(a:)  =0,  et  p  soa 
degré  de  uittUipUcité,  en  sorte  que  l'oa  ait 

en  appliquant  la  méthode  précédente  h  la  fraction  p-^^  on  ob- 
tiendra une  eipression    la  forme 

(x  —        («—  "^(0?— 6)"^  F,(a?) ' 

B,  B,,  ...  B^i  étant  des  constantes  déterminées,  ^  f^Hx)  une 
fonction  entière.  Il  résulte  de  là  qu'en  général  si  on  suppose 

F(«)  =3  (oî — fl^-Cx  —       (a?  —  c)'f  ; 

la  fraction       pourra  être  décomposée  de  la  manière  suivante 

•  »  •  • 

f'(x)          A       ■       Al      I     \  A,-i 

F(a7)  "~  (a:  —  a)*"^  (x  — w)— •""^x  —  a 
(X  —        (X— •  •    «— 6 

A,  At,  ...B,  Bi,  étant  des  constantes,  et£(j;)  une  fonction  entière. 

La  méthode  précédente  en  prouvant  la  possibilité  de  celte 
décoiiiposilion,  donne  eu  môme  temps  le  moyen  de  l  eflccluer. 

La  décomposilion  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

S(97.  Noos  allons  maintenant prouyér<iu*une  fraction  ration- 
nelle ne  peut  être  mise  que  d*une  seule  manière,  sous  la  formç 

indiquée  dans  le  paragraphe  précisent . 

Supposons,  (il  effel,  que  1  on  ail  trouvé  deux  développements 
d'une  même  fraction  rationnelle  : 

et 

A'  A'  V  B' 

ot  et  a'  étant  respectivement  les  cj^posauts  des  plus  hautes  pui»- 
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flAnees  àt  œ  —  a  dnns  les  deux  membres.  Je  dis  que  Ton  doU' 
avoir  «=«',  A=Â'.  Supposons,  en  eflet,  s'il  est  possible,  que 
l'un  des  deux  expoëanis,  a  par  exemple,  soU  plpis  spnmd'^ftrau- 
'tre;  tirons  de  Téquation  qui  exprime  l'égalité  des  deux  dévdk>p« 

pements,  la  valeur  de  ,  ^    ,  et  réduisons  tous  les  autres  ter- 

mes  au  même  dénominateur,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

(a? — af    (a: — «r  ^  ♦  (-f  )  ' 
ou  A=te-.a)?^, 

if  ci}  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'eift  pas  divlsibld 
par         D'ailleurs  A  est  une  constante,  il  faut  donc  qu'elle 

soit  nulle,  car  l'équation  précédente  donne  A=0  pour  xssa.  le 

dis  mainlcnaiit  que  A  =  A';  en  effet,  en  égalant  les  développc- 

A' 

mentset  iàisant  passer  le  terme  r-  dans  le  premier  meoH 

bre,  on  pourra  rcronimenccr  le  raisonnement  précédent  et 
prouver  que  A  —  A'  doit  être  égal  h  zéro. 

Les  termes  qui  renferment  les  plus  hautes  puissant  es  do  x — a 
dans  les  deux  développements  étant  égaux  entre  eux,  on  pouiTa 
les  supprimer  de  part  et  d'autre  et  les  restes  seront  é^ux.  U 
faudra,  par  conséquent,  que  les  termes  qui  dans  ces  testes  ccm- 
tienneiit  les  plus  lûutes  puissances  de  x-^a^  soient  aussi  égaux 
entre  eux,  et,  eu  ccHithinant  ainsi,,  on  prouvera  que  les  fractipos 
simples  qtd  composent  les  deux  enveloppements,  et,  par  suite, 
les  parties  entières  £(j-},  E'co:)  sont  égales  chacune  à  chacune. 


UéÙtùé»  pour  le  caldri  dss  ooeHleianU.  - 

398.  Lorsqu'on  veut  déeomposcr  une  fraelion  rationnelle  en 
fractions  simples,  on  peut  employer  un  procédé  plus  simple  que 
celui  qni  résulte  de  la  méthode  employée  plus  haut  (590). 

Soit  ,  , 

la  fractîM  itfoposée.  On  eomm^^ 
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par  ic  dt^nominateur  afin  d  exiraire  la  partie  entière  et 
il  reslem  ui^e  Iractiop 

4«ns  laqaMIf  le  degré  de  /t(^)  sera  moindre  gue  (rtvî  do  F(4p}. 
Sdt  a  une  racine  entrant  a  fois  dansPlx)  et  F(x)ss(â>^)«F|(jr). 
On  posera 

fi'T)_^     A  Al      .  .    .   A,.i    .  ^{x) 

ou,  en  muttipliant  les  denx  meml^  par  F(ar), 
/««)=AI''i(a?}+A|Fi(«X«— fl)+...+A^,(«--or*F,(ar^^ 

-Si  l'on  fait  ^ans  cette  équatioi),  et  dans  çelles  que  Ton  oh- 
licnten  prenî^nl  a  —  1  fois  de.  suite  la  dc^rivée  des  deux  mem- 
bres, on  forniera  a  équations  du  preinii  r  degré,  (|ui  feront  con- 
naître A,  At,...A,_j;  la  première  de  ces  équations  donnera  A. 
A  élanl  connu,  la  seconde  équation  donnera  Ai,  la  troisième 
fera  connaître  A,,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  c|i^qi|ç  cq^Qi^ 
cient  sera  donné  par  une  équation  à  une  inconnue. 

Un  procédé  tout  semlilable  ferait  poiipai|re  (es  numérateurs 
^  fractions  qui  dépendent  d'un^  seconde  rurine  ^,  e(  ippsi  de 
suite. 

|:;x^MPLE.  Soit  \ii  fraction 

(4P— 1/' 

diercbons  les  tenpes  qut^  dans  la  décomposition  de  c^tle  frac- 
tion, ont  pour  dénominateurs  les  puissances  de  a?  —  1  ;  posons 

m        (23:4- 1)       ^  I  I     ^    I  f'^'^^ 

«m,  en  duannt  les  dénominalenn, 

SiTon  M,  dans eette  équation,  «ssl,  il  vient 

.  3 


in  ffiOMitla  dérivée diadfiuii  mmbres,  il  vient 

+  2\iX  .  {X  —V){JP+1)  +  A^x  —  1 +  !)• 
+  2  A,x(x  —  IXjJ  +  1)'  +  îAjxCoe;  —  1X«  + 

Si  l'on  fait  47=1 ,  il  vient 
d'où  Ton  déduit       a.  =  ^-^^  =  — 1. 

•  • 

Si  l'on  prend  encore  la  dérivée  des  deux  membres  de  [3]  >  . 
il  vient 

0  =  2A(x-t- 1)+ 2A(a;+ 1  ;-|-2A  j'-|-A»(^+  1  ;'+2A.(a:— tXa'+l) 
•  +A,(x+l)»+2A,a*(a?-f-l)+2A,(x-lX«+l) 

+9A/^x^\nx+V,+U,'x—\Kx+\)'+^tX{x+l)'  ' 
^     +4A*aî.(iB— lX«+l}+2Ai(x— ma;+lj 

+4A,a<ar--lX«+lH^iap(«-im*(«X«--l)* 

+3/i'(«X«-l /+3A'(«X«~  I  y'+ôACJcXaî-l  ) . 

Si  l'on  fait»  dans  cette  équation ,    =  1 ,  ellç  se  (fduit  h 

0=10A+l6A»+4Ai, 
d*où  Ton  déduira  la  valeur  de  A»: 

et  l'on  a,  parsuiie, 

C^c — l)^r (a?  -f  j  )•  T  4(ar — 1  )•    (a?—  1)^    a?  —  1     ar.(ar— If* 

On  dé lerini lierait  de  la  môme  manière  les  fractions  qui  com-  ^  ^ 
.    plèteni  le  déveJqpjiMtDieiit, 

Gfti  defc  i^àm  i|Ba^i)alm  épiles'. 
5M..La  méthode  que  noitt  Wnittn  d'eiposer  Ae  8np|«Sl 
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nullement  que  les  racines  multiples  de  l'équation  proposée 
soient  réelles.  On  doit  remarquer  seulement  que  si  elles  étaient 
imaginaires,  on  pourrait,  dans  le  résultat,  grouper  les  termes 
deux  par  deux  ,  de  manière  à  faire  disparaître  les  imaginaires; 
mais  il  sera  plus  simple  d'adopter,  dans  ce  cas,  une  forme  de 
développement  dont  la  possibilité  résulte  du  théorème  suivant  : 

TBÈfJUÈàÈ.  Si  U  déimiMimir 

admet  n  fois  une  racine  imaginaire  a-fPv^I  et  la  cat^uguée 
dî,  en  mrt»  que  Ven  ait 


on  pourra  toujours  poser 

••'j  F{*)-.((*-«)^i-{?f"*"[(«-r«)'+rt'^fi(»jf 

Pet  Q  étant  des  constantes,  et /;(«)  un  polynôme  réél. 
On  a,  en  effist,  Identiquement 

Or,  on  penl^évideminent  déterminer  P  et  Q  de  nuiniène  ipie 
.  le  nmnéraleiir  de  la  denxième  partie  du  second  membre  s'an* 
nule  pour  les  hypothèses  : 

et  soit,  pai-  consé(|uont.  divisible  par  (a:  —  «)*-f-?*« 
Si  l'on  suppose,  en  etïet, 

/•(«  ±:  PV^::^)  =  M  ±  iNy 

F,  («  ±  pv  — ï)  =  M'dbNV^, 
la  condition  demandée  é^ivaudra  à 

> 

et  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de         et  l'ensemble  des 
termes  réels,  on  obtiendra  deux  équalioiis  qui  fourniront, 
.  pour  P  et  Q,  des  valeurs  réellejs  : 
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Le  nuniéraleur  f{x)  —  {Px'\-Q)Fi(x)   étant  divisible  par 

(x  —  «)*-)- [1%  on  peut  le  représenter  par  [(x  — -|-  cl 
l'équation  [2]  devient  alors 


Si  l'on  applique  le  môme  procédé  de  décomposition  à  la  frac- 

f(x) 

(ion  rT  J ,  Ln-iv ,  N  »     1^  mettra  sous  la  forme 


et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que  la  fraction 
peut  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 


+ 


En  rapproclianl  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  obtenu  (5U6), 
on  obtient  le  théorème  suivant  : 

400.  Théorème.  Sil'on  décompose  le  polynôme  ?{%)  en  facteurs 
réels  du  premier  et  du  second  degré,  en  sorte  que  l'on  ait 

Fix)=  (x  —  a)\x  —     ..{x"  +  px  +  q)''  ...{x^  +  rx  +  s^ , 

on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  de  la  ma- 

.  nière  suivante  : 

f{x)  [x—a)*     {x—af-'  -r  •  -r 

,_B_  ,_P^+0 


{X—b)^  '  •■•  '  {x*-^px-\'qr 

-t-  ^       i-  •  •  -t- 
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K{x)  dôsignanl  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et  A,  At, 
.V.-1,  I^,  0  ...  des  constantes  réelles. 

Le  procédé  qui  nous  a  servi  à  piouver  la  possibilité  de  la  dé- 
composition donne  aussi  le  mojen  de  rcflVctuer,  et  on  pourra 
rappli(iucr  pour  tonner  les  termes  qui  correspondent  aux  fac- 
teurs du  second  degré  :  x^-\-px-\-(j ,  a;'+rj?+s, . . 

401.  On  pourrait  démontrer  connue  nous  l'avons  fait  (307), 
que  la  décomposition  en  fraction  de  la  forme  indiquée  précé- 
demment n'es!  jamais  possible  que  d'une  seule  manière,  et  dé- 
duire de  là  un  moyen  de  trouver,  par  la  mélliode  des  coelTicienls 
indélerminés,  les  fractions  qui  répondent  à  une  racine  donnée. 
Mais  nous  supprimons  ces  détails,  qui  ne  présentent  ni  difiiculto 
ni  intérêt. 

RÉSUMÉ. 

302.  Dut  de  ce  chapilrë.  ~  WSf%.  D)l  où  le  dénoiiilââléur  de  la  fraction 
à  décomposer  n'a  pas  de  racines  égales.  —  594.  Transformation  du  ré* 
sullat  dans  le  cas  où  il  y  a  des  racines  imaginaires.  —  59o-596.  Cas 
des  racines  égales.  —  307.  La  décomposition  sous  la  forme  précédenlo 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  —  398.  Méthode  pour  calculer 
les  coefficients.  —  390.  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  — 
400.  Ttiéorème  général  qui  résume  la  théorie  exposée  dans  ce  chapitre. 

EXERCICE. 

Si  ç(a;)^0  ésl  line  équation  dé  degré  »,  et  â,  h^c  ^ 
racines,  on  a  pour  toute  valeur  de p  plus  petite  que  »  —  1  : 


NOTE  4. 

ftUA  LA  RÉSOLVTIOli  NUMÉRIQUE  DE  mi}X 


402.  Nous  couimcnccrons  par  résoudre  la  question  suivante  : 
(^elle  est  la  candilion  pour  qu'une  équation  du  secq^  degré 

fournisse  ptmr  Vinetmnne  y  une  valeur  ie  la  farm  Mx  +  N,  M  N 

étant  des  facteurs  indépendants  âex. 

On  déduit  de  l'équalion  [1]  en  la  considérant  conime  une 
équation  du  second  degré  .en  y, 

pour  que  cette  val(nir  de  y  soH  de  lu  faiwo  deiMidée^  il  tftl 

nécesbaire  et  suIlisaiU  que  le  polyuome  placé  sous  le  radical 

Stmun  (àarié  pnftdt,  et,  poùi  béia;  oiidt^it  Mit 

(BD — iA*)»«r  (fiP^  4AQ  (D^  -  iàTi  / 

Ou,  on  supprimant  les  termes  B*D'  qui  ligurenl  dans  les  deux 
oiembres,  «t  divisant  ensuite  par  le  facteur  conunun  4Â, 

13]  ^BDE  +  AP  =  4ACF-FB'-CD«, 

telle  eè\  tatoDdHM  ^MlVuidite.  91  elfe  èfll  mx^lle,  ta  rém 
de  y  prend  la  foritl^ 
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405.  Proposons-nous  actuelicmcnl  de  résoudre  le  «ystèttie 
.'  de  deux  équations  numériques  du  second  degré 

Si  nous  ajoutons  ces  deux  équations,  après  avoir  multiplié  1$  * 
preniiiTo  par  X,  le  résultat  pourra  remplacer  Tune  d'elles.  On: 
obtieul  ainsi 

m    (A>  +  A')y»+(BX+B')^.+  {a+(y)«*+(IIX+l>')y 

-f  (  E  X  +  EO    +  FX  +  F  ==  0. 

Laquanlilé  X  élnnl  arbitraire,  nous  pouvons  la  déterminer  par 
.  la  çondilioif  que  les  valeurs  de  jf  déduites  de  Téquation  [3]  soieot 
dtt  premlSF  degré  en  a;. 
Il  suffim  (402)  de  poser  ' 

— (BX-|-B')(DX+D')(t:X-f-EO-KAX-|-A')(ËÀ-(-j!;')« 
=4(A>+A'XCX-K')(Pî^+F'Mf'À+F0(rA4-B')» . 
— (CX+C')(DX+D')«, 

équation  du  troisième  degré  en  X  qui  aura  par  conséquent  une 
FBdne  réelle  au  moins.  On  calculera  cette  racine  par  approxi- 
mation, et  en  faisant  usage  de  la  fonnule  [4]  (IMQ  J  On  obtien- 
dra  alors  pour  y,  deux  valeurs  de  la  forme  .  « 

M,  N,  Ml,  Ni,  étant  connus  en  fonction  de  la  racine  X,  en  substi- 
tuant successl\enienl  ces  valeurs  de  y  dans  l'une  des  équa- 
tions [I]  et  [2],  on  obliendr.i  deux  équations  du  second  degré 
en  x;  il  y  aui  a  par  conséquent,  en  tout,  quatre  valeurs  pour  x 
et  autant  pour  p, 

Meye»  d*ap|iro«iher  dès  ndOM. 

404,  La  racine  de  l  équation  en  X  ne  pouvant  se  caicakr  que 
par  approximation,  les  valeurs  trouvées^pour  et  y  ne  seront 
pas  r^ourciisctnent  exactes.  H  existe  on  moyen  d'obtenir 
des  valeurs  de  pliis  en.pllis  approchées,  qui  s'appUiiiie  à  des 
^équations  de  d^^ré  quelconque. 
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Soient  c1<mjx  équations  F(x,  y)  =  0,  /"x,  y)  =  0  cl  a  cl  des 
valeurs  approchées  de  x  ci  y;  dcsiguous  pai'  a-^-hci  p  +  k  le^ 
valeurs  véritables,  on  aura 

F(«  +  A,  P4.*)=0. 

Or,  ou  a  évidcmjucul 

/•(a,  +  A)  =  A«,    -H     (c»,  .à)  + .... 
/;'(,,  p  + A;) =/•:(«.?)  +  ...; 

d'où  i  on  déduit 

les  termes  que  nous  n'écriNons  pas  coulonant  en  facteurs  de* 
puissances  de  h  ou  A,  ou  des  produits  de  ces  quantités. 
On  aura  doue  en  négligeant  ces  termes  conune  très-petits 

[ i  ]    •         p) + /v:  («,  W + 0  ; 

on  tronverait  de  même 

L2]  F  (a,  p)  +    .'       +  AF,'  («,    =  0  ; 

• 

les  équations  [1]  et  [2]  fourniront  pour  A  et  ifc  des  valeurs  qui 
éfidemment  diffèrent  peu  des  Téritables. 
En  prenant  pour  point  de  départ  ks  valeurs  a  4-  ^  =  *i 

p-\-k=St,  et  posant  x=it  +  hi,  y  =  -}-/•,,  on  Irouverait  en- 
core des  valeurs  approchées  de  /ii  et  Ai,  et  ainsi  de  suite. 


34» 
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SDR  LA  RÉSOtimON  DES  ÉQUATKM» 
DU  PREMIKR  DEGRÉ. 


Considérons  n  équations  k  n  inconnues: 

/  OiXt  +  OiXi  +  aaXi  +  ...  +  flf,vr,  +  ...  +  a„Xn  =  /t, 

■ 

'^^^  i  0x^X1+  flt*«s  +  ...  +  at^Xi  +  ...  +  tf^'a?,  =/», 

\       +  «t"ar,  +  ...  +  a,"ap*  +  ...  +  a\ap«=t, 

^1,  </....  a„,  Oi*,  a,* ...  0,' ...  o„"  (iésignanl  des  cocfficicnls 
quelconques  tout  à  fait  indépendants  les  uns  des  autres.  a\ 
n'est,  par  exemple,  nullement  égal  au  carré  de  oi,  et  le  eliiffre  2 
n\  figure  que  comme  un  indice.  En  général»  o,^  n'a  aucune 
Jiaison  avec  et  n'en  est  nnlleinent  la  puissance  €ela  posé, 
considérons  le  produit 

P==atfl,<it...a«(<if— <ïO(ar-fli)...(a,--fl|)...(a,— ût)(ar--«i)(a*^^ 
(a<--flj...<#,,— ai)(«i-Hri)...(««--iiO...(«,»--«,-t), 

obtenu  en  làisant  le  produit  de  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
mière équation  par  leurs  différences  deux  à  deux,  en  ayant  soin 
de  prendre,  avec  le  signe  — ,  dans  chaque  différence,  le  terme 
affecté  du  plus  petit  indice.  Ce  produit  P  se  composera  d'un 
grand  nombre  de  termes  dans  lcs<]uels  les  quantités  au  ai...a^ 
auront  divers  exposants.  Nommons  U  ce  qu'il  devient  lorsque 
Ton  conbidi're  les  exposants  comme  tics  indices  suj)éricurs. 
R  contiendra  alors  les  diiïéivnls  coefficients  du  s\slciiic  d'cqua- 
lion  proposé,  et  cliacun  (Toux  ligurera,  dans  chaque  lornic,  .lu 
premier  ilcgré,  puisque,  par  li\pothcse,  nous  av(>iis  rcnq)iacé 
les  exposants  par  des  indices.  Si ,  par  exemple,  la  puissance  A 
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de  at  figure  dans  le  produit  P,  nous  la  remplacerons,  pour  ob- 
tenir R,  par  a,',  coefficient  de  ar,  dans  l'équation  de  rang  A  ;  m 
sorte  que  les  deux  expressions  1^  et  K  s'écriront  de  même, 
mais  représenteront  des  valeurs  Irès-différentes. 

Supposons  maintenant  que  l'on  rassemble,  en  un  seul,  tous 
les  termes  de  l{,  qui  conlienncut  a<  affecté  du  même  indice  su- 
périeur» R  prendra  la  forme 

[2]   R = \W  +  AW  +  AM  + ...  +  A,V  + ...  +  A,"û.\ 

A,*.  A,*...  A,"  étant  des  sommes  de  produits  dans  lesquels  ne 
figure  évidemment  aucune  des  quantités 

Je  dis  maintenant  qu'on  a  les  équations  suivantes  : 

f  0  =  A/ff,  4-  A.V  +  A.V  +  ...  +  A.'V/r, 
î  0  =5  AM  +  ^^at*  +  \iW  + ...  +  A 

3  !  • 

^      1  0 = AM  +  AW  +  AiW  +  ...  +  A 

OU,  en  d'autres  termes,  que  l'expression  R  s'annule,  si  l'on  y 
remplace,  dans  tous  les  termes,  l'indice  inférieur  t  de  la  lettre  a 
par  une  autre  valeur  quelconque  1,  3, ...  A;... n.  En  effet,  l'ex- 
pression P  renfermant  en  facteur  (<ii— «/)(«»—«,)... (fl,— a,), 
s'annule  identiquement  si  l'on  suppose,  par  exemple,  a,=ffk:  le 
résidtat  de  cette  substitution  doit  èlrc  zéro,  indépendamment 
de  toute  valeur  altribuée  aux  lettres  ff,, ...  a„.  Les  termes  doi- 
vent donc  se  détruire  identiquement,  et  ètn^  é|xaux  deux  à  deux 
et  de  signes  contraires;  or,  il  est  évident  que  celle  identité  ne 
sera  pas  altérée  quand  on  considérera  les  exposants  comme  des 
indices,  atin  de  passer  de  l'expression  P  à  l'expression  K. 

Les  équations  [3]  étant  démontrées,  on  obtiendra  évidemment 
la  valeur  de  *t  en  ihullipliant  les  équations  proposées  par  A/% 
A/...Ar,  elles  ajoutant.  Les  coefficients  de  xi, jrs...ârf-if 
XtM  —  ^n  deviendront,  en  effet,  égaux  à  zéro,  en  vertu  des 
équations  [3],  et  le  coefficient  de  deviendra  égal  à  R  rn 
Tertu  de  [2]. 
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On  avril  donc 

d'où   R  

On  obUcndrail  de  même  la  valeur  d'mie  inconnue  quelcon- 
que On  voil  que  toutes  ces  valeurs  ont  le  même  dénominateur 
H  Si  R  n'est  pas  nul,  chaque  inconnue  a  une  valeur  unique  et 
délcnninée,  el  le  système  des  équations  ne  présente  auamc 
parUciilarito.  L'élude  de  l'expression  R  condmt  à  unc^éoric 
imporUmlc  d'analyse  alBchrique  que  nous  ne  pouvons  indiquer 

ici. 
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NOTE  6. 

SUR  IiA  RÉSOLUTION  DE  L'EQUATION  ajc'+bx+c^O , 
LORSQUE  a  EST  TRES-PEnT. 


La  formule  générale  q;ui  donne  les  racines  de  i'éqjMr 
tiou  aafi  +  bx  +  ezsO, 


h   .  1 


se  prête  mal  anx  calculs  numériques,  lorsque  le  coefiidenl  a 
a  une  mleur  très-petite.  On  toraprend,  eu  effet,  qu'après  avoir 

calculé  approximalixcmeiit  — Aac,  en  divisant  le  résultai 
par  2a,  on  diviserait  en  même  temps  Terreur  qui  se  trouverait 
par  là  considérablement  augmentée.  Il  est  donc  convenable  de 
modiiier  dans  ce  cas  la  formule  qui  donne  les  racines;  oc- 

rpons-nous  seulement  de  la  racine  qui  diffère  peu  de  — •  j 

(01),  i'aulre  se  trouvera  ensuite,  sans  peine,  puisque  la  somme 

des  deux  est  connue  et  égale  à  — ~. 

DeTéquation  aâ;*+to-fc=:0, 
on  déduit 

rn  i..^— ^— **** 


étant  par  hypothèse  très^tit,  nous  pouvons  négliger  et 
écrire  comme  première  approximation 


rerreur  commise  en  adoptant  cette  valeur  est  ^  \  elle  CMitieat 


ax* 
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en  lacleur  la  première  puissance  de  a,  et  l'on  dit,  pour  celte 
raison,  qu'elle  csl  du  premier  ordre. 
Si  nous  déi>ignons  par  ai  l'erreur  coiumiâo  quand  on  prend 

âpss— xf  nous  aurais  exactement 

0 

[31  a?=— 1  +  04; 

en  remettant  celte  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion [1],  il  vient 

si  nous  négligeons»  dans  le  second  membre,  le  troisième  et  le 
quatrième  terme  qui  contienne  en  iiMsteurs  a«t  et  «1*,  il  viendra 
comme  mtmiê  approximatUm 

«1  étant  du  premi(  r  ordre  par  rapport  h  a,  a»»  et  ai*a  sont  rcs- 
Iieetivement  du  second  et  du  troisième  ordre,  c'esl-à-dire  qu'ils 
contiennent  a*  et  a?  en  fadeur.  Notre  seconde  approximation, . 
fournie  par  la  formule  [5],  ne  laisse  donc  subsister  ^  des 
erreurs  du  second  ordres  et,  si  nous  posons,  par  conséquent, 

L6]  a?=-j— ^  +  a„ 

»,  sera  «lu  secoml  01  dre,  c  esi-à-dii*e  que  son  expression  con- 
tiendrait rt*  en  facteur 

Si  nous  remcltons  dans  le  second  membre  do  la  formule  £1] 
la  valeur  de  x  fournie  par  la  formule  [6],  il  vient: 

ou,  en  développant 

[8]    ,=:___^___.__4.2,.-^_  +  _.j__, 


•i  étant  du  second  ordre  (c'est-à-dire  contenant  a'  en  facteur). 


•la  et      seront  du  troisième  et  du  cinquième  ordre.  Si  nous 

négligeons  les  ternies  qui  les  contiennent,  ainii  que  -gj-y  qu*tl 
a  dès  lors  aucune  raison  pour  conserrer,  il  vient  comme 

e     oc*  io'e' 

ÏT  ^' 

Il  serait  iacile  de  continuer  aluni  iudéûniuieni. 
Aniaoïni*  Les  formules  d'approiiinations  sucoessives  : 

€ 


c     ac*  2fr 


c 


6     è*       ft»  * 

satisfont  aux  conditions  que  l'on  doit  toiyoïuns  s'efforcer  d'ob- 
tenir dans  un  système  d'approximations  successives: 

l"*  Chacune  s'obtient  de  la  précédente  par  reddition  d'un 
terme  de  correction  ; 

S*  L'erreur  qui  subsiste  après  reddition  de  chacun  des 
termes,  est  toujours  très-petite  par  rapport  à  ce  terme. 

En  effets  quand  on  écrit  «ss^|,  Terreur  commise  coniient 

a  en  flMsIeur,  et  est»  par  suite,  très*peilte  par  rapport  à  ^  |. 

e  ue* 

Uuaud  on  écrit    a?=— j — -jr, 

Terreur  commise  contient  a*  en  lecteur  et  est  très-petite  par  rap- 
port  à  -p-. 
Quand  on  écrit  enfin 
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reneur  rouimisc  conlieul  à"  en  facteur;  elle  est,  par  consé- 
quent ,  très-petile  par  rapport  à 

Applicath».  En  résolvant  un  problème  relatif  à  la  profondeur 
d*un  puits,  nous  avons  trouvé  (92)  Téquation 


Dans  CiMc  i  ([uation,  v  représente  la  ^ilesse  ihi  son,  égale  à 
343  environ  ;  le  earré    est  donc  un  nombre  assez  considérable, 

et  ^,  coefficient  de  afi^  est  très-petit.  D  y  a  donc  lieu  d'appli- 
quer les  lorniules  précédentes;  en  adoitlanl  la  première,  il 
viendra 

(a)  (t=s^-!^ — 

dont  on  devra  se  ser\ir  dans  les  applications,  car  on  peut ,  sans 
aucun  inconvénient,  négliger  les  quantités  de  Tordre  ^ 

(ïûuîwù  environ ,  et  Tunité  de  longueur  est  le  mètre). 

.  La  formule  (a)  peut ,  du  reste,  se  simplifier  un  peu  si  Ton  re- 

marque  que  v  étant  grand,  est  petit;  en  sorte  qu'en  le  négli- 
geant dans  une  première  approximation  on  peut  écrine 

Xssi—  i 
2 

c'est  la  formule  qui  conviendrait,  en  supposant  la  vitesse  du 
son  infinie.  Pour  obtenir  un  terme  de  correction,  posons 

Nous  aurons ,  i)our  déterminer  a, 

=  t»-  -r  «t 


2,2/  2 


doù  0=5  h— + 

g  V 


2/x 

V 
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Oit 

Né^ligeaul  —,  qui  est  h  la  fois  très-petit  à  cause  du  facteur  « 
et  du  facteur  -,  on  en  déduit 

«-"25' 

et  l'on  a  eniin,  comme  valeur  approchée  de  x. 

Nous  tenniiierons  cette  note  en  indiquant  quelques  for* 
mules  d'approiimalion  soufent  utiles  et  dont  le  lecteur  tromora 
sans  peine  la  démonstration. 

Si  X  désigne  un  nombre  très-petit ,  on  a,  ajtpraximaiivment, 

'  =1-, 


1 
1 


1  —x 

X 


(i+xf=i  +  ^x. 

L*erreur  commise  dans  chacune  de  ces  formules  est  de  Tordre 
du  carré  de  x. 


FIN, 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  CHAPITRES. 


ExPm^ATlOS  DES  SM;NES  ALCtBWlQUES   | 

Chapitre  premier.  Notions  préliminaires  ;  addiUon  cl  soustraclion  al^^è» 

bri»iues   a 

rjUP.  11.  MuUiplicalion  algébrique  ♦   I4 

i'.HAi'.  111.  Calcul  des  radicaux  ;  exposants  négatifs  et  fracUonnaires   27 

Chap.  IV.  l^qualion  du  premier  degré  a  une  inconnue   38 

Chap.  V.  Uésolulion  d'un  nombre  quelconque  d'équalioni  du  premier  de» 

gré  entre  un  nombre  quelconque  d'inconnues   kO 

Chap.  VL  Discussion  des  formules  trouvées  dans  les  deux  ctiapitres  pré- 
cédents  01 

Chap.  VII.  Solutions  négatives  des  équations  du  pi^emier  degré   68 

Chap.  VHI.  Kqualions  du  second  degré   79 

C«AP.  IX.  Kqualions  gui  se  ramènent  à  celles  du  second  degré   93 

Omap.  X.  Théorie  des  inégalités   104 

Chap.  XI.  Quelques  questions  de  maximum  ou  miBhmiBB   117 

iMÂt.  Xil.  Division  des  polynômes   I2(î 

Chap.  XIII.  Combinaisons  et  formule  du  binôme   i37 

Chw.  XIV  .  Rariiies  (les  polynômes   IH 

(^p.  XV.  Méthode  des  cocflicienls  indéterminés   i.'i7 

ClP.  XVI.  Vérification  des  formules  d'algèbre   164 

(»HAP.  XVn.  Sur  les  expressions  imaginaires   170 

(^p.  XVlil.  Théorie  des  fractions  continues   i82 

Chap.  XIX.  Analyse  indéterminée  du  premier  degré   1U8 

('HAP.  XX.  Des  équations  expoaentielles  et  des  logarithmes.   .  331 

Chap.  XXf .  Sur  les  expressions  qui  se  présenleut  sous  une  forme  indéter- 
minée  257 

Note  i.  Sur  la  théorie  des  intérêts  composés  et  les  annuilés   269 

Note  2.  Sur  les  fonctions  symétriques  274 

Note  3.  Sur  la  Ihéorie  des  approximations    270 

SOLUTIONS  DES  EXERUCES. 

Chapitre  prexier   289 

Chapitrr  II   291 

Chapitre  111   296 

Chapitre  IV   297 

Chapitre  V   . .  305 

Chapitre  VI     313 

Chapptre  VII   316 

Chapitre  VIII   320 


540  TVBLE  DES  CWaîMTRES. 

PtgCf. 

Cmapiihk  IX   327 

r.HAPtîRK  X   340 

CiiAPnRL  XI     347 

(lHAI  ITKK  Xll   ,1&2 

Chapitrk  Xlll     :',jT 

Chawhe  XIV   ;«:n 

Chapitre  XV  372 

Chapitre  WI   a?/» 

CHAPlTRb  XVII   Mt 

Chapitr?:  wiil  nae 

CHAriTRC  MX   3ff3 

C.iiAi  nRK  X\  

Chapithe  XXI  399 

Note  l  :  401 

Note  Î   40? 

^0T^;  ;{   ^0:t 

APPKNDICK. 

CHAmnE  XXII.  NoUons  sur  les  séries   40^ 

Chap.  XXIII.  Théorie  des  fonctions  tlérivées  «...  4ia 

Chai*.  XXIV.  Séries  qui  servent  au  (  ak'uUo^arilhmignc  430 

Chap.  XXV.  Nolions  générales  sur  la  résolution  des  équations  numériques.  436 
Chap.  XXVI.  Nolions  générales  sur  les  moyens  de  reconnaître  l'existence 

des  racines  réelles  !..  445 

CiUP.  XXVU.  Tliûoric  des  racines  égales    4^1 

Chap.  XXVIII.  Tliéorèine  de  Descaries   457, 

Chap.  XXIX.  Racines  coœmensurables   404 

/^Chap.  XXX.  Notions  sur  la  théorie  des  différences   471 

CwAy.  XXXI.  Résolution  des  é<|ualions  numériques   ,   508 

Chap.  XXXII.  Déconipubition  des  (raclions  rationnelles  516 

Noie  4.  Sur  la  résolution  numérique  de  deux  équations  du  second  degré.  5*27 

.Note  5.  Sur  la  résolution  des  équalions  du  premier  degré   5:to 

Note  6.  Sur  la  résoluUoa  de  Téqualion  ao--  4-  &x  -f  c  =  0,  lorsque  a  est 
lTè$-i»elil   533 


riH  ùt  LA  TABLE  DES  OHAPiTRES. 


L  ,j  ^ud  by  Google 


ERRATA. 


Page        ligne  (i,  en  reinoniaDt  ;  ajoutez  [l  —  t). 
id»,        7,  en  remontant  :  ajoutes  (i  +  f\ 
63,       .15  :  qu'elle  a  ;  liiez  que  l'équalioD  proposée  a.  ' 
07 ,       16  :  dans  UD  ;  m'oiifex  tampt. 
id,,        17  B  du  s  lise:  de. 

Ht,         Q,  en  remontant  :  feintions  entre  les  raciMi;  Im^^ relations 

enlre  les  racines  cl  les  coclflcients. 
Kxerric  e  WIl  :  au  dénominateur  o'H-  h  -  lisez  a  —b\ 
100,  Avanl-dernière  ligne  :  tG6(i'  +  3*'}—  iv6y.  Use: 

103,  Giardce  XXin  t  au  premier  terne  (t  4*    s  l^s  [  i  — ^} 

197,  Les  trois  dernières  Ugiies  du  paragraphe  124  M\  eat  être 

placées  II  la  fln  du  paragraphe  1^* 

128,         10  :  gaïKiie  ;  lisez  droite. 

i'-W,  I  :  algébrique;  lisez  artlluDètiquc. 

145,  f):  n— 3;  lisezn  — 4. 

1 46,  3,'  eu  remoDtaBt  :  ^ «  -,  lisez  x^. 
155,        4,  en  renontanl  :  jk*;  IImi  i. 

168,  Eiercfcel,  ligiie3;liseiaf — ur:=)— SCtt-h  9}. 

id.  8:1*;  liseï 

181,         1  :  nombre  premier  plus  griod  que  3;  listM  mmibre.inpair 

premier  avec  3. 
107,  2  :  A  —  a  ;  Usei  A  —  o'. 

id.,  4  :  IV,  lisez  V. 

td.,  9t\-,elfaeex* 
385,         1  :  (278);  l<iejr(S7S). 
303,        7  :  en  remonlant  :  {;  Uses  l.' 
301,         0  :  en  remontant  :  dr;  iûw  =. 

318,        23  au  lieu  de  :  tMn(«— 1)=:  »i-  r -r  j  +  «{n—  l\«-f  2x— )j 

lisez  mn  n—  i)  =  n— 1  -rX^n  —  Ij^n +  2*  —  2}. 
326,         12  :       iùei  —  2H-. 
342^  I  :  égalité  ;  litez  inégalité, 

td.,  StftiUieilk 
344,       l8:d+R;Heeid— B. 

.        30T.       '  Z'.x=:^±^;Usez.=^'^t=:^. 

y^  +  «  y"— a  • 


Digitized  by  Google 


L  _ 


ADDITIONS. 


Nous  réunissons  ici,  sous  lo  lilrc  iV Additions ,  la  réponse  à 
diverses  questions  nicnlionnécs  dans  les  programmes  univer- 
sitaires de  1853,  et  qui  ne  sont  |)ab  siifUsammcnt  développées 
dans  le  Icxlc  de  cet  ou\ragc. 

I. 

bummaliou  des  piles  de  boulets. 

Dttiis  le  chapitre  consacré  à  Félude  de  la  théorie  des  diflé- 
renoes,  nous  avons  fait  connaître  les  formules  qui  donnent  les 
nombres  de  boidets  contenus  dans  les  piles  de  diverses  formes; 
mais  il  est  peut-être  désirable  que  les  élèves  adoptent  pour  ces 
formules  une  démonstration  plus  élémentaire.  La  plus  simple 
repose  sur  la  solution  préalable  du  problème  suivant: 

Trouver  la  somm  des  puiatmees  m"**  du  Urmei  d'une  pr(h 
grcnkmpwr  di/férenee.  Soit  la  progression: 

bf  Cf  df  ....  kf  If 

et  r  sa  raison,  on  a 

bsssû  +  r^  eszb+r,  il=c+r,  ....  /=i^+r. 

Élevons  ces  diverses  équations  à  la  puissance  m  -f- 1 ,  nous 
aurons 

ajoutant  toutes  ees  équations,  il  vient,  en  désignant  généra- 
lement par  Sj»  la  somme  o«*+ ^  +  •••+  *^  par  le  nombre 
des  termes  a,  6,  Cy ...  A, 

=  a-^»  +  (m  + 1  )r  S.  +  ^Jl±^^  s«-, 

{m  +  l)w(<»— 1)  ,        ,  , 
i  Yj£ji  ^m^-f-  •••  +pt^*' 
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Le  nombre  loiul  esl ,  d'après  cela , 

ce  que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

 2  +  2  ' 

ou ,  en  vertu  des  formules  écrites  plus  haut , 

 n  +     — =  ï2  

_n.(n+l)(nH-2; 
 6  ' 

telle  est  la  t'onuulc  ([ui  exprime  le  nombre  des  boidets  con- 
tenus dans  une  pile  triangulaire. 

Pile  à  base  carrée.  La  base  d'une  pareille  pile  est  formée 
par  des  boulets  rangés  en  carré,  dont  le  nombre  total  est 
n%  n  désignant  le  nondjre  de  ceux  qui  sont  contenus  dans 
le  côté  de  ce  carré.  La  seconde  tranche  contiendra  (n — 1)'  bou- 
lets, la  troisième  (n — 2]*,  etc.,  et  enlin  la  dernière  n'en  con- 
tient qu'un.  Le  nombre  total  est  donc 

l*iie  à  base  rectangulaire.  La  base  d'une  pareille  pile  est  for- 
mée par  des  boulets  rangés  en  reclangle.  Si  l'un  des  côtés  de 
la  base  contient  m  boulets  et  l'autre  côlé  n ,  le  nombre  total 
des  boulets  qui  la  composent  sera  mn.  La  tranche  suivante  est  un 
rectangle,  dont  les  côtés  comprennent  respectivement  (m — 1) 
et  (n  —  1)  boulets,  elle  en  contient  par  conséquent  un  nombre 
égale  à  (m  —  l)(n — 1);  la  Iroisième  tranche  en  conlicnt  de 
même  (m  —  2)(n  — 2),  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière,  qui 
est  mie  file  de  m  — n-j-l  boulets  (si  l'on  suppose  m>n).  Le 
nombre  total  que  nous  cherchons  est  donc 

N  =  wm-f  (m— l)Cn  — 1)-|-(W2— 2):n— 2;  +  ...  +  im  — n+l;l. 

Posons  ^m  — n)=p  1  on  aura  évidemment  m  =  n-f /?,  et 

N  =  n.(n+p)-h(»— l+;>)-h(n-2)(n-2+p)+...H-l(l-|-p), 

c'est-à-dire 

N  =  [n*-}.  (fi-i; -f  («-2)«+ ... -f  1] -hp [n -f  (n^l)-f. ... H-l] , 

ou,  d'après  les  formules  connues, 

^_».(n-fl)(2n+l)  ,      n.n  +  1  _n,in  +  mn-{'3p  +  l) 
g  tP'      2  6  
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IL 

DMvéei  des  foncltoos  ciiciilalni  laversei. 

V  Soil  y  =  arc8inx.  On  a  x  =  s\ny.  Désignons  par  y' la 
dérivée  de  y\  sin  y  csl  une  fonction  de  fonction  ayant  pour 
dérivée  y'cosy;  on  a  donc 

Issy'cosy,   d'où  m'  =  — !— , 
.  1 

ou  f'ar  , 

La  dérivée  /  n'est  pas  entièrement  déterminée;  la  raison  de 
celait  est  focile  à  trouver.  L'expression  arc  sin  x  ne  désigne 
pns  scidement  une  fonction,  mais  une  infinité  de  fonctions. 
Désignons  efièclivement  par  z  un  arc  ayant  x  pour  sinus,  va* 
riant  d*une  manière  continue  avec  x  et  s^annuiant  en  même 
temps  que  lui;  rcxpiession  arc  sin  a?  représentera  indifférom- 
incnt  l'une  quelconque  des  fonctions  qui  sont  comprises  dans 
les  doux  formules 

en  désignant  par  V  la  dérivée  de  s ,  les  fonctions'représentées  par 
la  première  formule  auront  aussi  V  pour  dérivée ,  mais  sera 
la  dérivée  des  fonctions  représentées  par  la  seconde  formule. 

2*  Soit  jfssarccosa?.  On  a  «sscosy.  Prenant  1^  dérivées 
de  chaque  membre  et  dénotant  par  y*  la  dérivée  de  y,  il  vient 

l=s— y'siny,  d'où  y'=i::^» 

ou  y'= — /  ■■> 

On  expliquerait,  conmie  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  précé- 
dent ,  la  double  valeur  de  y'.  11  faut  rcinanpier  que  les  fondions 
arccosj::  donnent  lieu  aux  nicmes  dérivées  que  les  fonctions 
arc  sin  â?.  ËffecUvemcul  si  z  csl  l'un  des  mes  qui  ont  x  poui* 

sinus  ou  pour  cosinus,      s  sera  Fun  de  ceux  qui  ont  x  ponr^ 

cosinus  ou  pour  sinus. 

3*  Soil  j^=sarctangx.  On  a  â?  =  langy.  iVcnanl  les  dérivées 
de  chaque  membre ,  il  vient 

^  =  5^'  d'où  |f'=cosV, 

et  y'  =  î4- 

^     1 4-« 


d  by  Google 


ADMTIOIIt.  640 

Ici  la  dérivée  de  y  csl  cnlièremcnt  déterminée.  Cela  tient  à  ce 
que  toutes  les  valeurs  de  arc  langâ?  8*obtiennent  en  ajoulani 
une  constante  à  Tune  quelconque  d'entre  elles. 
4*  Soit  r/=:arccotanga:.  On  a  â?s=cotangy,  d'où 

et  y'= 


Il  est  fadle  de  montrer  a  pHwi  que  arc  tangd^  et  arc  ootangar 
ont  des  dérivées  égales  et  de  signes  contraires. 
5^  Soit  y=:arcsécâ?.  On  a  «sssécy,  d'où 

,  siny       ._cosV_.  1  

^C08«y'   ^       ny     d:xv/«»— t* 

Soit  yssarccosécâ?.  On  a  â?s=;cosécy,  d'où 

1^    y'cosy  — sinV_  t 

III. 

Applicalion  de  la  théorie  des  dérivées  au  développement  de  log(l  +ar)  et 
4e  are  laogs  eo  lériei  eoarergentei  ofdonnéet  luiml  les  polmneet 
de  «. 

La  démonslration ,  que  nous  avons  donnée  dans  le  texte,  du 
développement  de  l'\-\-x)  en  série  est  cxtréineraent  simple, 
mais  elle  est  sujette  à  quelques  difficultés.  Aussi  croyons-nous 
devoir  en  présenter  ici  une  autre,  que  nous  appliquerons  en- 
suite au  développement  tle  la  fonction  arctanprir. 

Développement  en  série  de  — 1(1  —  u)  où  nesf  un  nombre  positif 
inférieur  à  1*.  Soit  x  une  quantité  que  nous  ferons  varier  depuis 
a;=0  jusqu'à  x  =  u;  u  est  une  constante  positive  inférieure 
à  1 .  Posons 

[1]  /ta?)=-/(l-x); 
la  dérivée/^ (a?)  de  f{x)  a  pour  valeur  7-^ — ,  et  Ton  peut  écrire 

Posons  aussi 


[8]  ^a:)=r4.|.+:^4....4.^ 
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el  fUtigaoni  par       la  dériYte  du  polynôme  f(4r),  on  aiM 

[4]  ■  9'(a?)  =  l+a;  +  a?'  +  ...+x''-'. 

En  retrancbant  Téquation  [4]  4e  Téquation  [S],  U  irienl 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  positif,  et  il  est 
moindre  que   ,  tant  qae  «  n'est  pas  égal  à  «  ;  on  a  donc 

m  A*)-?'(«)-j^<o. 

Ces  inégalités  montrcot  que  les  fonctions  f(,x) — a(x)  et 

Af)-^^)  —  ^n+m-^-uy  lûnt,  lapramiàracroliMnle,  la 

deuxième  décroissante,  ^uand  x  croit  de  0  à  En  effet,  la 
première  d^'ces  fonctim  à  une  dérivée  constamment  positive 
'  (inégalité  5),  tandis  que  la  âeiBxième  a  une  dérivée  constam- 
ment négatlte  (inégalité  6  U  P^aillenrs  les  fonctions  dont  il  s'agit 
sont  nulles  pour  «ll^0»7iittic,  pourâP=ti,  la  première  est 
positive  et  la  deuxième  est  négative.  Ainsi  Ton  a 

A«)-v(tt)>o, 


ou  A«)>^«»). 


A«)<»(«)+(;r+TKÏ3ir)' 
c'est-à-dire  que  flu)  est  égale  à  f  («)  augmentée  d'une  quantité 
positive  moindre  que  ,  ,  celte  quantité  peut  évi- 

demment  sereprésenterpar    _^  ^  \^y) *     désignant  par  • 

une  quantité  comprise  entre  0  et  1.  D'après  cela  on  a 

ou 

[7]     _,(,_.,„-  +  _  +  _  +  ...+ _  + 

La  quantité  «  étant  inférieure  à  1 ,  on  wil  que  ; — r-—  : 

^  (a-f"lXl — 


M 

lentl  vers  xéro  à  mesure  que  n  augmenlc  indéûjiimcnt.  Ontt 
donc 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente  tint 
que  Ton  a  «<!. 

DéveloppetnmU  011  série  âe  Ifl  + 11)  où  u  es/  wn  nombre  positif 
égal  <m  inférieur  à  1.  Soit  a;  une  quantité  variable  entre  les 
limites  0  et  v  est  une  constante  positive  é^aie  ou  inlêrieiu-e 
à  1.  Posons 

la  dérifée  /"(«)  de  A«)  a  POur  valeur  ;  et  l'on  peut  écrine 
ces  deux  dgalités  : 

«i  1  ^  «  4.  «• — + .  M  i:  r-»  q:  , 
Posons  aussi 

[3]  ^         î- 2  + 3"*"*  fr' 

et  désignons  par  <p'(ff)  la  dérifée  du  polxnOme       nou»  «wons 

[4]  ç'(x)=  1  — +  ...àzsc^. 

En  retranchant  Téquatlon  [4J  de  chacune  des  équations  [2], 
on  obtient 

[6]  f'ix)  -      =t  «•  =  d= 

Les  seeonds  membres  de  ces  deux  équations  sont  de  signes 
centraux;  par  conséquent  les  deux  fonetlons         f(x)  et 

f(^^  — ayant  leurs  dérivées  de  signes  contraires, 

sont  l'une  croissante,  l'autre  décroissante  quand  x  varie  de  0 
à  «.  Or,  les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  nulles  pour 
«ssO;  donc  pour  xssu^  elles  sont  de  signes  contraires.  Op 
a  donc 
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Dans  les  deux  cas  on  peut  écrire,  ea  désignant  par  0  un 
nombre  inférieur  à  1 , 

c'esl-à-dire  • 

Ou""*"* 

Laïquantité  «  étant  é0tle  ou  inférieure  à  1 ,  ^^-pj  tend  vers 
zéro  à  mesure  que  n  augmente  indéfiniment.  Ou  a  donc 

fonniilo  dont  le  second  membre  est  une  série  oonvcrgenle  tant 
que  ion  a  ii<l  ou  ti=:l. 

RncAïQUE  I.  n  résulte  de  ce  qui  précède  que  ron  a 

pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —1  et  +1. 

RmABOint  IL  Si  l'on  se  sert  des  initiales  /o^pour  désigner  les 
logaritlMnes  du  syëème  dont  le  module  est  M,  on  aura 

log(l+;r)=Mg~^+|!-...). 

Développetnent  en  série  de  arc  tangUy  où  u  est  un  nombre  po- 
sitif égal  ou  infériewr  à  1 .  Soit  x  une  quantité  variable  entre 
les  limites  0  et  «;  «  est  un  nombre  positif  égal  ou  inférieur 
à  1.  Posons 

[l]  /"(x}  =  arctangx, 

fix)  étant  une  fonction  continue  de«quicrottde  0  à  |  quand 

X  croli  de  0  à  1  ;  la  fiiindion  arc  tango?  est  ainsi  définie  d'une 
manière  précise,  et  n*a  qu'une  seule  valeur  fiour  chaque  valeur 

ùex.Lsi  dérivée  f\x)  de  fix)  est  jqpji>  ci  l'on  peut  écrire  ces 

deux  égafités: 

/'( j?)  ==  1  —    +  a?* — a* + . . ,  ±       qp  ± 


1>080DS  iiussi 

et  désignons  par  (f'{x)  la  dérivée  du  polynôme  ^(x)  ;  nous 
ttnrons 

En  retranchant  l'équation  [4]  de  chacune  des  équations  [S], 
on  obtient 

Les  seconds  membres  des  équations  [5]  et  [6]  sont  do  siprnes 
contraires;  par  conséquent  les  deux  fonctions  f{x)  —  f(x)  et 

f{x)  —  <f< j:)  ±:        ,  ayant  leurs  dérivées  de  signes  contraires, 

sont  Tune  croissanlc,  Tautre  dt^croissante,  quand  x  croît  de  0 
à  11.  Or,  les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  nulles  pour  x—Q\ 
donc  pour  a?=t/  ,  elles  sont  de  signes  contraires.  On  u  donc 

Dans  les  deux  cas  on  peut  écrire,  en  désignant  par  •  un 
nombre  compris  entre  0  et  1 , 

ou 

[7]  arclangv  =  7— ^f+Tr  — ...±5- — rq=, 


1     3^6  8»— l"^«fi+l' 

Ou**** 

La  quantité  «  étant  égale  ou  inférieure  à  1 , 

Yei*s  zéro  ù  mesure  que  n  augmente  indéfiniment.  On  a  donc 

arc  langîi  =  -  — •5-  +  -jr--... , 


formule  dont  le  second  membre  est  une  série  conveif^cntc 
quand  «  est  eompris  &ûxt  0  et  1. 
En  remarquant  que  arclang— ii=:^arctangtf,  on  peut 


éU  AHMTiONS. 

écrire  la  formule  précédente  ainsi 

arc  lang(-w)  =  t^^— tl^  — ...  ; 

d*où  11  snll  que  la  fommle 

aro  taagâ^ss?      j  +  j  —  H. , 

a  neo  pour  toute  tsleur  de  œ  comprlflo  entre  «-^l  et  -f-^  >  ^ 
il  résulte  même  de  la  démonstration  qu'elle  a  lieu  aussi  aux 
limites. 

Calcul  (lu  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  En  fai- 
sant z=:\  dans  la  formule  précédente,  et  remarquant  que 

arctangâ?s^y  il  vient 

eetfe  série  est  convergente;  mais  les  termes  décroissent  trop 
tantemenl  pour  qufelle  puisse  étro  employée  au  oaloil  dimoiih» 
bre  ».  Le  procédé  de  Machin»  rapporté  par  M.  Lacroix  dans 
Tintroduction  du  Traité  des  Calculs  diffémUiel  et  intégrai^ 
permet  d'obtenir  des  séries  beaucoup  {Âus  convergentes.  Ce 
procédé,  dit  M.  Lacroix,  consiste  à  prendre  une  firaction 
assez  petite  pour  la  tangente  d'un  premier  arc,  et  à  répé- 
ter cet  are  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire  pour  obtenir 

celui  de  ses  multiples  qui  approche  le  plus  de  ^,  puis  à 

calculer  la  tangente  de  la  difTérence  de  ces  deux  derniers  arcs, 
tangente  qui  n'est  aussi  qu*une  petite  fraction,  et  dont,  par 
conséquent,  on  obtient  l'arc  par  une  série  très-convergente. 
On  sent  que  re  nioyoïi  peut  conduire  à  plusieurs  résultats, 
aussi  ne  m'orrêterai-je  que  sur  celui  qui  réunit  le  plus  de  sim- 
plicité et  de  convergence.  En  prenant  tanga=|,  et  formant 
successivement 

.      ^       gtangff  _  5 

*        1— tang'  a  "~  Ï2 

4  ^  gtangto  _itO 

^""g^^=l-tanVto=U9' 

on  volt  que  Tare  4a  excède  très-peu     puisque  la  langcnle  de 


Ym  snrpaaie  cdie  de  i'aulre  de  ^  seulement*  Faisenl  en- 
suite : 


d'où  l'on  conclut 

formule  par  laquelle  on  peut  aisément  calculer  ic  avec  un  assez 
grand  nombre  de  décimales  *. 


IV. 

gur  lit  dlflÉMMM* 

Étant  donnés  (n-\-l)  nmbre$  Uo,  u,,...  u,,  trouTer  Texpres- 
sion  de  À"u«  en  fimethn  <fft  nombres  proposés. 
On  a,  par  définition: 

ou  aperçoil  immédiatement  une  loi  régulière  de  formation,  et 
Ton  est  conduit  à  écrire  la  formule  générale 

pour  la  démontrer,  admettons  qa*elle  toit  ?raie  pour  la  diffé' 
renée         et  que  Ton  ait 

on  aura  de  même 

.  'n— l)Cn— 2) 

Car,  A"-'«i  se  forme  évidemment  avec  m„,  ti„_i...t/„  comme 
\r-%  avec  ii„-i,  i#i,-t En  soustrayant  l  une  de  l'autre  les  ■ 

*  Four  plus  da  déftIopfanMU  mr  cttle  ^tlon,  voyti  an  lUvoIre 
cl*Eotir.  Mémtim  d$  SaHthFéUnbourg ,  tom  XL 
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dciix  équalions  précédeai€»>  U  \ieni 

ôr,  les  divers  Goeffideiits  du  second  membre  provenant  de 
TaddUion  de  deux  coefOdeoto  oom^liflB  èê  la  puissanGe 
(n—'l)  du  binôme,  sont  préckéiaent  les  coefOcients  d^  la  puis- 
«ânce  A***,  et  Ton  a,  comme  on  voulait  le  démontrer, 


V. 

Application  de  la  méthode  d'interpolation  à  la  représentation  exacte  d'une 
.  foncUon  entière  f{x)  du  degré  m ,  dont  on  connaît  les  valeurs  u«,U|,ti>  .u*, 
correspondantes  «ux  valeurs  de  x«»  a^a+^x.xt+mA  de  la  Ttftable. 
> 

La  formule  dinterpolalion  démontrée  (578),  a  pour  but  de 
Ibrmer  une  fonction  entière  de  degré  m,  qui,  pîour  les  va* 
leurs  r^+h ...  se^mk*ùe  prenne  les  valeurs  tn ...  ««. 
Or  deux  fonctions  entières  de  degré  «t,  ne  peuvent  être  égales 
pour  m+1  valeurs  de  la  variidblo  sans  être  complètement 
identiqôes ,  car ,  sans  cela ,  en  les  égalant ,  on  formerait  une 
équation  de  degré  m  admettant  w  +  l  racines;  la  fonc- 
tion f{x)  est  donc  identique  à  4a  formule  fournie  par  la  mé- 
thode d*inlerpolation,  et  Ton  a 

Ënfs^  /£— £«  _  j\ 


'  1.2. ..m 

on  conclut  de  celle  formule  que  si  tig,  Au,...  A*i#o)  ^^"1  posi- 
tives en  donnant  à  x  une  videur  telle  que  ~"  ^ 

..."^^^■-—M+l  soient  des  quantités  positives ,  c^esl-à-diro 

en  faisant  x  plus  grand  que  T^-\-(m  —  f[x)  sera  positif. 
On  piiil  niùme  ajouter  qn'à  partir  de  la  valeur  .r^To-j-'w? — 1)//, 
tous  les  liM  inos  qui  coniposrnl  le  second  iuond>re  dt*  la  for- 
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mule  [A]  augmcnlcnl  avec      ci  que,  par  cuutiéquenl,  il  cii 

est  de  iiiOme  de  f{x). 

jrQ-\-(m — i)h  csl  (^videininont,  d'nprùs  ecla,  une  limite  supc-  .- 
rieure  des  racines  posi tires,  el  les  solulions  de  l'éqiialion  doi- 
vcnl  Olre  chcidiécs  seulcuieul  purmi  les  nombres  infcricuri)  à  • 
celle  limite.  .  • 

VI. 

RéiotilUon  de  l'éqmilkm  du  IroMène  degré. 

Soit  i'équilioii  da  IroisièBe  degré 

[1]  4^+00^-1- to+C3=<p(x)=:0; 

posant  x^x'-{-hf  .  J 
clic  dcvieiidra 

posons  /(AjsKO, 

c'csl-à-dirc  6il + 2a = a , 

oa  A=-3. 

I/é(]ualion  en  x  ne  coniienUm  pa^de  terme  eu  x'*  ci  sera  de  ' 
la  forme 

[2]  «^+iw!'+y=0. 

C'est  sous  cette  dernière  forme  qne  nous  considérons  Téqua* 
tion  du  troisième  degré ,  en  suppriment  l'accent  de  la  lettre  s^. 

Posons  a;=y-f-s, 

i'cquatlon  |.!2J  devient 

3^ 3ya)  (îf =0. 

Comme  on  peut  évidemment  disposer  arbitrairement  êÊk 
l'une  des  quantités  p  et  a,  nous  ferons 

[3]  .  . 

et  il  lient 

[4]  y3  +  5>  =  -.^. 

r/  cl  3*  sont ,  en  verlu  des  cqualious  [.31  cl  [4],  les  racines  du 
réquulion  du  second  degré 
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fl  Ton  B|  piùr  conséquent. 


2  V4^27- 


Ces  Ouations  [5]  donnent  trois  valeurs  pour  y  et  trois  pour 
z\  mais,  en  vertu  de  l'équation  [3],  il  ne  faut  associer  que 
4es  valeurs  de  y  et  de  «  qui  ont  un  produit  réeL 

Supposons  ^  +  ^  nul  ou  négatif,  ce  qui  exige  que  p  soit 
négatif,  et  posons 

— |=pcos»,      +  p«8in««, 
ou  aura»  pour  déterminer  p  et 


_9 

COSMSS 


V  Î7 

et  les  équations  [5]  deviennent 

y» sa p(e« m  +         Siil  ti)) 

p  (cos  u)  —  ^  —  1  sin  wj. 

d'où       y  =  V  p  ^cos  +  V  —1  sin  j> 

«  =  VP^cos—  i^su-^-^ — 

où  l'on  doit  donner  à  Â;  les  trois  valeurs  0, 1 ,2.  Il  faut  que  k  ait 
la  même  valeur  dans  ces  deux  fonnules  pour  (jue  le  produit 
soil  réel ,  par  conséquent  les  racines  de  la  proposée  sont  don- 
nées pai'  la  formule 


xssy  +  xtA%^^  QOS 


2Atc  + 


3  • 

Ces  racines  sont  : 

Sv/pcos-,     2v  p  ces    ^  ,  âvpcoi— 

Ccfs  expressions  sont  calculables  par  logaritlmei* 

On  voit  que  dans  ce  cas      +  ^  <^^>  ics  trois  racines  sont 


réelles.  Deux  d  cutrc  ellcb  seiuieul  cgaies  i'oa  avait  u»  =  0» 
c'est-à-dire  ^+^==0. 

Supposons  maintenant  |  +  ^  positif,  et  désignons  par  A 

et  B  les  valeurs  réelles  de  y  et  de  s  que  Ton  petit  diMnIre 
alors  des  équations  [ô],  en  sorte  que 


B=\/-|-V^- 


Soit  a,  Tuiic  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité, 
l'autre  sera  «*,  et  les  valeurs  de  y  seront 

A,  A«,  Aa', 

cl  celles  de  z  B,    Ba,  Ba*. 

Comme  on  doil  ajouter,  pour  former  x,  eelios  de  ces  valcui's 
dont  le  produit  est  réel,  les  valeurs  de  x  seront 

Or,  les  racines  de  l'équation  a^=l  sont,  outre  Tunilé, 

 Tj|  Y — ,   1— ï — ,  comme  on  le 

trouve  en  divisant  1  par  1  et  résolvant  féquatlon 
du  second  degré  ainsi  obtenue;  d'après  cela  les  trois  Taleurs 
de  a  sont  : 

A+B  et  A  +  BdtV^^^v/3. 

On  voit  qu'une  seule  de  ces  racines  est  réelle.  Il  nous  reste 
à  montrer  comment  on  peut  a[)pli(iucr  le  (  alcul  des  logarithmes 
à  leur  détermination.  II  convient  de  distin{5aier  dans  cette  re-  • 
cherche  le  cas  où  /;  est  posilil"  el  celui  où  il  est  né^^alif. 

V  Soiti»<0,  on  a,  par  hypothèse,— ^<^,  et  i'oa  peut 

poser  par  conséquent 


— ^  =xsmtt* 
27  jt™"» 


on  am-a  alors  A = y  —  | + 1 cos *»  =  v^î^ii^'i**! 

.  B=yJ/— |— |coé«=:y— ^cos«4«a- 
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OU,  CD  rcnqilaçaiit'^  pai  sa  voleur, 

■ 

*  Soit  maiulcnaal  f  un  angle  auxiliaire  déliai  |mu'  i'équalion  : 

langeas  ^ïâiïg|w, 

onaura    A=:  y/=^toii|f  B=y/^Golf; 
ci  par  suile ,  loi  valeurs  de  x  sont  : 


^ÎSEaf   ^""^  ^  ^''^^^  ' 

formules  odculablcs  par  logarithmes. 
2*  Soit  p>0;  .On  posera  y/ =  ^  langu, , 

il  vicnl  alors  k^i/^Î^El^  b=^\/^Î^^, 

y     cos»    '        y     C08M  ' 

Im,  en  remplaçant  g  par  ?j 

posant ,  comme  plus  liaul ,   lang  ?  =   lang  i  w , 
et  les  racines  chcrdiées  sont 


FIN  DIS  ABDtnOIIS. 


Inpilmerie  de  Ch.  Lahove  (andenne  nuUfBD  Crapetoi 


« 
I 


Diyiiized  by  Google 


m  % 


P 


if 


4 


i 

0 

i- 


•  1 


*  • 


